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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ (n−m)m-МЕРНЫХ

КОМПЛЕКСОВ В n-МЕРНОМ ПРОЕКТИВНОМ ПРОСТРАНСТВЕ
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Аннотация. В проективном пространстве Pn рассмотрен (n−m)m-мерный комплекс. В главном
расслоении, ассоциированном с этим комплексом, строится фундаментально-групповая связность,
ее объекты кривизны и кручения. Исследование комплекса производится методом Картана—
Лаптева. Показано, что фундаментальный объект 1-го порядка данного комплекса является псев-
доквазитензором, кривизна — псевдотензором, а кручение образует геометрический объект лишь
в совокупности с подобъектом связности и фундаментальным объектом. Произведено компози-
ционное оснащение (n − m)m-мерного комплекса. Доказано, что данное оснащение индуцирует
связности трех типов в главном расслоении, ассоциированном с комплексом.

Ключевые слова: метод Картана—Лаптева, комплекс, проективное пространство, связность,
кривизна, кручение, композиционное оснащение.

DIFFERENTIAL GEOMETRY OF (n−m)m-DIMENSIONAL COMPLEXES

IN n-DIMENSIONAL PROJECTIVE SPACE
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Abstract. We consider an (n−m)m-dimensional complex in the projective space Pn. In the principal
bundle associated with this complex, we construct a fundamental-group connection and calculate the
curvature and torsion of this connection. We examine this complex by the Cartan–Laptev method.
We prove that the fundamental object of the 1th order of this complex is a pseudoquasitensor, the
curvature is a pseudotensor, and the torsion is a geometric object only in combination with the
connection subobject and the fundamental object. We perform the compositional framing of the
(n−m)m-dimensional complex. Also, we prove that this framing induces connections of three types in
the principal bundle associated with the complex.

Keywords and phrases: Cartan–Laptev method, complex, projective space, connection, curvature,
torsion, compositional framing.
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1. Введение. Теория комплексов многомерных плоскостей проективного пространства являет-
ся одной из наиболее красивых и интересных областей дифференциальной геометрии [9]. Данная
теория находит применение в интегральной геометрии и теоретической физике.

r-Мерный комплекс Kr m-мерных плоскостей — это r-мерное подмногообразие грассманова
многообразия Gr(m,n), состоящего из m-мерных плоскостей проективного пространства Pn, где
r < (m+ 1)(n −m). Различные виды комплексов Kr в пространстве Pn получаются путем раз-
личного взаимного расположения плоскости PTpV

r с многообразием Сегре Sp(m,n−m− 1), где
в качестве PTpV

r рассматривается (r − 1)-мерная плоскость, полученная путем проективиза-
ции касательной плоскости TpV

r с центром в точке p ∈ V r, V r — алгебраическое многообразие,
соответствующее данному комплексу при грассмановом отображении (см. [10]).
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Многообразие Сегре S(m,n) является образом прямого произведения Pm × Pn двух проектив-
ных пространств Pm и Pn (см. [16]). Данное многообразие имеет важное значение для диффе-
ренциальной геометрии грассмановых многообразий (см., например, [1–7,30]), которая является
средством построения различных многообразий в проективных пространствах. Так, многообра-
зие Сегре S(2, 2) связано с грассмановым многообразием Gr(2, 5) (см. [9]). В [12] при помощи
условия редуцируемости главных расслоений найден дифференциально-геометрический признак
многообразий Сегре.
Дифференциальная геометрия комплексов многомерных плоскостей полностью не изучена, по-

этому представленная работа является актуальной. В данной статье при исследовании комплекса
K(n−m)m применяется метод продолжений и охватов Г. Ф. Лаптева, который основан на инва-
риантном дифференциально-алгебраическом аппарате структурных дифференциальных форм
рассматриваемых расслоений [17, 18, 20, 26, 33]. На данном комплексе задана фундаментально-
групповая связность, найдены дифференциальные уравнения компонент объекта связности Γ,
которая широко используется для параллельных перенесений [18, 32], и выражения компонент
объектов кривизны и кручения. Объект связности содержит два подобъекта, задающие связности
в соответствующих подрасслоениях. Показано, что объект кривизны является псевдотензором,
а кручение является геометрическим объектом лишь в совокупности с компонентами фундамен-
тального объекта 1-го порядка и подобъекта связности, задающего связность в подрасслоении
с типовым слоем —фактор-группой, действующей на m-плоскости и в двойственной плоскости.
При осуществлении композиционного оснащения комплекса K(n−m)m индуцируются связности
трех типов в ассоциированном расслоении, причем одна из данных связностей является средней
по отношению к двум другим.

2. Аппарат исследования. Отнесем n-мерное проективное пространство Pn к подвижному
реперу {AI′}, инфинитезимальные перемещения которого определяются формулами (см., напри-
мер, [14])

dAI′ = θJ
′

I′ AJ ′ , (I ′, · · · = 0, n), (1)
где d— символ обычного дифференцирования в пространстве Pn, а θJ

′
I′ —линейные дифференци-

альные формы, удовлетворяющие структурным уравнениям Картана

DθI
′

J ′ = θK
′

J ′ ∧ θI
′

K ′ (2)

линейной группы GL(n+1). В формулах (2) D является символом внешнего дифференцирования.

Замечание 1. Отметим, что линейная группа GL(n + 1) действует эффективно в линейном
пространстве L(n+ 1) и неэффективно в проективном пространстве Pn.

С помощью условия
θI

′
I′ = 0 (3)

из линейной группы GL(n + 1) можно выделить специальную линейную группу SGL(n + 1),
эффективно действующую в пространстве Pn.

Замечание 2. В [26] показано, что однородный аналитический аппарат (1)—(3) неудобен для
выделения подгрупп.

Введем новые формы (см., например, [14, 15])

ωI′
J ′ = θI

′
J ′ − δI

′
J ′θ00. (4)

Разбивая индекс I ′ = {0, I}, можно записать более детально формы (4)
ωI
0 = θI0, ωI

J = θIJ − δIJθ
0
0, ω0

I = θ0I , (5)

ω0
0 = 0.

Запишем деривационные формулы (1) подробно

dA = θA+ ωIAI , dAI = θAI + ωJ
I AJ + ωIA, (I, J,K, . . . = 1, n), (6)

где A = A0, ωI = ωI
0 , ωI = ω0

I , а форма θ = θ00 играет роль множителя пропорциональности.
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Таблица 1. Классификация семейств плоскостей.
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Из структурных уравнений (2), вводя базисные формы (5) и для простоты опуская 0 у форм
ωI
0 и ω0

I , получаем уравнения Картана

DωI = ωJ ∧ ωI
J , DωI

J = ωK
J ∧ ωI

K + δIJωK ∧ ωK + ωJ ∧ ωI , DωI = ωJ
I ∧ ωJ , (7)

которым удовлетворяют базисные формы ωI , ωI
J , ωI проективной группы GP (n), действующей

эффективно в пространстве Pn.

Замечание 3. Для дальнейшего исследования будем пользоваться неоднородным аналитиче-
ским аппаратом с деривационными формулами (6) и структурными уравнениями (7).

3. Комплекс K(n−m)m. В проективном пространстве Pn рассмотрим m-мерную плоскость Lm

(1 � m < n). Произведем специализацию подвижного репера {A,AI} с деривационными форму-
лами (6) (ср. [19])

dA = θA+ ωaAa + ωαAα,

dAa = θAa + ωb
aAb + ωα

aAα + ωaA,

dAα = θAα + ωa
αAa + ωβ

αAβ + ωαA,

помещая вершины A, Aa на плоскость Lm. Здесь и в дальнейшем индексы принимают значения

a, b, c, . . . = 1, . . . ,m; α, β, γ, . . . = m+ 1, . . . , n.

В этом случае уравнения стационарности данной плоскости имеют вид ωα = 0 и ωα
a = 0.

Рассмотрим комплекс K(n−m)m m-мерных плоскостей Lm. Примем формы ωα
a за базисные,

тогда уравнения комплекса K(n−m)m имеют вид (ср. [11, 13])

ωα = Λαa
β ωβ

a . (8)

Замечание 4. В. И. Близникас дал классификацию подмногообразий Gr(m,n, r) многообра-
зия Грассмана Gr(m,n) (см. [8]) и назвал данный комплекс K(n−m)m коконгруэнцией m-мерных
плоскостей.

В таблице 1 граничные многообразия выделены темным цветом с указанием их размерностей
и межграничные многообразия с размерностями, находящимися в пределах размерностей гра-
ничных многообразий.
Используя структурные уравнения (7) проективной группы GP (n), действующей в простран-

стве Pn, найдем дифференциалы базисных форм

Dωα
a = (δαβω

b
a − δbaω

α
β + Λαb

β ωa) ∧ ωβ
b . (9)

Продолжая систему (8), находим дифференциальные уравнения на компоненты фундамен-
тального объекта 1-го порядка Λ = {Λαa

β } в следующем виде:
ΔΛαa

β + Λαb
γ Λγa

β ωb − δαβω
a = Λαab

βγ ωγ
b , (10)
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причем Λαab
βγ = Λαba

γβ , а дифференциальный оператор Δ действует следующим образом (см., на-
пример, [29, 33]):

ΔΛαa
β = dΛαa

β + Λγa
β ωα

γ + Λαb
β ωa

b − Λαa
γ ωγ

β.

Замечание 5. Фундаментальный объект 1-го порядка Λ комплекса K(n−m)m является псевдо-
квазитензором. Фундаментальный объект 1-го порядка конгруэнции Bn−m также является псев-
доквазитензором [11], а фундаментальный объект 1-го порядка комплекса Km(n−m+1) состоит из
двух псевдотензоров [13]. В нашем случае, если ωa = 0, получим центрированную плоскость,
тогда фундаментальный объект станет псевдотензором.

4. Главное расслоение. С комплексом K(n−m)m ассоциируется главное расслоение Gs(K) со
структурными уравнениями (9) и уравнениями

Dωa
b = ωc

b ∧ ωa
c + (δabωc + δacωb) ∧ ωc + (δabΛ

βc
α ωβ − δβαδ

c
bω

a
β) ∧ ωα

c ,

Dωa = ωb ∧ ωa
b − Λαb

β ωa
α ∧ ωβ

b ,

Dωa = ωb
a ∧ ωb − ωα ∧ ωα

a ;

(11)

Dωα
β = ωγ

β ∧ ωα
γ + δαβωa ∧ ωa + (Λαa

γ ωβ + δαβΛ
μa
γ ωμ + δαγω

a
β) ∧ ωγ

a ;

Dωa
α = (δabω

β
α − δβαω

a
b ) ∧ ωb

β + ωα ∧ ωa;

Dωα = ωa
α ∧ ωa + ωβ

α ∧ ωβ.

(12)

Базой главного расслоения Gs(K) является комплекс K(n−m)m, а типовым слоем — s-членная
подгруппа Gs стационарности плоскости Lm, причем s = n(n+ 1)−m(n−m− 1).

Теорема 1. В главном расслоении Gs(K) выделяются следующие фактор-расслоения:
1. расслоение P (K) со структурными уравнениями (9), (11) и типовым слоем—фактор-группой

P = GP (m) группы GP (n), действующей на плоскости Lm;
2. расслоение H(K) имеет структурные уравнения (9), (11), (12). Типовым слоем фактор-рас-

слоения H(K) является фактор-группа H группы G, действующая на плоскости Lm и в двой-
ственной плоскости.

Доказательство следует из структурных уравнений (9), (11), (12).

5. Фундаментально-групповая связность. На данном комплексе K(n−m)m способом Лап-
тева —Лумисте (см., например, [21,27]) зададим связность, для этого рассмотрим преобразование
слоевых форм

ω̃a
b = ωa

b − Γac
bαω

α
c , ω̃a = ωa − Γab

α ωα
b , ω̃a

α = ωa
α − Γab

αβω
β
b ,

ω̃α
β = ωα

β − Γαa
βγω

γ
a , ω̃a = ωa − Γb

aαω
α
b , ω̃α = ωα − Γa

αβω
β
a .

(13)

Найдем структурные уравнения форм связности. Для этого продифференцируем формы (13)
внешним образом, используя структурные уравнения (9), (11), (12). Выразим формы Пфаффа ω
из (13) и подставим в полученные уравнения. Раскроем скобки, делая обратную замену по фор-
мулам (13) в тех слагаемых, где формы ω̃ внешним образом умножаются на базисные. Получим

Dω̃a
b = ω̃c

b ∧ ω̃a
c + (δab ω̃c + δac ω̃b) ∧ ω̃c + (−Γdc

bαΓ
ae
dβ − δabΓ

c
dαΓ

de
β − Γc

bαΓ
ae
β )ωα

c ∧ ωβ
e−

− (ΔΓac
bα + (Γae

bβΛ
βc
α − δabΓ

ec
α − δebΓ

ac
α )ωe + (δabΓ

c
eα + δaeΓ

c
bα)ω

e + δcbω
a
α − δabΛ

βc
α ωβ) ∧ ωα

c ,

Dω̃a = ω̃b ∧ ω̃a
b + (−Γeb

α Γac
eβ)ω

α
b ∧ ωβ

c − (ΔΓab
α + Γac

β Λβb
α ωc − Γab

eαω
e + Λβb

α ωa
β) ∧ ωα

b ,

Dω̃a
α = ω̃b

α ∧ ω̃a
b + ω̃β

α ∧ ω̃a
β + ω̃α ∧ ω̃a + (−Γeb

αβΓ
ac
eγ − Γμb

αβΓ
ac
μγ − Γb

αβΓ
ac
γ )ωβ

b ∧ ωγ
c−

− (ΔΓab
αβ + Γac

αγΛ
γb
β ωc + (δacΓ

γb
αβ − δγαΓ

ab
cβ)ω

c
γ − Γab

β ωα + Γb
αβω

a
)
∧ ωβ

b ,

Dω̃α
β = ω̃γ

β ∧ ω̃α
γ + δαβ ω̃a ∧ ω̃a + (−Γηa

βγΓ
αb
ημ − δαβΓ

a
cγΓ

cb
μ )ω

γ
a ∧ ωμ

b−
− (ΔΓαa

βγ + (Γαb
βμΛ

μa
γ − δαβΓ

ba
γ )ωb + δαβΓ

a
bγω

b − (δμβΛ
αa
γ + δαβΛ

μa
γ )ωμ − δαγω

a
β

)
∧ ωγ

a ,
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Dω̃a = ω̃b
a ∧ ω̃b + (−Γeb

aαΓ
c
eβ)ω

α
b ∧ ωβ

c −
(
ΔΓb

aα + (Γcb
aα + Γc

aβΛ
βb
α )ωc + δbaωα

)
∧ ωα

b ,

Dω̃α = ω̃a
α ∧ ω̃a + ω̃β

α ∧ ω̃β + (−Γca
αβΓ

b
cγ − Γμa

αβΓ
b
μγ)ω

β
a ∧ ωγ

b−
− (ΔΓa

αβ + (Γb
αγΛ

γa
β + Γba

αβ)ωb − Γa
bβω

b
α + Γγa

αβωγ) ∧ ωβ
a .

Связность в главном расслоении задается с помощью поля объекта групповой связности
Γ = {Γac

bα,Γ
ab
α ,Γab

αβ ,Γ
αa
βγ ,Γ

b
aα,Γ

a
αβ} на базе K(n−m)m. Компоненты объекта Γ удовлетворяют диффе-

ренциальным уравнениям

ΔΓac
bα + (Γae

bβΛ
βc
α − δabΓ

ec
α − δebΓ

ac
α )ωe + (δabΓ

c
eα + δaeΓ

c
bα)ω

e + δcbω
a
α − δabΛ

βc
α ωβ = Γace

bαβω
β
e ,

ΔΓab
α + Γac

β Λβb
α ωc − Γab

eαω
e + Λβb

α ωa
β = Γabc

αβ ω
β
c ,

ΔΓab
αβ + Γac

αγΛ
γb
β ωc + (δacΓ

γb
αβ − δγαΓ

ab
cβ)ω

c
γ − Γab

β ωα + Γb
αβω

a = Γabc
αβγω

γ
c ,

ΔΓαa
βγ + (Γαb

βμΛ
μa
γ − δαβΓ

ba
γ )ωb + δαβΓ

a
bγω

b − (δμβΛ
αa
γ + δαβΛ

μa
γ )ωμ − δαγω

a
β = Γαab

βγμω
μ
b ,

ΔΓb
aα + (Γcb

aα + Γc
aβΛ

βb
α )ωc + δbaωα = Γbc

aαβω
β
c ,

ΔΓa
αβ + (Γb

αγΛ
γa
β + Γba

αβ)ωb − Γa
bβω

b
α + Γγa

αβωγ = Γab
αβγω

γ
b .

(14)

Замечание 6. Объект групповой связности Γ образует геометрический объект в совокупности
с фундаментальным объектом 1-го порядка Λ = {Λαa

β }. Данный объект содержит два подобъекта
Γ1 = {Γac

bα,Γ
ab
α ,Γb

aα} и Γ2 = {Γ1,Γ
αa
βγ}, задающие связность в соответствующих подрасслоениях.

Замечание 7. Для комплекса K(n−m)m m-мерных плоскостей Lm нельзя задать обобщенные
аффинные [22] и билинейные связности, а также нормальную линейную связность, которые были
исследованы в [13] для комплекса K(n−m+1)m центрированных плоскостей L∗

m. Кроме того, для
комплекса K(n−m)m нельзя задать плоскостную и нормальную обобщенные аффинные связности,
которые были изучены автором в [31] для пространства центрированных плоскостей. Отметим
также, что связность Столярова [28] в данном случае также не может быть задана, так как
в структурные уравнения входят другие формы.

6. Объект кривизны. Учитывая во внешних дифференциалах форм связности (13) диффе-
ренциальные уравнения (14) компонент объекта фундаментально-групповой связности Γ, полу-
ченные в предыдущем пункте, запишем структурные уравнения

Dω̃a
b = ω̃c

b ∧ ω̃a
c + (δab ω̃c + δac ω̃b) ∧ ω̃c +Race

bαβω
α
c ∧ ωβ

e ,

Dω̃a = ω̃b ∧ ω̃a
b +Rabc

αβ ω
α
b ∧ ωβ

c ,

Dω̃a
α = ω̃b

α ∧ ω̃a
b + ω̃β

α ∧ ω̃a
β + ω̃α ∧ ω̃a +Rabc

αβγω
β
b ∧ ωγ

c ,

Dω̃α
β = ω̃γ

β ∧ ω̃α
γ + δαβ ω̃a ∧ ω̃a +Rαab

βγμω
γ
a ∧ ωμ

b ,

Dω̃a = ω̃b
a ∧ ω̃b +Rbc

aαβω
α
b ∧ ωβ

c ,

Dω̃α = ω̃a
α ∧ ω̃a + ω̃β

α ∧ ω̃β +Rab
αβγω

β
a ∧ ωγ

b ,

где компоненты объекта кривизны R имеют вид

Race
bαβ = Γa

b [
ce
αβ ]− Γd

b [
c
αΓ

ae
dβ]− δabΓ

�c
d�αΓ

de
β ]− Γ

�c
b�αΓ

ae
β ],

Rabc
αβγ = Γa

α[
bc
βγ ]− Γe

α[
b
βΓ

ac
eγ ]− Γμ

α[
b
βΓ

ac
μγ ]− Γ

�b
α�βΓ

ac
γ ],

Rabc
αβ = Γ

a�bc
�αβ ]− Γ

e�b
�α Γac

eβ],

Rαab
βγμ = Γα

β [
ab
γμ]− Γη

β[
a
γΓ

αb
ημ]− δαβΓ

�a
c�γΓ

cb
μ ],

Rbc
aαβ = Γ

�bc
a�αβ ]− Γ

e�b
a�αΓ

c
eβ],

Rab
αβγ = Γ

�ab
α�βγ ]− Γc

α[
a
βΓ

b
cγ]− Γμ

α[
a
βΓ

b
μγ ].
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В данных выражениях квадратные скобки означают альтернирование по парам индексов, напри-
мер,

Γ
�ab
α�βγ ] =

1

2
(Γab

αβγ − Γba
αγβ).

Продолжая дифференциальные уравнения (14) и учитывая сравнения на компоненты объекта
кривизны R, соответствующие уравнениям (10), находим следующие дифференциальные сравне-
ния по модулю базисных форм ωα

a :

ΔRace
bαβ +

(
Racd

bαγΛ
γe
β +Rade

bγβΛ
γc
α − δabR

dce
αβ − δdbR

ace
αβ + Γad

bγΛ
γ�ce
�αβ ]

)
ωd+

+
(
δabR

ce
dαβ + δadR

ce
bαβ

)
ωd − δabΛ

γ�ce
�αβ ]ωγ ≡ 0,

ΔRabc
αβ +

(
Rabe

αγ Λ
γc
β +Raec

γβ Λγb
α + Γae

γ Λ
γ�bc
�αβ ]

)
ωe −Rabc

eαβω
e + δaeΛ

γ�bc
�αβ ]ω

e
γ ≡ 0,

ΔRbc
aαβ +

(
Rebc

aαβ +Rbe
aαγΛ

γc
β −Rce

aβγΛ
γb
α + Γe

aγΛ
γ�bc
�αβ ]

)
ωe ≡ 0,

ΔRabc
αβγ +

(
Rabe

αβμΛ
μc
γ +Raec

αμγΛ
μb
β + Γae

αμΛ
μ�bc
�βγ ]

)
ωe +Rbc

αβμω
a +

(
δaeR

μbc
αβγ − δμαR

abc
eβγ

)
ωe
μ −Rabc

βγ ωα ≡ 0,

ΔRαab
βγμ +

(
Rαac

βγηΛ
ηb
μ +Rαcb

βημΛ
ηa
γ − δαβR

cab
γμ + Γαc

βηΛ
η�ab
�γμ ]

)
ωc + δαβR

ab
cγμω

c −
(
δαβΛ

η�ab
�γμ ] + δηβΛ

α�ab
�γμ ]

)
ωη ≡ 0,

ΔRab
αβγ +

(
Rcab

αβγ +Rac
αβμΛ

μb
γ +Rcb

αμγΛ
μa
β + Γc

αμΛ
μ�ab
�βγ ]

)
ωc −Rab

cβγω
c
α +Rμab

αβγωμ ≡ 0.

Учитывая условие симметрии Λαab
βγ = Λαba

γβ для пфаффовых производных фундаментального
объекта 1-го порядка, последние сравнения упростятся

ΔRace
bαβ +

(
Racd

bαγΛ
γe
β +Rade

bγβΛ
γc
α − δabR

dce
αβ − δdbR

ace
αβ

)
ωd +

(
δabR

ce
dαβ + δadR

ce
bαβ

)
ωd ≡ 0,

ΔRabc
αβ +

(
Rabe

αγ Λ
γc
β +Raec

γβ Λγb
α

)
ωe −Rabc

eαβω
e ≡ 0,

ΔRbc
aαβ +

(
Rebc

aαβ +Rbe
aαγΛ

γc
β −Rce

aβγΛ
γb
α

)
ωe ≡ 0,

ΔRabc
αβγ +

(
Rabe

αβμΛ
μc
γ +Raec

αμγΛ
μb
β

)
ωe +Rbc

αβμω
a +

(
δaeR

μbc
αβγ − δμαR

abc
eβγ

)
ωe
μ −Rabc

βγ ωα ≡ 0,

ΔRαab
βγμ +

(
Rαac

βγηΛ
ηb
μ +Rαcb

βημΛ
ηa
γ − δαβR

cab
γμ

)
ωc + δαβR

ab
cγμω

c ≡ 0,

ΔRab
αβγ +

(
Rcab

αβγ +Rac
αβμΛ

μb
γ +Rcb

αμγΛ
μa
β

)
ωc −Rab

cβγω
c
α +Rμab

αβγωμ ≡ 0.

(15)

Теорема 2. Объект кривизны R связности Γ на комплексе K(n−m)m является псевдотен-
зором (см. [24]), который содержит два подпсевдотензора R1 = {Rabc

eαβ , R
abc
αβ , R

ab
cαβ} и R2 =

{R1, R
αab
βγμ}.

Доказательство следует из сравнений (15).

7. Объект кручения. Учитывая в структурных уравнениях (9) базисных форм формы связ-
ности, находим

Dωα
a = (δαβ ω̃

b
a − δbaω̃

α
β + Λαb

β ω̃a) ∧ ωβ
b + Sαbc

aβγω
β
b ∧ ωγ

c ,

где компоненты объекта кручения S имеют вид

Sαbc
aβγ = δ�ba Γαc

�βγ ]− δα�βΓ
�bc
aγ ]− Λ

α�b
�β Γc

aγ ].

Учитывая дифференциальные уравнения, которым удовлетворяют компоненты объекта связ-
ности Γ и компоненты фундаментального объекта 1-го порядка Λ, получим дифференциальные
сравнения

ΔSαbc
aβγ +

(
2S

α�be
a�βμΛ

μc
γ ] + δeaM

αbc
βγ

)
ωe ≡ 0 (mod ωα

a ),

где Mαbc
βγ = δα�βΓ

�bc
γ ] + Γ

α�b
μ�βΛ

μc
γ ], причем

ΔMαbc
βγ + 2M

α�be
�βμ Λμc

γ ]ωe + Sαbc
eβγω

e ≡ 0,
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откуда вытекает

Теорема 3. Объект кручения S связности Γ на комплексе K(n−m)m является геометриче-
ским объектом лишь в совокупности с компонентами {Γαa

βγ ,Γ
ab
α } подобъекта Γ2 и фундамен-

тальным объектом Λαa
β .

8. Композиционное оснащение комплекса. Оснащением многообразия называется про-
цесс присоединения к точкам базы некоторых дополнительных геометрических образов в про-
странстве Pn, которые позволяют естественным образом определить связность в проективном
расслоении [15], при этом связность индуцируется данным оснащением. Классические оснащения
были рассмотрены в [15,25]. К таким оснащениям относятся оснащение Картана и нормализация
Нордена. Оснащения многообразий плоскостей были описаны в [23].
Осуществим композиционное оснащение (см. [26]) комплекса K(n−m)m, присоединив к каждой

плоскости Lm (n−m−1)-мерную плоскость Cn−m−1, не имеющую общих точек с плоскостью Lm,
и точку C = A+ λaAa.

Замечание 8. Плоскость Cn−m−1 является аналогом плоскости Э. Картана. Прямая сумма
данной плоскости и плоскости Lm дает все проективное пространство Pn, т.е.

Lm ⊕Cn−m−1 = Pn.

Замечание 9. Точка C = A+ λaAa принадлежит плоскости Lm и не принадлежит плоскости
Nm−1 — аналогу нормали 2-го рода А. П. Нордена. Прямая сумма данной точки и плоскости Nm−1

дает плоскость Lm, т.е.
C ∈ Lm, C /∈ Nm−1, C ⊕Nm−1 = Lm.

Плоскость Cn−m−1 зададим совокупностью точек Cα = Aα + λa
αAa + λαA.

Рассмотрим дифференциалы точек Cα, учтем в них деривационные формулы и выражения
базисных точек плоскости Cn−m−1 и точки C, свернем часть слагаемых при помощи оператора
Δ. Тогда

dCα =
(
δβαθ + ωβ

α + (δβγλ
a
α + λαΛ

βa
γ )ωγ

a

)
Cβ +

(
Δλa

α + λαω
a + ωa

α − (λa
βλ

b
α + λa

γλαΛ
γb
β )ωβ

b

)
Aa+

+
(
Δλα + λa

αωa + ωα − (λβλ
a
α + λαλγΛ

γa
β )ωβ

a

)
A,

dC =
(
θ + λaωa − (λβΛ

βa
α + λaλα)ω

α
a

)
C +

(
(Λαa

β + δαβλ
a)ωβ

a

)
Cα+

+
(
Δλa − λaλbωb + ωa + (λaλbλα − λa

βΛ
βb
α − λa

αλ
b + λaλβΛ

βb
α )ωα

b

)
Aa.

Данные уравнения можно переписать в виде сравнений

dCα ≡ (
δβαθ + ωβ

α

)
Cβ +

(
Δλa

α + λαω
a + ωa

α

)
Aa +

(
Δλα + λa

αωa + ωα

)
A,

dC ≡ (
θ + λaωa

)
C +

(
Δλa − λaλbωb + ωa

)
Aa.

Требуя относительную инвариантность оснащающей плоскости Cn−m−1 и точки C, из данных
сравнений получим дифференциальные уравнения для компонент оснащающего геометрического
объекта λ = {λa

α, λα, λ
a}

Δλa − λaλbωb + ωa = λab
α ωα

b ,

Δλa
α + λαω

a + ωa
α = λab

αβω
β
b ,

Δλα + λa
αωa + ωα = λa

αβω
β
a .

(16)

Дифференциальные уравнения (16) можно записать в виде сравнений по модулю базисных
форм ωα

a

Δλa − λaλbωb + ωa ≡ 0,

Δλa
α + λαω

a + ωa
α ≡ 0,

Δλα + λa
αωa + ωα ≡ 0,

(17)

откуда следует

Теорема 4. Оснащающий геометрический объект λ = {λa
α, λα, λ

a} является квазитензором.
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9. Связность 1-го типа.

Теорема 5. Композиционное оснащение комплекса K(n−m)m позволяет задать связность (1-
го типа) в ассоциированном расслоении.

Доказательство. Учитывая дифференциальные сравнения

ΔΓac
bα + (Γae

bβΛ
βc
α − δabΓ

ec
α − δebΓ

ac
α )ωe + (δabΓ

c
eα + δaeΓ

c
bα)ω

e + δcbω
a
α − δabΛ

βc
α ωβ ≡ 0,

ΔΓab
α + Γac

β Λβb
α ωc − Γab

eαω
e + Λβb

α ωa
β ≡ 0,

ΔΓab
αβ + Γac

αγΛ
γb
β ωc + (δacΓ

γb
αβ − δγαΓ

ab
cβ)ω

c
γ − Γab

β ωα + Γb
αβω

a ≡ 0,

ΔΓαa
βγ + (Γαb

βμΛ
μa
γ − δαβΓ

ba
γ )ωb + δαβΓ

a
bγω

b − (δμβΛ
αa
γ + δαβΛ

μa
γ )ωμ − δαγω

a
β ≡ 0,

ΔΓb
aα + (Γcb

aα + Γc
aβΛ

βb
α )ωc + δbaωα ≡ 0,

ΔΓa
αβ + (Γb

αγΛ
γa
β + Γba

αβ)ωb − Γa
bβω

b
α + Γγa

αβωγ ≡ 0,

соответствующие уравнениям (14) на компоненты объекта связности Γ, и сравнения (17) компо-
нент оснащающего квазитензора λ, получим, что оснащающий квазитензор λ позволяет охватить
компоненты объекта групповой связности следующим образом:

0
Γ b

aα = δbaλα,

0
Γ

ac
bα = δcbλ

a
α − δabΛ

βc
α λβ,

0
Γ αa

βγ = Mαa
βγ − δαβΛ

μa
γ λμ,

01
Γ ab

α = Λβb
α λa

β ,

01
Γ

ab
αβ = λa

γM
γb
αβ ,

01
Γ a

αβ = λγM
γa
αβ ,

(18)

где Mαa
βγ = −(

δαγ λ
a
β + Λαa

γ λβ

)
. �

Обозначим первый охват через
01
Γ=

{0
Γ

b
aα,

0
Γ

ac
bα,

0
Γ

αa
βγ ,

01
Γ

ab
α ,

01
Γ

ab
αβ ,

01
Γ

a
αβ

}
.

10. Связность 2-го типа. Внесем в дифференциальные уравнения (16) формы связности
ω̃ (13), получим выражения ковариантных дифференциалов компонент объекта λ через кова-
риантные производные

∇λa = ∇b
αλ

aωα
b , ∇λa

α = ∇b
βλ

a
αω

β
b , ∇λα = ∇a

βλαω
β
a ,

где ковариантные дифференциалы компонент объекта λ имеют вид

∇λa = dλa + λbω̃a
b − λaλbω̃b + ω̃a,

∇λa
α = dλa

α + λb
αω̃

a
b − λa

βω̃
β
α + λαω̃

a + ω̃a
α,

∇λα = dλα − λβω̃
β
α + λa

αω̃a + ω̃α,

а ковариантные производные выражаются по формулам

∇b
αλ

a = λab
α − λcΓab

cα + λaλcΓb
cα − Γab

α ,

∇b
βλ

a
α = λab

αβ − λc
αΓ

ab
cβ + λa

γΓ
γb
αβ − λαΓ

ab
β − Γab

αβ,

∇a
βλα = λa

αβ + λγΓ
γa
αβ − λb

αΓ
a
bβ − Γa

αβ.

Продолжая дифференциальные уравнения (16), находим

Δλab
α + F βb

α ωa
β − λaF βb

α ωβ +
(
Λβb
α λac

β − λab
α λc − λcb

α λ
a
)
ωc ≡ 0,

Δλa
αβ + λβω

a
α +

(
Λγa
β λb

αγ + λba
αβ

)
ωb +

(−Mγa
αβ + δγαΛ

μa
β λμ

)
ωγ ≡ 0,

Δλab
αβ +

(−δacM
γb
αβ + δbcδ

γ
αλ

a
β

)
ωc
γ + Λγb

β λa
γωα + Λγb

β λac
αγωc + λb

αβω
a ≡ 0,

где F βb
α = Λβb

α + δβαλb.
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Теорема 6. Ковариантные производные оснащающего квазитензора λ в групповой связности
Γ образуют тензор.

Доказательство. Справедливость теоремы вытекает из дифференциальных сравнений для ко-
вариантных производных

Δ∇b
αλ

a +
(
Λβb
α ∇c

βλ
a − λa∇b

αλ
c − λc∇b

αλ
a
)
ωc ≡ 0,

Δ∇b
βλ

a
α +∇b

βλαω
a + Λγb

β ∇c
γλ

a
αωc ≡ 0,

Δ∇a
βλα +

(∇a
βλ

b
α +Λγa

β ∇b
γλα

)
ωb ≡ 0.

�
Из данной теоремы вытекает инвариантность обращения в нуль ковариантных производных

компонент оснащающего квазитензора λ. Приравнивая их нулю и учитывая формулы (18) для
компонент Γb

aα, Γac
bα, Γ

αa
βγ , найдем выражения остальных компонент объекта связности Γ

02
Γ ab

α = λab
α + Λβb

α λβλ
a − λbμa

α,

02
Γ ab

αβ = λab
αβ − λαλ

ab
β + 2λa

γM
γb
αβ + λαλ

bμa
β,

02
Γ

a
αβ = λa

αβ + 2λγM
γa
αβ ,

(19)

где μa
α = λa

α − λaλα.
Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 7. Композиционное оснащение комплекса K(n−m)m позволяет задать связность (2-
го типа)

02
Γ=

{0
Γ b

aα,
0
Γ ac

bα,
0
Γ αa

βγ ,
02
Γ ab

α ,
02
Γ ab

αβ,
02
Γ a

αβ

}

в ассоциированном расслоении.

11. Связность 3-го типа. Если предположить, что связность 1-го типа является средней (см.,
например, [5]) по отношению к двум связностям, одной из которых является связность 2-го типа,
а другой — некоторая связность 3-го типа, т.е.

01
Γ=

1

2

(02
Γ +

03
Γ
)
,

то, учитывая равенства (18) и (19), получим
03
Γ ab

α = −λab
α + Λβb

α (λa
β + μa

β) + λbμa
α,

03
Γ

ab
αβ = −λab

αβ + λαλ
ab
β − λαλ

bμa
β,

03
Γ

a
αβ = −λa

αβ.

(20)

Теорема 8. Композиционное оснащение комплекса K(n−m)m позволяет задать связность (3-
го типа)

03
Γ=

{0
Γ b

aα,
0
Γ ac

bα,
0
Γ αa

βγ ,
03
Γ ab

α ,
03
Γ ab

αβ,
03
Γ a

αβ

}

в ассоциированном расслоении.

Доказательство следует из первых выражений (18) и формул (20).
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