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УСЛОВИЕ СЕКУЛЯРНОСТИ ДЛЯ СИСТЕМЫ MCKEAN

c© 2023 г. С. А. ДУХНОВСКИЙ

Аннотация. В работе исследуется кинетическая система уравнений McKean двух групп частиц
с периодическими начальными данными в весовом пространстве. Система сводится к интегро-
дифференциальному оператору, содержащему неинтегрируемые члены. Найдено условие секу-
лярности, которое позволяет устранить недиссипативную часть и тем самым свести к нелиней-
ному уравнению в гильбертовом пространстве, что является основным шагом к доказательству
стабилизации решения.

Ключевые слова: кинетическая система McKean, ряд Фурье, весовое пространство, задача Ко-
ши.

SECULAR CONDITION FOR THE MCKEAN SYSTEM

c© 2023 S. A. DUKHNOVSKII

Abstract. In this paper, we study the McKean kinetic system for two groups of particles with periodic
initial data in the weight space. The system is reduced to an integro-differential operator containing
nonintegrable terms. We find a secularity condition that allows one to eliminate the nondissipative part
and hence reduce the problem to a nonlinear equation in a Hilbert space; this is the main step towards
proving the stabilization of the solution.

Keywords and phrases: McKean kinetic system, Fourier series, weight space, Cauchy problem.
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1. Введение. Кинетические уравнения играют большую роль для описания динамики ча-
стиц [3], в частности, в физической химии. Доказана стабилизация решения систем уравнений к
состоянию равновесия в статьях [7,8,12,13] для периодических начальных условий. Кинетические
системы являются неинтегрируемыми [6,11], т.е. тест Пенлеве для них не выполнен. Решения си-
стемы McKean найдены с помощью различных техник (усеченного ряда Пенлеве, метода G′/G,
автомодельное преобразование, бегущей волны) в работах [2,4,5,9,10]. В работе [1] найдено усло-
вие секулярности для кинетической модели Карлемана. В данном исследовании будет проведен
анализ для нашей системы подобным образом.
Рассмотрим одномерную систему McKean (см. [4, 9–11]):

∂tu+ ∂xu =
1

ε
(w2 − uw), x ∈ R, t > 0, (1)

∂tw − ∂xw = −1

ε
(w2 − uw), (2)

u(x, 0) = u0, w(x, 0) = w0, (3)

где u = u(x, t), v = v(x, t)—плотности групп частиц со скоростями c = 1, −1, ε—параметр
Кнудсена из кинетической теории газов, u0(x), w0(x) – периодические начальный данные с пе-
риодом 2π. Данная система описывает одноатомный разреженный газ, состоящий их двух групп
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частиц. Система McKean является неинтегрируемой системой, т.е. для нее тест Пенлеве непри-
меним (см. [9]). Взаимодействие происходит следующим образом. Частица из первой группы,
взаимодействуя с частицей второй группы, переходят в две частицы второй группы. Аналогично
две частицы второй группы, взаимодействуя друг с другом, переходят в частицу первой группы
и второй группы соответственно.
Мы ищем решение для малых возмущений состояния равновесия w2

e = uewe, ue, we > 0 систе-
мы (1)–(3)). Положим

u = ue + w1/2
e ε2û, w = we + w1/2

e ε2ŵ. (4)
В этом случае имеем

∂tû+ ∂xû− we
1

ε
(ŵ − û) = εw1/2

e (ŵ2 − ûŵ), x ∈ R, t > 0, (5)

∂tŵ − ∂xŵ + we
1

ε
(ŵ − û) = −εw1/2

e (ŵ2 − ûŵ), (6)

û |t=0= û0, ŵ |t=0= ŵ0. (7)

Для периодических решений с нулевыми средними

û(t, x) = u0(t) +
∑

k∈Z0

uk(t)e
ikx, ŵ(t, x) = w0(t) +

∑

k∈Z0

wk(t)e
ikx,

где Z0 = {k ∈ Z, k �= 0}, введем весовые пространства L2,γ(R+;Hσ),Hσ с нормами

‖û‖2L2,γ (R+;Hσ)
=

∞
∫

0

e2γt|u0(t)|2 dt+
∞
∫

0

e2γt
∑

k∈Z0

|k|2σ |uk(t)|2 dt,

∣

∣

∣

∣

∣

∣û |t=0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

Hσ
= |u00|2 +

∑

k∈Z0

|k|2σ|u0k|2;

здесь γ > 0, σ = const. Предполагаем, что

u00 =
1

2π

2π
∫

0

û0(x)dx = w0
0 =

1

2π

2π
∫

0

ŵ0(x)dx = 0.

Перепишем систему (5)–(7) через коэффициенты Фурье для k �= 0:

d

dt
uk + ikuk = −

(

d

dt
wk − ikwk

)

, (8)

d

dt
wk − ikwk +

1

ε
we(wk − uk) = −εw1/2

e

∑

k1+k2=k,
k1,k2∈Z

(wk1wk2 − uk1wk1), (9)

uk
∣

∣

t=0
= u0k, wk

∣

∣

t=0
= w0

k (10)

и для k = 0

d

dt
u0 = − d

dt
w0, (11)

d

dt
w0 +

1

ε
we(w0 − u0) = −εw1/2

e

∑

k1+k2=0,
k1,k2∈Z

(wk1wk2 − uk1wk1), (12)

u0
∣

∣

t=0
= 0, w0

∣

∣

t=0
= 0. (13)

Решая уравнение (8), находим решение

uk = −wk + (u0k + w0
k)e

−ikt + 2ik

t
∫

0

eik(s−t)wkds. (14)
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Для k = 0 имеем u0 = −w0.
В результате для wk получаем имеем бесконечную систему дифференциальных уравнений

d

dt
wk − ikwk + 2we

1

ε
wk − 2ikwe

1

ε

t
∫

0

eik(s−t)wkds =

= w1/2
e

1

ε
dke

−ikt + εw1/2
e

(

lk(w)− 2Bk(w,w)
)

− εw1/2
e T add

k (w), (15)

wk

∣

∣

t=0
= w0

k, k ∈ Z0 = {k ∈ Z, k �= 0}.
Здесь T add

k (w) является оператором возмущения базовой системы

d

dt
wk − ikwk + 2we

1

ε
wk − 2ikwe

1

ε

t
∫

0

eik(s−t)wkds =

= w1/2
e

1

ε
dke

−ikt + εw1/2
e

(

lk(w)− 2Bk(w,w)
)

, (16)

wk

∣

∣

t=0
= w0

k, k ∈ Z0 = {k ∈ Z, k �= 0},
где

dk = w1/2
e (u0k + w0

k), T add
k (w) = w0l

⎛

⎝4wk − (u0k + w0
k)e

−ikt − 2ik

t
∫

0

eik(s−t)wkds

⎞

⎠ ,

lk(w) =
∑

k1+k2=k,
k,k1,k2∈Z0

(

u0k1 +w0
k1

)

e−ik1twk2 , Bk(w,w) =
∑

k1+k2=k,
k,k1,k2∈Z0

wk2

⎛

⎝wk1 − ik1

t
∫

0

eik1(s−t)wk1ds

⎞

⎠ .

Сделаем замену для перехода к однородным начальным данным:

wk = w0
k exp

[

l

(

ik − 2we
1

ε

)

t

]

+ yk, yk ∈ L2,γ(R;Hσ). (17)

Далее рассматриваем задачу без оператора возмущения. Доказывается, что yk имеет место бес-
конечная система дифференциальных уравнений

Tk(yk) ≡ d

dt
yk − ikyk + 2we

1

ε
yk − 2ikwe

1

ε

t
∫

0

eik(s−t)ykds =

= w1/2
e

1

ε
Dke

−ikt + fk(t)e
−2wet/ε + εw1/2

e

(

Lk(y)− 2Bk(y, y)
)

, (18)

yk
∣

∣

t=0
= 0, k ∈ Z0 = {k ∈ Z, k �= 0},

где

Dk = w1/2
e (u0k + w0

k)−
ikw

1/2
e

ik − we
1
ε

w0
k, Bk(y, y) =

∑

k1+k2=k,
k,k1,k2∈Z0

yk2

⎛

⎝yk1 − ik1

t
∫

0

eik1(s−t)yk1ds

⎞

⎠ ,

fk(t) =
ikwe

ik − we
1
ε

1

ε
w0
ke

ikt + εw1/2
e

(

fL
k (t)− 2fB

k (t)
)

, fL
k (t) =

∑

k1+k2=k,
k,k1,k2∈Z0

(

u0k1 + w0
k1

)

e−ik1tw0
k2e

ik2t,

fB
k (t) =

∑

k1+k2=k,
k,k1,k2∈Z0

w0
k2e

ik2t

(

w0
k1e

(ik1−2we
1
ε
)t − ik1w

0
k1

2(ik1 − we
1
ε )

(

e(ik1−2we
1
ε
)t − e−ik1t

)

)

,

Lk(y) =
∑

k1+k2=k,
k,k1,k2∈Z0

(

u0k1 + w0
k1

)

e−ik1tyk2+
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+
∑

k1+k2=k,
k,k1,k2∈Z0

(

w0
k2e

(ik2−2we
1
ε
)t

⎛

⎝yk1 − ik1

t
∫

0

eik1(s−t)yk1ds

⎞

⎠+

+ yk2

(

w0
k1e

(ik1−2we
1
ε
)t − ik1w

0
k1

2(ik1 − we
1
ε )

(

e(ik1−2we
1
ε
)t − e−ik1t

)

))

.

2. Уравнение для нулевой моды. Из системы (12) для k = 0 получаем

d

dt
w0 + 2

1

ε
wew0 = −εw1/2

e

⎛

⎜

⎜

⎝

2w0w0 +
∑

k1+k2=0,
k1,k2∈Z0

(

wk1wk2 − uk1wk2

)

⎞

⎟

⎟

⎠

, w0

∣

∣

t=0
= 0. (19)

Перепишем (19) следующим образом:

d

dt
w0 + 2

1

ε
wew0 = −εw1/2

e

(

2w0w0 − l0(w) + 2B0(w,w)
)

, w0

∣

∣

t=0
= 0. (20)

Здесь l0(w), B0(w,w) определены аналогичным образом как и выше для k �= 0. Совершим замену

wk = w0
k exp

[(

ik − 2we
1

ε

)

t

]

+ yk, yk ∈ L2,γ(R), ‖y‖2L2,γ (R+) =

∞
∫

0

e2γt|y|2 dt.

Имеем
d

dt
y0 + 2

1

ε
wey0 = −εw1/2

e

(

2y0y0 − f0(t)e
−2we

1
ε
t − l0(y) + 2B0(y, y)

)

, y0
∣

∣

t=0
= 0.

3. Конечная аппроксимация. Чтобы построить аппроксимационное решение задачи Коши
(5)–(7), введем конечную аппроксимацию бесконечной системы (18) для m ∈ N:

Tk(y
(m)
k ) ≡ d

dt
y
(m)
k − iky

(m)
k + 2we

1

ε
y
(m)
k − 2ikwe

1

ε

t
∫

0

eik(s−t)y
(m)
k ds =

= w1/2
e

1

ε
D

(m)
k e−ikt + f

(m)
k (t)e−2we

1
ε
t + εw1/2

e

(

L
(m)
k (y(m))− 2B

(m)
k (y(m), y(m))

)

, (21)

y
(m)
k |t=0= 0, k ∈ Z0, |k| � m.

В правой части появился сингулярный член w
1/2
e

1
εD

(m)
k e−ikt, который не принадлежит простран-

ству L2,γ(R+;Hσ). Для его устранения будем искать решение системы (21) в форме

y
(m)
k = Q

(m)
k T−1

k (e−ikt) + T−1
k (z

(m)
k ), z

(m)
k

∣

∣

t=0
= 0, Q(m) ∈ H(m)

σ , z(m) ∈ L2,γ(R+;H(m)
σ ),

где z(m) = (z
(m)
k , |k| � m, k �= 0). Тогда

z
(m)
k =

(

w1/2
e

1

ε
D

(m)
k −Q

(m)
k

)

e−ikt + f
(m)
k (t)e−2we

1
ε
t+

+ εw1/2
e

(

L
(m)
k

(

Q
(m)
k T−1

k (e−ikt) + T−1
k (z

(m)
k )

)

−

− 2B
(m)
k

(

Q
(m)
k T−1

k (e−ikt) + T−1
k (z

(m)
k ), Q

(m)
k T−1

k (e−ikt) + T−1
k (z

(m)
k )

))

. (22)

В переменных (z
(m)
k , Q

(m)
k ) система (22) при выполнении условия секулярности

w1/2
e

1

ε
D

(m)
k −Q

(m)
k = 0, |k| = 1, . . . ,m, (23)

запишется в виде
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z
(m)
k = f

(m)
k (t)e−2we

1
ε
t + εw1/2

e

(

L
(m)
k

(

Q
(m)
k T−1

k (e−ikt) + T−1
k (z

(m)
k )

)

−

− 2B
(m)
k

(

Q
(m)
k T−1

k (e−ikt) + T−1
k (z

(m)
k ), Q

(m)
k T−1

k (e−ikt) + T−1
k (z

(m)
k )

))

.

Мы получили систему в гильбертовом пространстве L2,γ(R+;H(m)
σ ). Положим y0 = z0. В этом

случае для нулевой моды имеем

z0 = −εw1/2
e

t
∫

0

e2we
1
ε
(s−t)

(

2z0z0 − f0(t)e
−2we

1
ε
t − l0(y) + 2B0(y, y)

)

ds. (24)

Заметим, что здесь для нулевой моды условие секулярности отсутствует.

4. Заключение. Рассмотрена одномерная дискретная система McKean. Найдено нелинейное
уравнение для k-й и нулевой моды. Нахождение условия секулярности в дальнейшем позволит
установить экспоненциальную стабилизацию решения к положительному состоянию равновесия.
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