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Аннотация. Рассматриваются задачи стабилизации стационарных движений (положений рав-
новесия и регулярных прецессий) спутника около центра масс в гравитационном и магнитном
полях в предположении, что центр масс движется по круговой орбите. Математическими моде-
лями рассматриваемых задач являются системы дифференциальных уравнений с периодически-
ми коэффициентами. Представлен строгий аналитический подход к изучению этой проблемы,
который позволяет эффективно и корректно строить алгоритмы стабилизации. Метод основан
на приводимости нестационарных систем, описывающих указанные задачи, к стационарным си-
стемам. Предложены решения ряда задач стабилизации стационарных движений спутника при
помощи магнитных систем. Представлены результаты математического моделирования предло-
женных алгоритмов, подтверждающие эффективность разработанной методики. Работа публи-
куется с продолжением.
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ВВЕДЕНИЕ

В предлагаемой работе рассматривается движение спутника около центра масс в гравитационном
и магнитном полях. Предполагается, что центр масс движется по круговой орбите. Если орбиты—
низкие (до 700 км), то следует учитывать и аэродинамические моменты, которые оказывают
существенное влияние на движение. Среди возможных движений спутника вокруг центра масс
особый интерес представляют стационарные движения (положения относительного равновесия
и регулярные прецессии), которые являются одними из важных и распространенных рабочих
режимов движения спутника.

Устойчивость этих стационарных движений в гравитационном поле подробно исследована
в [3, 4, 6, 12, 18, 26, 28, 34, 56, 73]. Влияние гравитационных, аэродинамических и магнитных мо-
ментов на устойчивость стационарных движений рассмотрено в [5, 15–17, 29, 32, 33, 46, 58, 68, 69].
При этом характер устойчивости в общем случае не является асимптотическим, и вопрос об их
стабилизации тем или иным способом представляет практический интерес.

Как известно, одним из таких способов является стабилизация при помощи магнитных систем.
Такие системы широко применяются в практике космических исследований. Методы создания
управляющих моментов в магнитных системах основаны на различных типах электродинамиче-
ского взаимодействия спутника с геомагнитным полем.

При одном методе используется эффект взаимодействия внутреннего магнитного момента
спутника, создаваемого магнитными катушками, с геомагнитным полем. Другой метод управле-
ния основан на использовании электродинамического эффекта влияния лоренцевых сил, действу-
ющих на заряженную часть поверхности спутника. Первому методу посвящено большое число
публикаций [23,29, 41, 52, 62, 64, 78], обзор которых содержится в [24, 30, 61, 71, 72].

Второй метод был предложен в работе А. А. Тихонова [31]. Он был развит и модифицирован
в работах А. А. Тихонова и его соавторов [1, 35, 36, 38, 40]. В этих работах наряду с моментами
сил Лоренца используются внутренние магнитные моменты. Использование момента лоренцевых
сил для управления космическим аппаратом рассмотрено также в [47,48, 51].

При использовании обоих методов управляющий момент является функцией геомагнитного по-
ля, индукция которого изменяется во время движения спутника по орбите вокруг Земли. В боль-
шинстве работ предполагается, что это изменение носит периодический характер, если орбита
спутника — круговая. Поэтому математические модели рассматриваемых задач представляют со-
бой системы дифференциальных уравнений с периодическими коэффициентами. Это обстоятель-
ство вносит существенные трудности как в изучение управляемости системы, так и в разработку
эффективных алгоритмов управления.

При построении алгоритмов управления с обратной связью в литературе используются два
подхода. Один основан на применении метода Ляпунова [36, 38], другой приводит к численному
анализу линейной периодической системы на основании теории Флоке [23, 52, 62].

Выбор коэффициентов усиления в законе управления с обратной связью— центральный вопрос
в этой задаче. Следует подчеркнуть, что при обоих указанных подходах выбор коэффициентов
обратной связи не алгоритмизован, и способ их выбора не указан.
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В работе представлен строгий аналитический подход к изучению этой проблемы, основанный
на том, что линеаризованные модели рассматриваемых задач относятся к классу линейных неста-
ционарных систем (ЛНС), допускающих конструктивное приведение к стационарным системам
более высокой размерности, чем исходная система. Этот подход был развит для ЛНС определен-
ного класса и ранее применялся для решения ряда прикладных задач [7–9,53,57], в том числе для
задачи стабилизации стационарных движений спутника при использовании магнитных моментов
различной природы [19–22].

Факт приводимости системы к стационарной эффективно используется как при анализе управ-
ляемости, так и при построении алгоритмов стабилизации. При наличии свойства управляемо-
сти в приведенной стационарной системе для нее строится оптимальный алгоритм стабилиза-
ции, основанный на LQR-методе на бесконечном интервале времени, который приводит к закону
управления в виде обратной связи с постоянными коэффициентами. Это управление обеспечива-
ет асимптотическую устойчивость стационарной системы. Построенное стабилизирующее управ-
ление вводится в исходную нестационарную систему при помощи дополнительных переменных
и соответствующего ограниченного преобразования. При этом коэффициенты обратной связи для
закона управления в исходной системе оказываются переменными. Исходная нестационарная си-
стема, замкнутая таким управлением, также асимптотически устойчива.

Следует подчеркнуть, что выбор коэффициентов обратной связи в законе управления, имею-
щий важное и принципиальное значение, при указанном подходе хорошо алгоритмизован. Он
состоит из определения коэффициентов управления для расширенной стационарной системы
в соответствие со стандартной процедурой LQR (при этом требуется задать лишь параметры
функционалов) и построения конструктивного преобразования к исходным переменным путем
введения дополнительных переменных.

В работе рассмотрены задачи стабилизации стационарных движений спутника (относительно-
го равновесия и регулярных прецессий) при помощи магнитных моментов различной природы.
Исследованы вопросы управляемости, построены алгоритмы стабилизации и представлены ре-
зультаты моделирования предложенных алгоритмов, подтверждающие эффективность разрабо-
танной методики.

В главе 1 выписаны выражения для моментов гравитационных, аэродинамических и магнит-
ных моментов; уравнения движения спутника около центра масс при действии моментов различ-
ной природы, указаны стационарные решения (положения равновесия и регулярные прецессии)
и выписаны линеаризованные уравнения, которые служат основой для последующих алгоритмов
стабилизации.

Глава 2 посвящена анализу и синтезу ЛНС, допускающих приведение к стационарным систе-
мам большей размерности. Рассмотрены методические примеры, иллюстрируюшие применение
предлагаемой методики.

В главе 3 рассмотрены следующие задачи стабилизации стационарных движений спутника
в геомагнитном поле: стабилизация положения равновесия при помощи магнитных моментов;
стабилизация положения равновесия при помощи моментов сил Лоренца; стабилизация положе-
ния равновесия при совместном использовании магнитных и лоренцевых моментов; стабилизация
регулярных прецессий спутника при помощи магнитных моментов.

В разделе Приложение показано применение разработанной методики приведения нестацио-
нарной по управлекнию системы к стационарной системе большой размерности при использова-
нии более сложной модели геомагнитого поля. Приведены нелинейные уравнения управляемого
движения для случая движения спутника по экваториальной орбите.
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Глава 1

УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ СПУТНИКА ПРИ ДЕЙСТВИИ
ГРАВИТАЦИОННЫХ, АЭРОДИНАМИЧЕСКИХ И МАГНИТНЫХ

МОМЕНТОВ

В этой главе приводятся выражения для моментов гравитационных, аэродинамических и магнит-
ных моментов; уравнения движения спутника около центра масс при действии моментов различ-
ной природы, указаны стационарные решения (положения равновесия и регулярные прецессии)
и выписаны линеаризованные уравнения, которые служат основой для последующих алгоритмов
стабилизации.

В разделе 1.1 приводятся уравнения движения трехосного спутника, а в разделе 1.2 — дина-
мически симметричного спутника. Управляющими являются моменты сил, возникающие при
электродинамическом взаимодействии спутника с геомагнитным полем.

1.1. Уравнения движения трехосного спутника

Рассматривается движение спутника около центра масс под действием моментов сил различной
природы.

1.1.1. Динамические уравнения, моменты действующих сил и уравнения измерений.
При выводе уравнений движения спутника используются две системы координат (см. рис. 1.1):
OXY Z — орбитальная система координат с началом в центре масс спутника: ось OZ направлена
по радиус-вектору центра масс; OY —по нормали к плоскости орбиты, OX дополняет систему
до правой тройки; eτ , er, en — единичные векторы осей OX, OZ, OY соответственно; Oxyz—
связанная система координат, оси которой направлены по главным центральным осям инерции
спутника.

Ориентация системы координат Oxyz относительно орбитальной системы OXY Z задается мат-
рицей Θ (см. [4]).

Рис. 1.1
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В начальный момент система координат Oxyz совпадает с OXY Z, ее положение обозначим
x0y0z0. Первый поворот осуществляется на угол θ1 вокруг оси OZ. Матрица перехода к системе
x1y1z1 имеет вид

Θ1 =

⎡
⎣
cos θ1 − sin θ1 0
sin θ1 cos θ1 0
0 0 1

⎤
⎦ .

Второй поворот осуществляется на угол θ2 вокруг оси x1. Матрица перехода от системы x1y1z1
к системе x2y2z2 имеет вид

Θ2 =

⎡
⎣
1 0 0
0 cos θ2 − sin θ2
0 sin θ2 cos θ2

⎤
⎦ .

Третий поворот на угол θ3 вокруг оси Oy2, с матрицей перехода от системы x2y2z2 к системе
xyz:

Θ3 =

⎡
⎣

cos θ3 0 sin θ3
0 1 0

− sin θ3 0 cos θ3

⎤
⎦ .

Результирующая матрица перехода от системы координат OXY Z к системе Oxyz определяется
матрицей

eτ = (Θ11Θ12Θ13), en = (Θ21Θ22Θ23), er = (Θ31Θ32Θ33). (1.1.1)
Здесь

Θ11 = cos θ1 cos θ3 − sin θ1 sin θ2 sin θ3, Θ12 = − sin θ1 cos θ2, Θ13 = cos θ1 sin θ3 + sin θ1 sin θ2 cos θ3,

Θ21 = sin θ1 cos θ3 + cos θ1 sin θ2 sin θ3, Θ22 = cos θ1 cos θ2, Θ23 = sin θ1 sin θ3 − cos θ1 sin θ2 cos θ3,

Θ31 = − cos θ2 sin θ3, Θ32 = sin θ2, Θ33 = cos θ2 cos θ3.

Компоненты абсолютной угловой скорости спутника ω в проекциях на оси системы координат
Oxyz имеют вид [4]

ω1 = −dθ1
dt

cos θ2 sin θ3 +
dθ2
dt

cos θ3 + ω0Θ21,

ω2 =
dθ3
dt

+
dθ1
dt

sin θ2 + ω0Θ22,

ω3 =
dθ1
dt

cos θ2 cos θ3 +
dθ2
dt

sin θ3 + ω0Θ23,

(1.1.2)

где ω0 — величина орбитальной угловой скорости.
Динамические уравнения движения спутника около центра масс при его движении по круговой

орбите имеют вид [4]

J
dω

dt
+ ω × Jω = M. (1.1.3)

Здесь Jj (j = 1, 2, 3) — главные центральные моменты инерции спутника; M = Mg +Ma +Mm

совокупность гравитационного, аэродинамического и магнитного моментов сил, действующих на
спутник.

Гравитационный момент представляется в известном виде [4]

Mg = 3ω2
0(er × Jer) (1.1.4)

Аэродинамические моменты оказывают существенное влияние на движение спутника около
центра масс на низких орбитах (до 700 км). Выражения для этих моментов достаточно сложны
и зависят от формы и геометрии спутника [29,58,64,65,68,69,74]. Для аналитических исследований
в большинстве работ принято следующее представление для аэродинамического момента

Ma =
1

2
ρV 2

c CdS(eτ × rd), (1.1.5)

где ρ—плотность атмосферы, Vc — скорость центра масс спутника, Cd — аэродинамический коэф-
фициент, S — эффективная площадь, eτ — единичный вектор направления скорости центра масс,
rd —радиус-вектор от центра масс до центра давления.
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Выражение (1.1.5) получено при следующих предположениях: атмосфера неподвижна в аб-
солютном пространстве и ее плотность вдоль орбиты спутника считается постоянной; действие
атмосферы на спутник сводится к силе сопротивления, приложенной в центре давления и на-
правленной против скорости центра масс спутника.

Несколько более сложные модели аэродинамического момента представлены в [58,65].
Магнитные моменты, в отличие от аэродинамических, которые являются пассивными, часто

используются и как управляющие.
Как уже указывалось во введении, методы создания управляющих моментов основаны на раз-

личных типах взаимодействия спутника с магнитным полем Земли. При одном методе использу-
ется эффект взаимодействия собственного магнитного момента спутника, создаваемого магнит-
ными катушками, с геомагнитным полем с вектором индукции b0. В этом случае управляющий
механический момент имеет вид [76]

Mc
m = m× b0, (1.1.6)

где m =
[
m1 m2 m3

]� — собственный магнитный момент спутника; b0 —вектор индукции маг-
нитного поля Земли, который задан в орбитальной системе координат.

Другой метод управления основан на использовании электродинамического эффекта влияния
лоренцевых сил, действующих на заряженную часть поверхности спутника. Такой метод впервые
был предложен А. А. Тихоновым [31]. В этой работе было показано, что путем изменения радиус-
вектора центра заряда спутника относительно его центра масс можно создать момент лоренцевых
сил и использовать его в качестве управляющего момента.

Момент этих сил относительно центра масс спутника определяется по формуле [1,35,36,38,40]

Mq
m = qrq ×Θ�(Vc × b0) (1.1.7)

Здесь q— электростатический заряд, rq = [xq, yq, zq]
� —радиус-вектор центра заряда спутника

относительно его центра масс; Vc = Rω0eτ — скорость центра масс спутника, eτ — единичный
вектор оси OX, R—радиус орбиты.

В формулах (1.1.6), (1.1.7), описывающих магнитные моменты различной природы, при-
сутствует вектор b0, выражение для которого в общем случае имеет очень сложный вид.
Существуют многочисленные аппроксимации геомагнитного поля различной степени сложно-
сти [5,37,39,59,60]. В большинстве аналитических исследований используется дипольная модель
геомагнитного поля, (более сложная модель рассмотрена в Приложении 3.6.1) в которой вектор
индукции меняется периодически с течением времени, если орбита спутника — круговая. В этом
случае математическая модель вектора магнитной индукции в орбитальной системе координат
имеет вид

b0(t) =
μE

R3

⎡
⎣
cosω0t sin I

− cos I
2 sinω0t sin I

⎤
⎦ (1.1.8)

(см. [76]). Здесь I — угол наклона плоскости орбиты спутника к плоскости экватора; μE —по-
стоянная магнитного поля Земли. Компоненты векторов m = [m1,m2m3]

�, rq = [xqyqzq]
� далее

считаются управляющими параметрами u = m, v = rq.
Для работы систем ориентации требуется наличие информации об угловом движении спут-

ника, которую доставляют бортовые датчики различного типа. При использовании активных
магнитных систем требуется знание магнитного поля Земли в связанной со спутником системе
координат, которое доставляет магнитометр.

Модель измерений магнитометра может быть записана в виде [76]

σ = Θ�b0 +Δ. (1.1.9)

Здесь σ— вектор измерений магнитометра; Δ— вектор погрешностей магнитометра, которые мо-
гут быть вызваны различными факторами.

Уравнения движения (1.1.2), (1.1.3) при отсутствии управляющих моментов (Mc
m = 0,Mq

m = 0)
допускают стационарные решения, отвечающие положениям относительного равновесия спутни-
ка, в которых оси связанной системы координат Oxyz совпадают с осями орбитальной системы
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Рис. 1.2

координат OXY Z. Далее для определенности считаем, что углы поворота θi (i = 1, 2, 3) выбраны
таким образом, что в положении относительного равновесия все углы и относительные угловые
скорости равны нулю

θi = 0,
dθi
dt

= 0, (i = 1, 2, 3). (1.1.10)

При этом главные центральные оси инерции спутника Ox, Oy, Oz соответственно совпадают
с осями орбитальной системы координат OX, OY , OZ.

Как известно [3, 4, 26], достаточным условиями устойчивости положения равновесия (1.1.10)
являются неравенства

J2 > J1 > J3. (1.1.11)
В этом положении равновесия наибольшая ось эллипсоида инерции спутника направлена по ра-
диус-вектору, а наименьшая по нормали к плоскости орбиты (средняя ось — по касательной к ор-
бите).

Необходимые условия устойчивости приведены в [3, 4].

1.1.2. Линеаризованные уравнения движения. Проведем линеаризацию уравнений дви-
жения спутника (1.1.2), (1.1.3), в окрестности относительного равновесия (1.1.10).

Выражения для проекций векторов орбитальной системы координат на оси, связанные со
спутником Oxyz, линеаризованные в окрестности относительного равновесия (1.1.10), имеют вид
eτ = (1− θ1θ3), en = (θ11− θ2), er = (−θ3θ21).

При линеаризации уравнений, очевидно, линеаризуются и выражения для моментов. Проекции
гравитационного (1.1.4) и аэродинамического (1.1.5) моментов, линеаризованные в окрестности
относительного равновесия (1.1.10), представляются в виде

Mg1 = 3ω2
0(J3 − J2)θ2, Mg2 = 3ω2

0(J3 − J1)θ3, Mg3 = 0, (1.1.12)
Ma1 = 0, Ma2 = Caθ3, Ma3 = Caθ1. (1.1.13)

Здесь предполагается, что rd = (l00), Ca = 1
2ρV

2
c CdSl.

Принимая во внимание, что управления u = m и v = rq, требуемые для решения задачи стаби-
лизации стационарных движений, формируются в виде обратной связи по компонентам вектора
состояния θi, dθi

dt (i = 1, 2, 3), будем полагать (как и в [19,20]), что Θ = E3. Тогда выражения для
управляющих моментов Mc

m (1.1.6) и Mq
m (1.1.7) примут вид

M c
m1 = μ0(2β1u2 sinω0t+ u3β4),

M c
m2 = μ0(−2β2u1 sinω0t+ β2u3 cosω0t),

M c
m3 = −μ0(β5u1 + β3u2 cosω0t),

(1.1.14)
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M q
m1 = μ0(−b1v2 + b2v3 sinω0t),

M q
m2 = μ0b̃1v1,

M q
m3 = μ0b̃2v1 sinω0t.

(1.1.15)

Линеаризованные уравнения движения, управляемого собственным магнитным моментом u =[
u1 u2 u3

]�, и моментом лоренцевых сил v =
[
v1 v2 v3

]� при введении безразмерного вре-
мени τ = ω0t, имеют вид

ẍ1 − d1ẋ3 − κ1x1 = μ0[2β1u2sτ + β4u3 − b1v2 + b2v3sτ ],

ẍ3 + d3ẋ1 − κ∗3x3 = −μ0[β5u1 + β3u2cτ − b̃2v1sτ ],

ẍ2 − κ∗2x2 = μ0[−2β2u1sτ + β2u3cτ + b̃1v1].

(1.1.16)

Здесь «точка» обозначает производную по времени τ ;

x1 = θ2, x2 = θ3, x3 = θ1; d1 =
d

J1
, d3 =

d

J3
, d = J2 − J1 − J3;

κ1 = 4
J3 − J2

J1
, κ∗2 = 3

J3 − J1
J2

+
Ca

J2
, κ∗3 =

J1 − J2
J3

+
Ca

J3
;

βj =
sI

Jj
(j = 1, 2, 3), β4 =

cI

J1
, β5 =

cI

J3
;

b1 =
qRω0cI

J1
, b2 =

2qRω0sI

J1
; b̃1 =

qRω0cI

J2
, b̃2 =

2qRω0sI

J3
.

Здесь и далее используются обозначения cτ = cos τ , sτ = sin τ , sI = sin I, cI = cos I. Для кру-
говой орбиты

ω2
0 =

μ

R3

μ— гравитационный параметр Земли. Тогда величина

μ0 =
μE

μ

не зависит от радиуса орбиты.
Выражения (1.1.14) и (1.1.15) на экваториальной (I = 0) и полярной (I = π/2) орбитах имеют

вид соответственно

M c
m1 = μ0β4u3, M q

m1 = −μ0b1v2,

M c
m2 = 0, M q

m2 = μ0b̃1v1,

M c
m3 = −μ0β5u1, M q

m3 = 0,

(I = 0)

M c
m1 = 2μ0β1u2 sin τ, M q

m1 = μ0b2v3 sin τ,

M c
m2 = μ0β2u3 cos τ, M q

m2 = 0,

M c
m3 = −μ0β3u2 cos τ, M q

m3 = μ0b̃2v1 sin τ.

(I = π/2)

На экваториальной орбите, очевидно, система неуправляема в отсутствие лоренцевых сил. На по-
лярной орбите система неуправляема в отсутствиt собственных магнитных моментов. Итак, в за-
висимости от наклона орбиты целесообразно рассматривать использование тех или иных момен-
тов. Следует отметить, что линеаризованные уравнения (1.1.16) представляют собой линейную
систему, нестационарную по управлению как при действии собственного магнитного момента,
так и при действии моментов лоренцевых сил. Основы теории таких систем изложены в главе 2.
Линеаризованные уравнения измерений магнитометра (1.1.9) имеют вид

σ1 = μ0(2x2sIsτ + x3cI) + Δ1,

σ2 = μ0(−2x1sIsτ + x3sIcτ) + Δ2,

σ3 = −μ0(x1cI + x2sIcτ) + Δ3.

(1.1.17)
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1.2. Уравнения движения динамически симметричного спутника

При исследовании движения осесимметричного спутника удобно ввести полусвязанную систе-
му координат Oxpypzp, не участвующую в собственном вращении. Ось Ozp направлена по оси
симметрии спутника (см. рис 1.3).

Рис. 1.3

Переход от орбитальной системы координат OXY Z к системе Oxpypzp осуществляется двумя
поворотами. Первый поворот на угол α1 вокруг оси OX приводит к системе Oxp1yp1zp1. Второй
поворот на угол α2 вокруг оси Oyp1 приводит к системе Oxpypzp. Положение оси симметрии
спутника задается двумя углами α1, α2. Третий угол ϕ— угол собственного вращения. Ори-
ентация системы Oxpypzp относительно орбитальной системы координат OXY Z определяется
матрицей [37] ⎡

⎣
cosα2 sinα1 sinα2 − cosα1 sinα2

0 cosα1 sinα1

sinα2 − sinα1 cosα2 cosα1 cosα2

⎤
⎦

Компоненты абсолютной угловой скорости спутника ω = ωc+ϕ̇k (k— единичный вектор оси сим-
метрии, ωc — угловая скорость системы координат Oxpypzp) в проекциях на оси Oxpypzp имеют
вид

ωx =
dα1

dt
cosα2 + ωo sinα1 sinα2,

ωy =
dα2

dt
+ ωo cosα1,

ωz =
dα1

dt
sinα2 − ωo sinα1 cosα2 +

dϕ

dt
,

(1.2.1)

где ωo —величина угловой скорости орбитального движения.
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Динамические уравнения движения спутника около центра масс имеют вид

J
dω

dt
+ ωc × Jω = Mg +Mu. (1.2.2)

Здесь J = diag(J1, J1, J3) (J1 �= J3), Jj — главные центральные моменты инерции спутника,
Mg = 3ω2

0(er × Jer)— гравитационный момент, Mu — управляющий момент, который создается
за счет взаимодействия собственного дипольного момента, формируемого магнитными катушка-
ми, с магнитным полем Земли: Mu = m × b0(t), m =

(
m1 m2 m3

)� —магнитный дипольный
момент спутника, b(t) b0(t)— вектор индукции геомагнитного поля.

Такой управляющий момент рассматривался в разделе 1.1, где вектор магнитной индукции
определяется по формуле (1.1.8).

Компоненты гравитационного момента Mg в полусвязанной системе координат Oxpypzp имеют
вид

Mg1 = 3ω2
0(J3 − J1)sα1cα1cα2,

Mg2 = 3ω2
0(J3 − J1)(cα1)

2sα2cα2,

Mg3 = 0,

(1.2.3)

где sα1 = sinα1, sα2 = sinα2, cα1 = cosα1, cα2 = cosα2.
В системе координат Oxpypzp вектор индукции магнитного поля имеет вид

b0(t) =
μE

R3

[
B1 B2 B3

]�
,

где

B1 = b1cα2 + b2sα1sα2 − b3cα1sα2,

B2 = b2cα1 + b3sα1,

B3 = b1sα2 − b2sα1cα2 + b3cα1cα2.

Здесь b1 = sI cosω0t, b2 = −cI, b3 = 2sI sinω0t.
Далее будем считать, что собственный магнитный момент направлен по оси симметрии спут-

ника, т. е. m =
(
0 0 m

)�.
Компоненты управляющего момента Mu в системе координат Oxpypzp имеют вид

Mu1 = −B2m =
μE

R3
(cIcα1 − 2sIsα1 sinω0t)m,

Mu2 = B1m =
μE

R3
(sIcα2 cosω0t− cIsα1sα2 − 2sIcα1sα2 sinω0t)m,

Mu3 = 0.

(1.2.4)

Уравнения движения (1.2.1), (1.2.2) представляются в виде

J1

(
d2α1

dt2
cα2 − 2

dα1

dt

dα2

dt
sα2

)
+ (2J1ω0sα1cα2 + J3r0)

dα2

dt
+

+ J3ω0r0cα1 + (4J1 − 3J3)ω
2
0sα1cα1cα2 = Mu1, (1.2.5a)

J1

[
d2α2

dt2
+

(
dα1

dt

)2

sα2cα2

]
− (2J1ω0sα1cα2 + J3r0)

dα1

dt
cα2−

− J1ω
2
0(sα1)

2sα2cα2 − J3r0ω0sα1sα2 − 3(J3 − J1)ω
2
0(cα1)

2sα2cα2 = Mu2. (1.2.5b)

Здесь r0 = α̇1sα2 + ϕ̇ − ω0sα1cα2 = const. Переходя в уравнениях (1.2.5) к безразмерным пере-
менным, вводя обозначения

τ = ω0t, p =
r0
ω0

, J =
J3
J1

и обозначая точкой дифференцирование по τ , получим

α̈1cα2 − 2α̇1α̇2sα2 + (2sα1cα2 + pJ)α̇2 + pJcα1 + (4− 3J)sα1cα1cα2 = Mu1, (1.2.6a)
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α̈2 + α̇2
1sα2cα2 − [2sα1(cα2)

2 + pJ ]α̇1cα2 − (sα1cα2 + pJ)sα1sα2−
− 3(J − 1)(cα1)

2sα2cα2 = Mu2. (1.2.6b)

В отсутствие управляющих моментов (Mu = 0) уравнения (1.2.6) допускают стационарные
решения (регулярные прецессии) α1 = α10, α2 = α20, α̇1 = 0, α̇2 = 0, ϕ̇ = Ω = const.

Уравнения стационарных движений

cα10[pJ + (4− 3J)sα10cα20] = 0,

sα20[(sα10)
2cα20 + pJsα10 + 3(J − 1)(cα10)

2cα20] = 0

имеют известные решения, которые называют [4, 56] цилиндрической, гиперболоидальной и ко-
нической прецессиями:

(1) цилиндрическая прецессия:

cα10 = 0, sα20 = 0, (α10 = π/2, α20 = 0); (1.2.7)

ось симметрии перпендикулярна плоскости орбиты (см. рис. 1.4);

Рис. 1.4

(2) гиперболоидальная прецессия:

cα10 = 0, (α10 = π/2), cα20 = −pJ ; (1.2.8)

ось симметрии перпендикулярна радиус-вектору (см. рис. 1.5);
(3) коническая прецессия:

sα10 =
pJ

3J − 4
, sα20 = 0, (α20 = 0); (1.2.9)

ось симметрии перпендикулярна касательной к орбите (см. рис. 1.6).
Необходимые условия устойчивости этих стационарных движений рассмотрены в [3,4,6,34,56].

Достаточные условия приведены в [26,34].
Линеаризованные уравнения управляемого движения (1.2.6), (1.2.4) в отклонениях от стацио-

нарного движения (цилиндрической прецессии) (1.2.7) имеют вид

ẍ1 + κ1ẋ2 − κ2x1 = −2usIsτ,

ẍ2 − κ1ẋ1 − κ3x2 = usIcτ,
(1.2.10)

где κ1 = 2 + pJ ; κ2 = 4 + pJ − 3J , κ3 = 1 + pJ ; p = r0/ω0, J = J3/J1; u = μ0m, μ0 = μE/R
3.
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Рис. 1.5 Рис. 1.6

Линеаризованные уравнения движения (1.2.6), (1.2.4) в окрестности гиперболоидальной пре-
цессии (1.2.8) имеют вид

ẍ1 + ẋ2 + κ4x1 = βp
1usτ,

ẍ2 − c2α20ẋ1 + s2α20x2 = (βp
2cτ − βp

3)u.
(1.2.11)

Здесь κ4 = 3(J − 1), βp
1 = −2 sI

cα20
, βp

2 = sIcα20, β
p
3 = cIsα20.

Линеаризованные уравнения движения (1.2.6), (1.2.4) в окрестности конической прецес-
сии (1.2.9) имеют вид

ẍ1 + κ5ẋ2 + κ6x1 = (βp
4 − βp

5sτ)u,

ẍ2 − κ5ẋ1 + κ7x2 = βp
6ucτ.

(1.2.12)

Здесь

κ5 = (3b− 2)sα10, κ6 = (4− 3b)(cα10)
2, κ7 = 3(1− b),

βp
4 = cIcα10, βp

5 = 2sIsα10, βp
6 = sI.

Системы уравнений (1.1.16), (1.2.10)–(1.2.12) служат основой для решений соответствующих
задач о стабилизации стационарных движений, изложенных в главе 3. Характерная особенность
этих систем состоит в их нестационарности по управлению, так как коэффициенты при управля-
ющих воздействиях являются периодическими функциями времени. Методы исследования таких
систем представлены в главе 2.
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