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Аннотация. Проводится исследование аффинных связностей в расслоении линейных реперов
над гладким многообразием, опирающееся на структурные уравнения этого расслоения. Получе-
но строение компонент аффинной связности в расслоении реперов над двумерным многообразием
с помощью слоевых координат с коэффициентами—функциями базисных координат точки мно-
гообразия. Построены выражения для компонент тензора кручения в случае двумерного и трех-
мерного многообразий с помощью слоевых координат первого порядка и функций от базисных
координат. Найдены выражения для объекта плоской связности через координаты абсолютно па-
раллельных векторов и их пфаффовы производные, а также для объекта симметрической плоской
связности через координаты абсолютно параллельных ковекторов.
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Abstract. In this paper, we study affine connections in the bundle of linear frame over a smooth
manifold based on the structural equations of this bundle. The structure of the components of an
affine connection in the bundle of frames over a two-dimensional manifold is obtained by using the
layer coordinates whose coefficients are functions of the base coordinates of a point of the manifold.
We construct expressions for the components of the torsion tensor for two- and three-dimensional
manifolds by using the first-order layer coordinates and functions of the base coordinates. Also, we find
expressions for the object of flat connection in terms of the coordinates of absolutely parallel vectors
and their Pfaffian derivatives and expressions for the object of symmetric flat connection in terms of
the coordinates of absolutely parallel covectors.
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1. Введение. В данной работе реализуется подход, основанный на применении метода продол-
жений и охватов Г. Ф. Лаптева [6, 10], обобщающего метод подвижного репера и внешних форм
Э. Картана, с существенным использованием координатного выражения базисных и слоевых
форм. Применение метода Картана—Лаптева, оперирующего инвариантными формами и струк-
турными уравнениями, с применением координатного задания векторов и форм дает возможность
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уточнить строение объектов расслоений реперов. Особенности геометрического строения про-
странства расслоения реперов над гладким многообразием исследуются в монографии В. Ф. Ки-
риченко [8], посвященной анализу основных понятий глобальной и локальной дифференциальной
геометрии гладкого многообразия, относящихся к фундаментальному понятию связности.

В многочисленных исследованиях используется аффинная связность на гладком многообразии
Xm, в касательном расслоении TXm, а также в расслоении линейных реперов L(Xm) над многооб-
разием Xm. В [24] дана интерпретация классической аффинной связности с помощью аффинной
связности Лаптева: при заданном сечении расслоения реперов второго порядка объект аффинной
связности Лаптева (с компонентами —функциями на расслоении реперов второго порядка) ста-
новится объектом классической аффинной связности. Геометрические интерпретации аффинной
связности в касательном пространстве TL(Xm) и в касательном пространстве второго порядка
T 2Xm к многообразию Xm построены в [14].

В работе [7] описывается структура любой аффинной связности Γ на TXm как сумма аффин-
ной связности G′, построенной из инфинитезимальной связности G, и полного поднятия восьми,
вообще говоря, различных полей локальных тензоров валентности (1, 2), и выделяется семейство
симметричных аффинных связностей на расслоении TXm, зависящих от одного симметричного
тензора валентности (1, 2).

Аффинные связности, порожденные абсолютно параллельными полями векторов и ковекторов,
являются плоскими и симметрическими плоскими связностями. В работе [23] в рамках чисто ана-
литического подхода построены тензоры γij и γi со специальными полями, порождающие тензор
деформации γijk, а следовательно, компоненты Γi

jk объекта плоской и симметрической плоской
связностей с помощью операции дифференциального продолжения, состоящей в дифференци-
ровании уравнений внешним образом и последующем разрешении по лемме Картана. Причем
однократное продолжение объекта γij приводит к плоской связности, а двукратное продолжение
объекта γi —к симметрической плоской связности. Данный аналитический подход имеет извест-
ную геометрическую интерпретацию (см. [12, с. 134]), фактически состоящую в рассмотрении
абсолютно параллельных полей векторов и ковекторов.

В настоящей работе исследуется строение компонент аффинной связности и ее тензора кру-
чения в расслоении линейных реперов над гладким многообразием. Показано, что компоненты
аффинной связности в расслоении реперов над двумерным многообразием выражаются через
слоевые координаты, причем коэффициентами выражений являются функции базисных коор-
динат точки многообразия, которые фактически и определяют конкретную связность. Строение
компонент тензора кручения с помощью слоевых координат первого порядка и функций от базис-
ных координат найдено в случае двумерного и трехмерного многообразий. С помощью коорди-
нат абсолютно параллельных m векторов (ковекторов) и их пфаффовых производных получены
выражения для компонент объекта плоской связности, а с помощью координат абсолютно па-
раллельных m ковекторов (полных дифференциалов m функций) построены выражения для
компонент объекта симметрической плоской связности.

Текущая точка x некоторой окрестности m-мерного гладкого многообразия Xm определяется
локальными координатами xi (i, j, k, . . . = 1, . . . ,m). Формы инвариантного корепера {ωi, ωi

j , ω
i
jk}

относительно натурального корепера {dxi, dxij , dxijk} выражаются по формулам (см. [10])

ωi = xijdx
j,

ωi
j = −∗

xkjdx
i
k − xijkω

k,

ωi
jk = dxijk + xljkω

i
l − xilkω

l
j − xijlω

l
k + (xsjkx

i
sl − xijkl)ω

l.

(1)

Слоевые координаты первого порядка xij образуют невырожденную матрицу, Δ = det(xij) �= 0.
Элементы обратной матрицы обозначим ∗

xij , т.е.
∗
xijx

j
k = δik. Слоевые координаты второго и тре-

тьего порядков xijk, x
i
jkl симметричны по нижним индексам. На пересечении двух окрестностей

преобразования слоевых координат xij, y
i
j индуцированы преобразованиями исходных локальных
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координат xi, yj и имеют вид

yij = xik
∂xk

∂yj
, xij = yik

∂yk

∂xj
.

Базисные касательные векторы εi ∈ TXm относительно натурального (голономного) репера
{∂j = ∂/∂xj} имеют вид εi =

∗
xji∂j , они сопряжены формам кобазиса {ωi} и удовлетворяют

уравнениям (см. [1, с. 56]; [19, c. 20])

dεi = εjω
j
i + εijω

j.

Векторы εij являются касательными векторами второго порядка, на них натянуто касательное
пространство второго порядка T 2Xm = span(εi, εij) в точке M .

Пусть на многообразии Xm задана скалярная функция f , тогда ее дифференциал df определяет
на Xm поле ковектора. Если в некоторой окрестности df = ∂ifdx

i = f,iω
i, то инвариантные произ-

водные f,i =
∗
xji∂jf (см. [11]) являются координатами указанного ковекторного поля и называются

пфаффовыми производными функции f по отношению к кореперу {ωi} (см., например, [6, с. 67]).
Аналогично функциям, векторы εij =

∗
xki

∗
xlj∂kl+xkij

∗
xlk∂l, являющиеся коэффициентами при базис-

ных формах ωi, являются пфаффовыми производными векторов εi.

2. Структура тензоров валентности 1 и 2 в расслоении линейных реперов. Извест-
но [8, с. 231], что задание векторного поля A = (ai(xj)) и ковекторного поля B = (bi(x

j)) на
гладком многообразии Xm равносильно заданию системы функций vi = vi(xk, xls) и qi = qi(x

k, xls)
на многообразии L(Xm), удовлетворяющих дифференциальным уравнениям (см. [1, 21])

dvi + vjωi
j = vi,jω

j, dqi − qjω
j
i = qi,jω

j. (2)

Лемма 1. Для тензоров vi = vi(xk, xls), qi = qi(x
k, xls) в расслоении линейных реперов над

многообразием Xm справедливо разложение

vi(xk, xls) = aj(xk) · xij, qi(x
k, xls) = bj(x

k) · ∗
xji , (3)

причем в новых координатах справедливы равенства

ái = aj
∂yi

∂xj
, b́i = bj

∂xj

∂yi
.

Действительно, учитывая формулы (1) и уравнения (2) для тензоров vi = vi(xk, xls), qi =
qi(x

k, xls), получим
∂vi

∂xjk
= δijv

s ∗xks ,
∂qi

∂xjk
= qj

∗
xki .

В частности, для тензора vi при i = 1, 2 имеем уравнения

∂v1

∂x1i
= vk

∗
xik,

∂v1

∂x2i
= 0,

∂v2

∂x1i
= 0,

∂v2

∂x2i
= vk

∗
xik.

Тогда получаем разложение (3)1. Аналогично находится разложение (3)2. Чтобы на пересечении
двух окрестностей было справедливо v́i = vi, q́i = qi, получаем

ái = aj
∂yi

∂xj
, b́i = bj

∂xj

∂xi
,

т.е. функции aj(xk), bj(xk) преобразуются как классические тензоры. Из комбинаций (3) следует,
что vi = vi(xk, xis), qi = qi(x

k,
∗
xsi ).

Кроме того, из (2) следует, что пфаффовы (обобщенные) производные vi,j, qi,j имеют вид

vi,j =
∂al

∂xk
∗
xkjx

i
l − vkxikj, qi,j =

∂bl
∂xk

∗
xkj

∗
xli + qlx

l
ij

и зависят не только от координат xi, xjk расслоения реперов первого порядка, но также от слоевых
координат второго порядка xijk (ср. [8, с. 231]). Компоненты (vi, vi,j) на многообразии L(Xm)
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определяют векторное поле, которое называют естественным лифтом (лифтом Ли) поля (vi) на
Xm (см. [6, с. 75]).

Согласно основной теореме тензорного анализа задание тензорного поля T на гладком многооб-
разии Xm равносильно заданию системы функций на пространстве L(Xm), причем эти функции
удовлетворяют уравнениям, аналогичным (2), и в точке (x, εi) ∈ L(Xm) равны соответствующим
компонентам тензора T в точке x ∈ Xm в репере εi (см. [8, с. 233]). В следующих двух леммах
найдем явные выражения на компоненты тензоров tij , tij в расслоении L(X2).

Лемма 2. Для тензора tij = tij(x
k, xls) в расслоении линейных реперов над двумерным мно-

гообразием X2 справедливо разложение

t11 =
b(x21)

2 + cx21x
2
2 + d(x22)

2

Δ2
, t12 =

a

Δ
− bx11x

2
1 + cx12x

2
1 + dx12x

2
2

Δ2
,

t21 = − a

Δ
− bx11x

2
1 + cx11x

2
2 + dx12x

2
2

Δ2
, t22 =

b(x11)
2 + cx11x

1
2 + d(x12)

2

Δ2
,

где a = a(xi), b = b(xi), c = c(xi), d = d(xi); Δ = det(xij).

Действительно, учитывая дифференциальные уравнения

dtij − tkjω
k
i − tikω

k
j = tij,kω

k

на тензор tij = tij(x
k, xls), получим

t11 =
c11(x

k, x2i )

Δ2
, t12 =

c12(x
k, x2i )

Δ
− c11(x

k, x2i )

Δ2
· x

1
2

x22
,

t21 =
c21(x

k, x1i )

Δ
− c22(x

k, x1i )

Δ2
· x

2
2

x12
, t22 =

c22(x
k, x1i )

Δ2
,

где

c11(x
k, x2i ) = b(x21)

2 + cx21x
2
2 + d(x22)

2, c12(x
k, x2i ) =

ax22 − bx21
x22

,

c21(x
k, x1i ) =

−ax12 + bx11
x12

, c22(x
k, x1i ) = b(x11)

2 + cx11x
1
2 + d(x12)

2.

Для кососимметрического тензора tij = tij(x
k, xls), tij = −tji в расслоении линейных реперов

над двумерным многообразием X2 имеем t12 = a(xi)/Δ.

Лемма 3. Для тензора tij = tij(x
k, xls) в расслоении линейных реперов над двумерным много-

образием X2 справедливо разложение

t11 = a− bx11x
2
1 + cx11x

2
2 + dx21x

2
2

Δ
, t12 =

b(x11)
2 + cx11x

1
2 + d(x12)

2

Δ
,

t21 = −b(x21)
2 + cx21x

2
2 + d(x22)

2

Δ
, t22 = a+

bx11x
2
1 + cx12x

2
1 + dx21x

2
2

Δ
,

причем a = a(xi), b = b(xi), c = c(xi), d = d(xi); Δ = det(xij).

Действительно, учитывая уравнения

dtij + tkjω
i
k − tikω

k
j = tij,kω

k

для тензора tij = tij(x
k, xls), получим

t11 = c11(x
k, x1i )−

c12(x
k, x1i )

Δ
· x

2
2

x12
, t12 =

c12(x
k, x1i )

Δ
,

t21 =
c21(x

k, x2i )

Δ
, t22 = c22(x

k, x2i )−
c21(x

k, x2i )

Δ
· x

1
2

x22
,
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где

c11(x
k, x1i ) = a+ b · x

1
1

x12
, c12(x

k, x1i ) = b(x11)
2 + cx11x

1
2 + d(x12)

2,

c21(x
k, x2i ) = −b(x21)

2 − cx21x
2
2 − d(x22)

2, c22(x
k, x2i ) = a+ b · x

2
1

x22
.

Для тензора tij = tij(x
k, xls) в расслоении линейных реперов над двумерным многообразием X2

имеем t11 + t22 = 2a− c, где a = a(xi), c = c(xi).

3. Тензор деформации аффинной связности первого порядка. В расслоении L(Xm)
касательных линейных реперов над многообразием Xm способом Лаптева—Лумисте (см. [6, с. 62];
[2–4,10, 20]) посредством форм ω̃i

j = ωi
j − Γi

jkω
k зададим связность Γi

jk с уравнениями

ΔΓi
jk + ωi

jk = Γi
jk,lω

l, (4)

где функции Γi
jk,l являются пфаффовыми, или обобщенными частными, производными. В урав-

нениях (4) рассмотрим действие тензорного дифференциального оператора Δ (см. [1–5,19])

ΔΓi
jk = dΓi

jk + Γs
jkω

i
s − Γi

skω
s
j − Γi

jsω
s
k

и перейдем к натуральному кореперу по формулам (1). Поскольку компоненты Γi
jk зависят от

базисных и слоевых координат Γi
jk = Γi

jk(x
l, xls, x

l
sp), получим

∂Γi
jk

∂xl
dxl +

∂Γi
jk

∂xls
dxls +

∂Γi
jk

∂xlsp
dxlsp = −δilδ

s
jδ

p
kdx

1
sp+

+
(
δil
(
Γp
jk + xpjk

)∗
xsp −

(
Γi
lk + xilk

)∗
xsj −

(
Γi
jl + xijl

)∗
xsk

)
dxls+

+
((

Γp
jk + xpjk

)
xips −

(
Γi
pk + xipk

)
xpjs −

(
Γi
jp + xijp

)
xpks + Γi

jk,s + xijks − xpjkx
i
ps

)
xsl dx

l. (5)

Приравнивание коэффициентов при дифференциалах dxlsp в выражении (5) дает равенства

∂Γi
jk

∂xlsp
= −δilδ

s
j δ

p
k,

откуда следует разложение (ср. [16, 17])

Γi
jk = −xijk + γijk (6)

связности с помощью слоевых координат второго порядка xijk и тензора деформации (генера-
тор [16, 17]) γ1 = {γijk} аффинной связности Γi

jk к канонической плоской [9, с. 94] (простей-

шей [13]) связности
c
Γi
jk = −xijk. Тензор деформации γijk = γijk(x

l, xpq) зависит только от базисных

координат xl и слоевых координат первого порядка xpq. Связность
c
Γi
jk является единственной, не

зависящей от слоевых переменных xls. Равенство нулю ковариантных производных координат xij

выделяет симметрическую плоскую связность
c
Γi
jk = −xijk.

Приравнивание коэффициентов при дифференциалах dxls дает выражение частных производ-
ных тензора деформации

∂γijk
∂xls

= δilγ
p
jk

∗
xsp − γilk

∗
xsj − γijl

∗
xsk. (7)

Объекты кручения T i
jk и кривизны Ri

jkl аффинной связности выражаются по формулам

T i
jk = Γi

[jk], Ri
jkl = Γi

j[k,l] − Γs
j[kΓ

i
sl]

и удовлетворяют дифференциальным уравнениям ΔT i
jk = T i

jk,lω
l, ΔRi

jkl = Ri
jkl,sω

s.
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С помощью разложения (6) получим, что кручение и кривизна выражаются через тензор де-
формации по формулам

T i
jk = γi[jk], Ri

jkl =
∂γij[k

∂xs
∗
xsl] − γsj[kγ

i
sl]. (8)

Ковариантные производные базисных векторов εi относительно аффинной связности Γi
jk на-

ходим по формуле ∇jεi = εij + εkΓ
k
ij. Выражение для дифференциалов векторов

ε̃ij = εij + εkΓ
k
ij (9)

преобразуем к виду
Δε̃ij = εk(ΔΓk

ij + ωk
ij) + ωk(εijk + Γl

ijεlk). (10)

Поскольку компоненты Γi
jk объекта аффинной связности удовлетворяют уравнениям (4), то

уравнения (10) принимают вид Δε̃ij = ωk(εlΓ
l
ijk+εijk+Γl

ijεlk). Векторы ε̃ij относительно инвари-
антны, так как неподвижны в совокупности при фиксации точки M ∈ Xm, которую обеспечивают
уравнения ωi = 0. Отметим также, что на векторы ε̃ij натянуто оснащающее подпространство
HT 2Xm = span(ε̃ij) пространства T 2Xm (см. [19, с. 49]).

4. Структура аффинной связности в расслоении линейных реперов над двумерным
многообразием X2. Можно записать уравнения (7) для компонент тензора деформации γijk =

γijk(x
l, xpq) следующим образом (см. [15]):

∂γ211
∂x1s

= −2γ211
∗
xs1,

∂γ211
∂x2s

= (γ111 − γ221 − γ212)
∗
xs1 + γ211

∗
xs2, (11)

∂γ122
∂x2s

= −2γ122
∗
xs2,

∂γ122
∂x1s

= γ122
∗
xs1 + (γ222 − γ112 − γ121)

∗
xs2, (12)

∂γ111
∂x1s

= −γ111
∗
xs1 + γ211

∗
xs2,

∂γ111
∂x2s

= −(γ112 + γ121)
∗
xs1, (13)

∂γ222
∂x2s

= −γ222
∗
xs2 + γ122

∗
xs1,

∂γ222
∂x1s

= −(γ212 + γ221)
∗
xs2, (14)

∂γ112
∂x2s

= −γ112
∗
xs2 − γ122

∗
xs1,

∂γ112
∂x1s

= (γ212 − γ111)
∗
xs2, (15)

∂γ121
∂x1s

= −γ121
∗
xs2 − γ122

∗
xs1,

∂γ121
∂x1s

= (γ221 − γ111)
∗
xs2, (16)

∂γ212
∂x1s

= −γ212
∗
xs1 − γ211

∗
xs2,

∂γ212
∂x2s

= (γ112 − γ222)
∗
xs1, (17)

∂γ221
∂x1s

= −γ221
∗
xs1 − γ211

∗
xs2,

∂γ221
∂x2s

= (γ121 − γ222)
∗
xs1. (18)

Теорема 1. Компоненты аффинной связности Γi
jk (i, j, k, . . . = 1, 2) в расслоении линейных

реперов над двумерным многообразием X2 в общем случае имеют вид Γi
jk = γijk − xijk, где

γ122 =
1

Δ2
F 1
22(x

i, x1s), γ211 =
1

Δ2
G2

11(x
i, x2s),

γ222 =
F 2
22

Δ
+

F 1
22

Δ2
· x

2
2

x12
, γ111 =

G1
11

Δ
+

G2
11

Δ2
· x

1
2

x22
,

γ112 =
F 1
12

Δ
− F 1

22

Δ2
· x

2
2

x12
, γ212 =

G2
12

Δ
− G2

11

Δ2
· x

1
2

x22
,

γ121 =
F 1
21

Δ
− F 1

22

Δ2
· x

2
2

x12
, γ221 =

G2
21

Δ
− G2

11

Δ2
· x

1
2

x22
.

(19)
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Здесь введены следующие обозначения:

F 1
22 = a(x11)

3 + b(x11)
2x12 + cx11(x

1
2)

2 + d(x12)
3, G2

11 = a(x21)
3 + b(x21)

2x22 + cx21(x
2
2)

2 + d(x22)
3,

F 2
22 = −a(x11)

2 + ux11x
1
2 + v(x12)

2

x12
, G1

11 =
a(x21)

2 + ux21x
2
2 + v(x22)

2

x22
,

F 1
12 =

a(x11)
2 + ξx11x

1
2 + η(x12)

2

x12
, G2

21 = −a(x21)
2 + ξx21x

2
2 + η(x22)

2

x22
,

F 1
21 =

a(x11)
2 + αx11x

1
2 + β(x12)

2

x12
, G2

12 = −a(x21)
2 + αx21x

2
2 + β(x22)

2

x22
,

(20)

причем 2b = u+ ξ+α, c = v+ η+β; a = a(xi), b = b(xi), c = c(xi), d = d(xi), u = u(xi), v = v(xi),
ξ = ξ(xi), η = η(xi), α = α(xi), β = β(xi).

Доказательство. Из уравнений (11)1—(18)1 следует общий вид (19) компонент тензора дефор-
мации γijk = γijk(x

l, xpq). Функции F = {F 1
22, F

2
22, F

1
12, F

1
21} = {F 1

22(x
i, x1s), F

2
22(x

i, x1s), F 1
12(x

i, x1s),
F 1
21(x

i, x1s)} и функции G = {G2
11, G

1
11, G

2
12, G

2
21} = {G2

11(x
i, x2s), G

1
11(x

i, x2s), G
2
12(x

i, x2s), G
2
21(x

i, x2s)}
удовлетворяют соотношениям

x21
∂G2

11

∂x21
+ x22

∂G2
11

∂x22
= 3G2

11, x11
∂F 1

22

∂x11
+ x12

∂F 1
22

∂x12
= 3F 1

22,

x21
∂G1

11

∂x21
+ x22

∂G1
11

∂x22
= G1

11, x11
∂F 2

22

∂x11
+ x12

∂F 2
22

∂x12
= F 2

22,

x11
∂F 1

12

∂x11
+ x12

∂F 1
12

∂x12
= F 1

12, x11
∂F 1

21

∂x11
+ x12

∂F 1
21

∂x12
= F 1

21,

x21
∂G2

12

∂x21
+ x22

∂G2
12

∂x22
= G2

12, x21
∂G2

21

∂x21
+ x22

∂G2
21

∂x22
= G2

21.

Теперь найдем вид функций, входящих в эти выражения. Из уравнений (11)2 и (12)2, (13)2
и (14)2, (15)2 и (18)2, (16)2 и (17)2 следует

F 1
22 = a(x11)

3 + b(x11)
2x12 + cx11(x

1
2)

2 + d(x12)
3, G2

11 = a(x21)
3 + b(x21)

2x22 + cx21(x
2
2)

2 + d(x22)
3,

F 2
22 = −w(x11)

2 + ux11x
1
2 + v(x12)

2

x12
, G1

11 =
w(x21)

2 + ux21x
2
2 + v(x22)

2

x22
,

F 1
12 =

ζ(x11)
2 + ξx11x

1
2 + η(x12)

2

x12
, G2

21 = −ζ(x21)
2 + ξx21x

2
2 + η(x22)

2

x22
,

F 1
21 =

γ(x11)
2 + αx11x

1
2 + β(x12)

2

x12
, G2

12 = −γ(x21)
2 + αx21x

2
2 + β(x22)

2

x22
,

причем w = ζ = γ = a, 2b = u+ ξ + α, c = v + η + β.
Из уравнений (15)2—(18)2 следует

∂(F 1
12 − F 1

21)

∂x11
=

∂(G2
12 −G2

21)

∂x21
,

∂(F 1
12 − F 1

21)

∂x12
=

∂(G2
12 −G2

21)

∂x22
,

откуда имеем
F 1
12 − F 1

21 = ai(xj) · x1i , G2
12 −G2

21 = ai(xj) · x2i .
�

«Слоевые» составляющие xji/Δ, −xijk одинаковы для всех связностей; конкретная связность
выделяется выбором «базисных» составляющих a = a(xi), b = b(xi), c = c(xi), d = d(xi), u =
u(xi), v = v(xi), ξ = ξ(xi), η = η(xi), α = α(xi), β = β(xi). Таким образом, компоненты Γi

jk

объекта связности, как дифференциально-геометрической структуры расслоения реперов второго
порядка, существенно зависят от функций a, d, u, v, ξ, η, α, β, выражающихся через базисные
координаты xj.
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Согласно основной теореме тензорного анализа, доказанным леммам и теореме можно заклю-
чить, что компоненты Γi

jk (i, j, k = 1, . . . ,m) имеют аналогичную структуру и зависят от m3

функций базисных переменных xi.

Следствие 1. Равенства F 1
22(x

i, x1s) = 0, G2
11(x

i, x2s) = 0 выделяют класс аффинных связно-

стей
◦
Γi
jk =

◦
γijk − xijk (i, j, k, . . . = 1, 2) с тензором деформации следующего вида:

◦
γ122 = 0,

◦
γ1
12 =

ai + ξi

2
· x

1
i

Δ
,

◦
γ121 =

−ai + ξi

2
· x

1
i

Δ
,

◦
γ222 =

◦
γ112 +

◦
γ121 = ξi · x

1
i

Δ
,

◦
γ211 = 0,

◦
γ2
12 =

ai − ξi

2
· x

2
i

Δ
,

◦
γ221 =

−ai − ξi

2
· x

2
i

Δ
,

◦
γ111 =

◦
γ212 +

◦
γ221 = −ξi

x2i
Δ

,

где Δ = det(xij); a
i = ai(xj), ξi = ξi(xj).

Все связности класса
◦
Γi
jk имеют вид

◦
Γ1
22 = −x122,

◦
Γ2
11 = −x211,

◦
Γ1
12 =

ai(xj) + ξi(xj)

2
· x

1
i

Δ
− x112,

◦
Γ1
21 =

−ai(xj) + ξi(xj)

2
· x

1
i

Δ
− x121,

◦
Γ2
22 = ξi(xj) · x

1
i

Δ
− x222,

◦
Γ2
12 =

ai(xj)− ξi(xj)

2
· x

2
i

Δ
− x212,

◦
Γ2
21 =

−ai(xj)− ξi(xj)

2
· x

2
i

Δ
− x221,

◦
Γ1
11 = −ξi(xj) · x

2
i

Δ
− x111;

их «слоевые» составляющие xji/Δ, −xijk одинаковы для всех связностей этого класса; конкретная
связность данного класса выделяется выбором «базисных» составляющих ai(xj), ξi(xj).

Следствие 2. Если функции ai(xj) равны нулю, то в классе
◦
Γi
jk выделяется семейство сим-

метричных аффинных связностей, зависящих от функций ξi(xj), с тензором деформации

◦◦
γ 1
22 = 0, 2

◦◦
γ 1
12 = 2

◦◦
γ 1
21 =

◦◦
γ 2
22 =

◦◦
γ 1
12 +

◦◦
γ 1
21 = ξi(xj) · x

1
i

Δ
,

◦◦
γ 2
11 = 0, 2

◦◦
γ 2
12 = 2

◦◦
γ 2
21 =

◦◦
γ 1
11 =

◦◦
γ 2
12 +

◦◦
γ 2
21 = −ξi(xj) · x

2
i

Δ
.

Кривизна этой связности равна нулю тогда и только тогда, когда функции ξi(xj) равны ну-
лю. Следовательно, единственной плоской связностью этого семейства является каноническая
плоская связность с тензором деформации γijk = 0.

5. Структура тензора кручения аффинной связности в расслоении линейных репе-
ров. Рассматривая разность компонент тензора деформации γ112, γ121 и γ212, γ221 (19) с учетом (20)
или решая дифференциальные уравнения (7) на X2, i, j, k, . . . = 1, 2, приходим к тому, что две
компоненты тензора кручения T i

jk существенно зависят от двух функций aj с базисными коор-
динатами xk, т.е. справедлива следующая теорема.

Теорема 2 (см. [15]). Тензор кручения T i
jk (i, j, k, . . . = 1, 2) аффинной связности, заданной

в расслоении линейных реперов над двумерным многообразием X2, в общем случае имеет вид

T i
12 = aj · x

i
j

Δ
,

где Δ = det(xij), функции aj = aj(xk) образуют относительный вектор веса 1.

Решая дифференциальные уравнения (7) при i, j, k, . . . = 1, 2, 3, можно показать, что девять
компонент тензора кручения T i

jk существенно зависят от девяти функций aj, bk, cj базисных
координат xk, т.е. справедлива следующая теорема.
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Теорема 3. Тензор кручения T i
jk (i, j, k, . . . = 1, 2, 3) аффинной связности, заданной в рассло-

ении линейных реперов над трехмерным многообразием X3, в общем случае имеет вид

T i
12 =

1

Δ
(ajxij · bkx3k + cjx3j ),

T i
31 =

1

Δ
(ajxij · bkx2k + cjx2j ),

T i
23 =

1

Δ
(ajxij · bkx1k + cjx1j ),

где Δ = det(xij), a
j = aj(xk), bk = bk(xl), cj = cj(xk).

«Слоевые» составляющие xij/Δ кручения T i
jk одинаковы для любой связности; кручение кон-

кретной связности определяется «базисными» составляющими ai(xj), bi(xj), ci(xj).
Известно, что пространства нулевой кривизны характеризуются существованием m незави-

симых полей абсолютно параллельных векторов или ковекторов (см. [12, с. 134]). Рассмотрим
в касательном пространстве TXm новый базис {ui}, векторы (векторные поля) которого раскла-
дываются в исходном базисе {εi} по формуле ui = f j

i εj , причем функции f i
j = f i

j(x
k, xls) образуют

невырожденную матрицу, т.е. det(f i
j) �= 0. При дифференцировании векторов ui получим

dui = (df j
i + fk

i ω
j
k)εj + f j

i εjkω
k.

Если функции f i
j удовлетворяют уравнениям

df i
j + fk

j ω
i
k = f i

j,kω
k, (21)

то каждый из векторов ui относительно инвариантен (неподвижен при фиксации точки), а их
смещения определяются уравнениями dui = ui,kω

k, где введено обозначение

ui,k = f j
i,kεj + f j

i εjk. (22)

Таким образом, объект f = (f i
j), удовлетворяющий уравнениям (21), представляет собой m векто-

ров (f i
1, . . . , f

i
m), в совокупности образующих невырожденный объект. Из уравнений (21) следует,

что
df i

j(εk) = f i
j,lω

l(εk)− f l
jω

i
l(εk) = f i

j,k + f l
jx

i
lk.

Учитывая равенства
∂εkf

i
j = εk(f

i
j) = df i

j(εk),

получим
∂εkf

i
j = f i

j,k + f l
jx

i
lk. (23)

Значит, пфаффовы производные f ′ = (f i
j,k) имеют вид

f i
j,k = ∂εkf

i
j − f l

jx
i
lk. (24)

Переходя в уравнениях (21) к натуральному кобазису, находим частные производные

∂kf
i
j = f l

jx
i
lsx

s
k + xlkf

i
j,l, ∂l

kf
i
j = δikf

s
j
∗
xls. (25)

Пфаффовы производные f i
j,k объекта f i

j удовлетворяют сравнениям Δf j
i,k+f l

iω
j
lk ≡ 0 (mod ω)j .

Для обратного тензора
∗
f i
j (f i

k

∗
fk
j = δij) справедливы сравнения d

∗
f i
j −

∗
f i
kω

k
j ≡ 0.

Заменяя в уравнениях (21) слоевые формы ωi
k на формы связности ω̃i

k = ωi
k − Γi

klω
l, получим

∇f i
j = ωk∇kf

i
j (см. [6, с. 65]), где ∇f i

j = df i
j + fk

j ω̃
i
k —ковариантный дифференциал,

∇kf
i
j = f i

j,k − f l
jΓ

i
lk — (26)

ковариантные производные невырожденного тензора f i
j .

Замечание 1. 1. Выражение (26) представляет собой ковариантные производные для m кон-
травариантных (т.е. одноиндексных) тензоров, поэтому оно содержит одно слагаемое с компо-
нентами связности Γ.
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2. Если вместо форм связности ω̃i
k = ωi

k − Γi
klω

l рассматривать формы связности с плюсом
ω̃i
k = ωi

k+Γi
klω

l, то выражение (26) совпадет с классическим выражением ковариантных произ-
водных вектора, где второе слагаемое с плюсом (см., например, [18]). В традиционном задании
связности методом Лаптева формы связности задаются в виде разности слоевых форм и ли-
нейной комбинации базисных форм (см., например, [10, с. 166]).

Внешний дифференциал от ковариантных дифференциалов ∇f i
j приведем к виду

D(∇f i
j) = ∇fk

j ∧ ωi
k +

1

2
fk
j R

i
klsω

l ∧ ωs. (27)

Ковариантные производные ∇kf
i
j образуют тензор, его обращение в нуль инвариантно и зада-

ет абсолютный параллелизм векторов ui. Равенство нулю ковариантных производных ∇kf
i
j (26)

эквивалентно соотношению f j
i,k = f l

iΓ
j
lk. Учитывая невырожденность коэффициентов f l

i , из по-
следнего соотношения можно найти выражение объекта связности Γi

jk = Γi
jk(f, f

′) через тензор

f = (f i
j) и его пфаффовы производные f ′ = (f i

j,k): Γ
i
jk =

∗
f l
jf

i
l,k. При этом векторы ui перено-

сятся абсолютно параллельно в связности Γi
jk, значит, связность является плоской, т.е. Ri

kls = 0.
Тогда (27) упрощается и принимает вид D(∇f i

j) = ∇fk
j ∧ ωi

k. Будем обозначать эту плоскую

связность
f

Γi
jk, т.е.

f

Γi
jk = f i

l,k

∗
f l
j , (28)

а с учетом (24)
f

Γi
jk =

∗
f l
j∂εkf

i
l − xijk.

Учитывая выражение (9) для горизонтальных векторов, из (22) получим

ui,k = f j
i ε̃jk +

(
f j
i,k − f l

i

f

Γj
lk

)
εj .

Относительно плоской связности
f

Γl
jk (28) пфаффовы производные ui,k векторов ui нового репера

линейно выражаются через горизонтальные векторы ε̃jk связности
f

Γl
jk, т.е. ui,k = f j

i ε̃jk ∈ HT 2Xm.

При этом dui = f j
i ε̃jkω

k, т.е. векторы ui переносятся параллельно в связности
f

Γi
jk, если они

смещаются в горизонтальном подпространстве HT 2Xm.
Таким образом, невырожденный тензор f i

j , удовлетворяющий уравнениям (21), порождает объ-

ект
f

Γi
jk (28) плоской связности.

Обратно, если связность является плоской, то векторы ui переносятся абсолютно параллельно,
ковариантные производные (26) равны нулю, а объект связности выражается по формуле (28),
т.е. объект связности порождается невырожденным тензором f i

j .

Замечание 2. Если f i
j = xij , то, сравнивая (21) с dxij , получим f i

j,k = −xilkx
l
j. Тогда из (28)

следует, что
f

Γi
jk = −xijk является объектом канонической плоской связности.

Замечание 3. В [23] эта задача была решена чисто аналитически: набор тензоров f i
j со спе-

циальными полями
df i

j + fk
j ω

i
k = f l

jΓ
i
lkω

k (det(f i
j) �= 0)

позволяет построить объект плоской связности Γi
lk, т.е. аффинная связность, порожденная пфаф-

фовыми производными этого специального невырожденного тензора, является плоской.

Подставляя (28) в (23), получим

∂εlf
i
j = fk

j (
f

Γi
kl + xikl). (29)



О СТРОЕНИИ АФФИННОЙ СВЯЗНОСТИ И ЕЕ ТЕНЗОРА КРУЧЕНИЯ 109

Используя объект деформации f
γikl =

f

Γi
kl + xikl связности

f

Γi
kl, выражение (29) запишем в виде

∂εlf
i
j = fk

j
f
γikl, откуда деформация f

γijk связности
f

Γi
jk выражается по формуле

f
γijk =

∗
f l
j∂εkf

i
l ,

или подробно
f
γijk =

∗
fs
j
∗
xlk∂lf

i
s. (30)

Подставляя (30) в выражения (8) для кручения и кривизны, получим
f

T i
jk =

f
γi[jk] =

∗
f s
[j
∗
xlk]∂lf

i
s =

∗
fs
[j∂εk]f

i
s,

f

Ri
jkl = 0.

Симметрия и несимметрия объекта связности не связана с симметрией или несимметрией слоевых
координат xijk.

Таким образом, доказана следующая

Теорема 4. Невырожденный тензор f i
j , удовлетворяющий уравнениям (21) и определяющий

m линейно независимых абсолютно параллельных векторных полей ui = f j
i εj , порождает тен-

зор деформации f
γijk (30) несимметрической плоской связности

f

Γi
jk =

f
γijk − xijk в расслоении

L(Xm) с объектом
f

Γi
jk = −xijk +

∗
f s
j
∗
xlk∂lf

i
s,

имеющим кручение
f

T i
jk =

∗
fs
[j
∗
xlk]∂lf

i
s.

Аналогично можно рассматривать абсолютно параллельные ковекторные поля θi = f i
jω

j для
плоской аффинной связности.

Рассмотрим плоскую аффинную связность, заданную не в расслоении линейных реперов
L(Xm), а на самом многообразии Xm. При таком рассмотрении компоненты объекта связно-
сти зависят от локальных координат xi, а величины xik, x

i
jk — это матрицы частных производных

преобразования xi = xi(yj). Возьмем m тензоров (f i
1, . . . , f

i
m), в совокупности образующих невы-

рожденный объект f = (f i
j) (det(f i

j) �= 0) со следующим законом преобразования при переходе
к новым координатам:

f̄ i
j = fk

j
∗
xik, f i

j = f̄k
j x

i
k, (31)

при этом f i
j = f i

j(x
k). Дифференцируя выражение (31)2 по xkl , получим

∂l
kf

i
j = f̄ s

j ∂
l
kx

i
s = f t

j
∗
xstδ

l
sδ

i
k = δikf

t
j
∗
xlt,

что совпадает с (25)2. Из (31)2 выразим
∗
f̄ i
j = xkj

∗
f i
k.

Рассмотрим объект (ср. [12, с. 135]) F i
jk =

∗
f l
j
∂f i

l

∂xk . Преобразуя F̄ i
jk =

∗
f̄ l
j
∂f̄ i

l

∂yk
, получим закон,

аналогичный закону для компонент связности (см. [23]; [22, с. 246]):

F̄ i
jk = xpjx

t
kF

s
pt

∗
xis − xpjk

∗
xip,

причем ∗
xist = −∗

xipx
p
rq

∗
xrs

∗
xqt (см., например, [22, с. 154]).

Абсолютно параллельные ковекторные поля θi = f i
jω

j порождают плоскую связность, но не
симметрическую. Для задания плоской и симметрической связности рассмотрим формы

dsi = si,jω
j, (32)

где si = si(xj)—функции базисных координат xi, причем det(si,j) �= 0; s = (si) = (s1, . . . , sm)—
набор функций. Выражение на пфаффовы (обобщенные) производные si,j имеют вид

si,j =
∗
xkj ∂ks

i. (33)
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Равенство (33) можно записать иначе si,j = ∂εjs
i, где ∂εjs

i = εj(s
i) = dsi(εj). Продолжая (32),

получим уравнения на производные si,j

dsi,j − si,kω
k
j = si,jkω

k (si,jk = si,kj). (34)

Действуя формами dsi = si,jω
j на векторы ui = f j

i εj , получим dsi(uj) = si,kω
k(f l

jεl) = si,kf
k
j .

Кобазис {dsi} сопряжен базису {ui}, если si,kf
k
j = δij , т.е. s

i
,k =

∗
fk
i . Тогда из (33) находим

∗
si,j = xik

∂xk

∂sj
. (35)

Пусть ковекторы dsi (32) переносятся абсолютно параллельно. Из уравнений (34) следует, что
ковариантные производные объекта si,j в связности Γi

jk имеют вид ∇ks
i
,j = si,jk + si,lΓ

l
jk и обраща-

ются в нуль, если si,jk = −si,lΓ
l
jk, т.е. Γ

i
jk = −∗

si,ls
l
,jk. Поскольку ковариантные производные ∇ks

i
,j

равны нулю, а пфаффовы производные sl,jk симметричны, то кривизна и кручение этой связности

равны нулю. Обозначим ее объект
fs

Γ i
lk, т.е.

fs

Γ i
lk = −∗

si,ls
l
,jk. (36)

Из уравнений (34) следует, что dsi,j(εk) = si,jk−si,lx
l
jk, т.е. ∂εks

i
,j = si,jk−si,lx

l
jk. Значит, пфаффовы

производные si,jk имеют вид

si,jk = ∂εks
i
,j + si,lx

l
jk. (37)

Из соотношений (36), (37) получим, что si,l(
fs

Γ i
lk + xljk) = −∂εks

i
,j, откуда для деформации fs

γ i
jk

связности
fs

Γ i
lk (36) имеем

fs
γ i
jk = −∗

si,l∂εks
l
,j,

а с учетом (35) получим симметричную деформацию

fs
γ i
jk = −xit

∂xt

∂sl
∗
xpj

∗
xqk∂pqs

l.

Таким образом, верно следующее утверждение.

Теорема 5. Набор m линейно независимых абсолютно параллельных форм dsi(xj) (32) по-
рождают тензор деформации fs

γ i
jk = −xit

∂xt

∂sl
∗
xpj

∗
xqk∂pqs

l симметрической плоской аффинной связ-

ности
fs

Γ i
jk =

fs
γ i
jk − xijk в расслоении L(Xm) с объектом

fs

Γ i
jk = −xijk − xit

∂xt

∂sl
∗
xpj

∗
xqk∂pqs

l.

Если объект аффинной связности строится в результате двукратного вычисления пфаффовых
производных объекта si, то кривизна и кручение этой связности равны нулю.

Если наборы {dsi}, {ui} сопряжены, т.е. si,k =
∗
f i
k, то γijk = −f i

l ∂εk
∗
f l
j . Учитывая δij = f i

k

∗
fk
j ,

получим γijk =
∗
f l
j∂εkf

i
l , что совпадает с уравнениями (21). Но там f i

j не являются производными,
а в данном случае si,j — это пфаффовы производные.

Замечание 4. Если si = xi, то si,j =
∗
xij, а связность

fs

Γ i
jk = −xijk является канонической

плоской связностью
c
Γi
jk (см. [23]).
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Обратимся снова к связности, заданной на многообразии Xm, а не в расслоении реперов L(Xm).
Рассмотрим формы dsi = si,jdx

j , где si = si(xj)—функции базисных координат xj , si,j = ∂js
i,

причем det(si,j) �= 0. Поскольку s = (si) = (s1, . . . , sm)—набор функций, то набор их градиентов
si,j образует набор ковариантных тензоров, для которых ковариантные производные имеют вид
∇ks

i
,j = ∂ks

i
,j−si,lΓ

l
jk. Обращение их в нуль дает si,lΓ

l
jk = ∂ks

i
,j, откуда Γi

jk = ∂xi

∂st
∂st

∂xj∂xk . Этот объект
удовлетворяет уравнениям для компонент объекта связности; он симметричен и его кривизна
равна нулю. Таким образом, справедлива

Теорема 6. Объект

Γi
jk =

∂xi

∂st
∂st

∂xj∂xk
,

порожденный функциями si = si(xj), det(∂ksi) �= 0, является объектом симметрической плос-
кой аффинной связности на многообразии, т.е. m линейно независимых абсолютно параллель-
ных форм dsi = ∂ks

idxj порождают объект симметрической и плоской аффинной связности на
многообразии Xm.
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