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Аннотация. В работе излагаются базисные факты теории Винберга однородных выпуклых ко-
нусов, прежде всего специальных конусов Винберга, ассоциированных с клиффордовыми моду-
лями, и их обобщению. Кратко рассмотрены приложения теории конусов к дифференциальной
геометрии, физике (включая супегравитацию), информационной геометрии, выпуклому програм-
мированию и дифференциальным уравнениям.
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Abstract. In this paper, we present basic facts of Vinberg’s theory of homogeneous convex cones,
primarily the special Vinberg cones associated with Clifford modules, and their generalization.
Applications of the cone theory to differential geometry, physics (including supergravity), information
geometry, convex programming, and differential equations are briefly discussed.
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1. Введение. Выпуклым конусом называется выпуклая область V векторного пространства
V = R

n, инвариантная относительно растяжений (R+V = V). Конус называется однородным,
если группа автоморфизмов

Aut(V) = {A ∈ GL(V ), AV = V}
действует на нем транзитивно. Тогда V = Aut(V )/K и существует просто транзитивная треуголь-
ная подгруппа G ⊂ Aut(V ). Э. Б. Винберг развил дифференциальную геометрию выпуклого
конуса, в частности, определил выпуклую вместе с логарифмом характеристическую функцию
Винберга ϕ, которая характеризует конус и играет исключительно важную роль в приложениях.
Достаточно сказать, что в Интернете словосочетание «Vinberg characteristic function» упомина-
ется 680000 раз. В выпуклом программирований характеристическая функция используется как
барьерная функция (А. С. Немировский, Ю. Е. Нестеров). Гессиан характеристической функ-
ции является (канонической) римановой метрикой и таким образом конус является римановым
многообразием.
Геометрия конуса допускает интерпретацию в рамках информационной геометрии Ченцова—

Амари как геометрии одного из самых важных классов статистических многообразий — экспо-
ненциальных семейств. При этом каноническая метрика есть метрика Фишера—Рао экспоненци-
ального семейства.
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Описание широкого класса выпуклых конусов имеет большой интерес для приложений. В на-
чале 1960-х гг. Винберг явно описал все однородные самосопряженные неразложимые выпуклые
конусы как конусы положительно определенных эрмитовых матриц в пространстве эрмитовых
матриц Hermn(K) над алгеброй с делением K = R,C,H,O.
Обобщая этот результат, он определил понятие матричной Т-алгебры A как неассоциативной

алгебры матриц X =
∥
∥xij

∥
∥ порядка n, с вещественными диагональными элементами xii ∈ R,

и недиагональными элементами xij ∈ Vij , которые принадлежат различным евклидовым про-
странствам Vij, причем Vji = V ∗

ij . Для определения матричного умножения требуется задать
билинейные отображения

βijk : Vij × Vjk → Vik, (xij, xjk) → xij · xjk,
удовлетворяющие ряду аксиом. Важнейшей аксиомой является требование, чтобы при i < j < k
отображение βijk было изометрическим.
Билинейное отображения β : V×U →W евклидовых пространств называется изометрическим,

если
|u · v| = |u||v|, ∀u ∈ U, v ∈ V.

Такие отображения известны только в двух случаях:
(i) если dimU = dimV = dimW (очень специальное изометрическое отображение) и
(ii) если dimU = dimW (специальное изометрическое отображение).
Очень специальное отображение определяет (если отождествить U , W с V ) в пространстве

V структуру евклидовой алгебры Гурвица, которая по теореме Гурвица (A. Hurwitz, 1898) изо-
морфна R, C, H или O.
Специальное изометрическое отображение V × U → W определяет в Z2-градуированном про-

странстве S = S0 + S1 := U +W структуру Z2 градуированного модуля над Z2 градуированной
алгеброй Клиффорда Cl(V ) = Cl0(V )+Cl1(V ) и обратно любой Z2 градуированный клиффордов
модуль S = S0 + S1 вместе с допустимой евклидовой метрикой gS = 〈·, ·〉, такой, что 〈S0, S1〉 = 0,
gS(μvs, s) = 0 (где μv : s 	→ v · s—клиффордово умножение) задает специальное изометрическое
отображение.
Градуированные модули клиффорда S = S0 + S1 над любой клифордовой алгеброй Cl(Rp,q)

классифицированны M. F. Atiyah, R. Bott, A. Shapiro (1966), а допустимые псевдоримановы
метрики — в совместной работе с V.Cortés (1997).
Явная классификация Т-алгебр Винберга и однородных выпуклых конусов известна только

в двух случаях: когда конус самосопряжен и когда T-алгебра есть специальная Т-алгебра Вин-
берга ранга 3, ассоциированная с метрическим клиффордовым модулем.
Оказывается, что последняя конструкция обобщается на индефинитый случай [5], когда gS

есть псевдоевклидова допустимая метрика в градуированном клиффордовом модуле S = S0 +
S1 над произвольной алгеброй Клиффорда Cl(Rp,q). Мы изложим эту конструкцию и кратко
рассмотрим применения однородных конусов к супергравитации, информационной геометрии
и других дисциплинах.

2. Базовые факты теории выпуклых конусов. Под выпуклым конусом мы будем пони-
мать открытый выпуклый конус V векторного пространтсва V 
 R

m, не содержащий прямых.
Прямое произведение V = V1 × V2 ⊂ V1 × V2 двух выпуклых конусов V1 ⊂ V1, V2 ⊂ V2 есть

выпуклый конус.

Определение 1. Выпуклый конус называется неприводимым, если он не разлагается в про-
изведение двух выпуклых конусов.

Пусть V ⊂ V — выпуклый конус и Aut(V) ⊂ GL(V )— его группа автоморфизмов.

Определение 2.
1. Сопряженный конус V∗ в сопряженном пространстве V ∗ определяется как выпуклый конус

V∗ = {x′ ∈ V ∗, x′(y) > 0 ∀y ∈ V}
линейных форм, положительных на V.
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2. Конус называется самосопряженным, если при отождествлении V c V ∗ с помощью некоторой
евклидовой метрики V = V∗.

3. Характеристическая функция ϕ выпуклого конуса задается формулой

ϕ(x) =

∫

V∗

e−(x′,x)dξ′, x ∈ V, x′i ∈ V∗,

где dx′ —форма объема пространства V ∗ = R
n.

4. Гессиан g = ∂2 logϕ определяет каноническую риманову метрику в конусе, инвариантную
относительно группы Aut(V) ⊂ GL(V ) автоморфизмов.

5. Поверхность уровня S := {x ∈ V, ϕ(x) = 1} называется характеристической (или детерми-
нантной) гиперповерхностью.

6. Конус V называется однородным, если группа Aut(V) действует на нем транзитивно.
В этом случае характеристические гиперповерхности Sr := rS, r > 0 являются орбитами уни-

модулярной (нормальной) подгруппы Aut(V)o группы Aut(V).
Предложение 1 (Э. Б. Винберг).
1. Характеристическая функция ϕ есть гладкая положительная функция в конусе V, неогра-

ниченно возрастающая при приближении к границе.
2. Функции ϕ и lnϕ являются выпуклыми.
3. Функция lnϕ является Aut(V)-инвариантом, а ϕ— относительным инвариантом:

ϕ(Ax) =
1

detA
ϕ(x), A ∈ G(V).

В частности, ϕ(λx) = λ−nϕ(x), λ > 0.
4. Пусть x = rx0, x0 ∈ S. Тогда гиперповерхность Sr := rS = {ϕ(x) = r−n} содержит x

и имеет касательное пространство

TxSr = Πnx∗ = {y ∈ V, (x∗, y) = n}.
В частности, x∗ ∈ V∗ и (x∗, x) = n. Более того, ковектор

x∗ =
∫

V∗

e(x
′,x)x′dx′

/∫

V∗

e(x,x
′)dx′ =

∫

V∗∩Πn
x

x′dx′
/ ∫

V∗∩Πn
x

dx′

является центром тяжести сечения сопряженного конуса V∗ гиперплоскостью

Πnx = {x′ ∈ V ∗, (x, x′) = n}.
5. Отображение x 	→ x∗ есть диффеоморфизм конуса V на конус V∗.

Каждая точка x′ сопряженного конуса определяет плотность вероятностной меры

px′(x) =
e(−x′,x)

ϕ(x)
.

Таким образом, сопряженный конус отождествляется с семейством вероятностных мер в V.
Предложение 2 (Э. Б. Винберг). Если выпуклый конус V однороден, то сопряженный конус

V∗ тоже однороден, и справедливы следующие утверждения:
1. Отображение ∗ : V → V∗ инволютивно: (x∗)∗ = x и ϕ(x) · ϕ(x∗) = const.
2. Пусть

xmin = rx0 =

∫

V∩Π
e(x

′,x)xdx′
/ ∫

V∩Π
e(x

′,x)dx, x0 ∈ S

есть центр тяжести сечения конуса V некоторой гиперплоскостью Π. Тогда гиперплос-
кость Π касается поверхности уровня ϕ = const в центре тяжести xmin гиперплоского
сечения Π ∩ V и xmin есть (единственная) точка минимума функции ϕ в Π ∩ V. Иначе
говоря,

Π = Txmin
(Sr) = Πnx∗min

, xmin = rx0, x0 ∈ S.
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3. Клиффордовы алгебры и клиффордовы модули.

Определение 3. Алгебру Клиффорда псевдоевклидова пространств (V = R
p,q, 〈·, ·〉) мож-

но определить как ассоциативную алгебру Cl(V ) с единицей, порожденную пространством V
и соотношениями u · v + v · u = −2〈u, v〉1. Векторное пространство Cl(V ) естественным образом
отождествляется с внешней алгеброй Λ(V ).

Базис (ei) пространства V порождает базис алгебры Клиффорда:

ei1...ik = ei1 · ei2 . . . · eik−1
· eik , i1 < . . . < ik, k = 0, 1, . . . , n.

Алгебра Клиффорда допускает Z2 градуировку Cl(V ) = Cl0(V ) + Cl1(V ), где Cl0(V ) (соответ-
ственно, Cl1(V )) порождаются мономами четной (соответственно, нечетной) степени.

3.1. Классификация алгебр Клиффорда. Алгебра Клиффорда Cl(V ) имеет размерность 2n,
n = p+ q, а ее четная подалгебра Cl0V —размерность 2n−1. Обе эти алгебры изоморфны либо
матричной алгебре K(N) некоторого порядка N , где K = R,C или H— алгебра с делением, либо
прямой сумме 2K(N) двух таких алгебр.

Определение 4. Говорят, что алгебра Clp,q имеет тип t(Clp,q) = rK, r = 1, 2, если она изо-
морфна алгебре rK(N). Градуированный тип определяется как пара

(r0K
′rK) =

(

t(Cl0(V )), t(Cl(V ))
)

.

Градуированный тип алгебры Клиффорда зависит только от сигнатуры s = p − q по модулю
8 и указан в следующей таблице (см. [5]).

s 1 2 3 4 5 6 7 8

t(s) R,C C,H H, 2H 2H,H H,C C,H R, 2R 2R,R

3.2. Метрические модули Клиффорда. Напомним, что любое представление матричной алгебры
K(N) есть прямая сумма kK(N) несколькиъ копий тавтологического неприводимого представле-
ния.
Алгебра 2K(N) имеет два неприводимых представления, определяемые проекцией на первое

и второе слагаемое.
Это дает классификацию клиффордовых Cl(V )-модулей: любой Cl(V )-модуль является пря-

мой суммой неприводимых и имеется ровно один клиффордов модуль Sp,q, если s := p − q ≡
1, 2, 4, 5, 6, 8 (mod 8) и два неприводимых модуля Sp,q, S′

p,q, если s ≡ 3, 7 (mod 8).
Z2-Градуированные (неприводимые) Cl(V )-модули находятся во взаимно-однозначном сответ-

ствии с (неприводимыми) Cl0(V )-модулями, см. [11]. Градуированному Cl(V ) модулю S = S0+S1
отвечает Cl0(V ) модуль S0. Обратно, Cl0(V ) модуль S0 однозначно продолжается до Z2 градуи-
рованного Cl(V ) модуля

S = S0 + S1 := Cl(V )⊗Cl0(V ) S
0.

Определение 5. Z2-градуированный Cl(V )-модуль S = S0+S1 называется метрическим, если
он снабжен псевдоевклидовой метрикой gS = 〈·, ·〉 для которой операторы клиффордова умноже-
ния

μv : s 	→ v · s, v ∈ V, s ∈ S,

кососимметричны (〈s · v, v〉 = 0). Если метрики gV , gS евклидовы, то говорят, что клиффордов
модуль евклидов.

Клиффордово умножение μ : V × S → S для метрического клиффордова модуля есть изомет-
рическое отображение, т.е.

|v · s|2 := 〈v · s, v · s〉 = |v|2 · |s|2 := 〈v, v〉〈s, s〉.
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3.3. Спинорная группа и ее спинорное представление. Спинорной группой Spin(V ) = Spinp,q
называется связная группа обратимых элементов алгебры Cl0(V ), порожденная произведениями
v1 · v2 · . . . v2k четного числа элементов vi ∈ V c квадратом v2i = ±1. Естественное представления
группа Spin(V ) ⊂ Cl0(V ) в пространствах S0, S1 называются спинорными представлениями.
Группа Spin(V ) также действует присоединенным представлением

Adg v = g · v · g−1, g ∈ Spin(V ), v ∈ V

в пространстве V с ядром Z2 = {±1} и таким образом AdSpin(V ) = SO(V ) 
 Spin(V )/(±1).

4. Специальные псевдоевклидовы однородные конусы.

4.1. Определения. Специальная Т-алгебра Винберга A = A(S), ассоциированная с метрическим
Cl(V )-модулем S состоит из матриц вида

X =
∥
∥xij

∥
∥ =

⎛

⎝

x1 X3 X2

X ′
3 x2 X1

X ′
2 X ′

1 x3

⎞

⎠ =

⎛

⎝

x1 v s1
v′ x2 s0
s′1 s′0 x3

⎞

⎠ ,

где xi ∈ R,

X3 = v ∈ V, X1 = s0 ∈ S0, X2 = s1 ∈ S1

X ′
3 = v′ ∈ V ∗, X ′

1 = s′0 ∈ S∗
0 , X ′

2 = s′1 ∈ S1.

В пространстве A определяется инволюция

� : A � X =
∥
∥xij

∥
∥ 	→ X∗ =

∥
∥x∗ij

∥
∥

где x∗ij = g ◦ xji— сопряженный элемент к xji.
Матричное умножение верхне (и нижне) треугольных матриц определяется клиффордовым

умножением
x12 · x23 = X3 ·X1 = v · s0 ∈ S1

и умножением чисел на векторы и спиноры. Остальные умножения матричных элементов одно-
значно определяются двумя условиями:

(i) ассоциативность произведений вида

xij · xjk · xki ∈ R;

(ii) условием (xij · xjk)∗ = x∗jk · x∗ij, означающим, что отображение X → X∗ есть антиавтомор-
физм алгебры A.

Обозначим через H = {X ∈ F , X∗ = X} подпространство эрмитовых матриц вида

X =

⎛

⎝

x1 X3 X2

X∗
3 x2 X1

X∗
2 X∗

1 x3

⎞

⎠ =

⎛

⎝

x1 v s1
v∗ x2 s0
s∗1 s∗0 x3

⎞

⎠ . (1)

Следующая теорема есть обобщение классического результата Э. Б. Винберга.

Теорема 1 (см. [1, 5]).
1. Специальная алгебра Винберга A(S) удовлетворяет всем аксиомам матричной T-алгеб-

ры Винберга за исключением аксиомы положительности метрики, которая выполняется
только если метрики gV , gS евклидовы.

2. Пространство H = {X ∈ A, X∗ = X} эрмитовых матриц есть неассоциативная алгебра
относительно йорданова умножения X ◦ Y = 1

2(X · Y + Y · X), а группа G = G(S) верх-
нетреугольных матриц с положительными элементами на диагонали есть разрешимая
связная односвязная группа Ли, которая действует в пространстве H. Орбита

V = G(Id) = {X = A ·A∗, A ∈ G}
единичной матрицы является однородным открытым конусом c просто транзитивным
действием группы G. Конус является выпуклым тогда и только тогда, когда gV , gS —
евклидовы метрики.
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Определение 6. Однородный конус V называется специальным конусом, ассоциированным
с метрическим клиффордовым модулем S.

Группа G состоит из матриц вида

A =

⎛

⎝

a11 a12 a13
0 a22 a23
0 0 a33

⎞

⎠ =

⎛

⎝

α1 a12 a13
0 α2 a23
0 0 α3

⎞

⎠ , (2)

где α1, α2, α3 > 0 и a12 ∈ V , a23 ∈ S0, a13 ∈ S1. Ее алгебра Ли g состоит из всех верхнетреугольных
матриц A и линейно действует в пространстве H эрмитовых матриц по формуле

A(X) = TAX := AX +XA∗, A ∈ g, X ∈ H.
Это действие интегрируется до действия (экспоненциальной) группы Ли G = {eA, A ∈ g}, зада-
ваемого формулой

eA(X) = exp(TA)X = X + TAX +
1

2!
T 2
AX +

1

3!
T 3
AX + . . . .

4.2. Свойства специального конуса Винберга. Пусть V = {X = AA∗, A ∈ G} ⊂ H— специаль-
ный конус Винберга. Так как группа G действует в конусе V просто транзитивно, метричные
элементы αi, a12, a23, a13 определяют (групповые) координаты в конусе (но не в пространстве
H). В обозначениях (1) определим, следуя Винбергу, однородные полиномы p3(X), p2(X), h(X),
p1(X) степени 1, 2, 4, 3 в пространстве эрмитовых матриц

p3(X) = x3, p2(X) = x2x3 − |X1|2, p1 = p3(X)h(X),

h(X) = x1x2x3 −
3∑

i=1

xi|Xi|2 + 2(X3 ·X1) ·X∗
2 .

Ограничение этих полиномов на конус в групповых координатах имеет вид

p3 = α2
3, p2 = (α2α3)

2, h = (α1α2α3)
2, p1 = α2

3h = (α1α2)
2α4

3.

Эти полиномы позволяют описать конус неравенствами и указать его характеристическую функ-
цию.

Теорема 2 (см. [5]). Конус V задается неравенствами pi(X) > 0, i = 1, 2, 3, а его характери-
стическая функция ϕ имеет вид

ϕ−1(X) = (α1α2)
2+n+Nα2+2N

3 = (α1α2α3)
2+n+NaN−n

3 ,

где n = dimV , N = dimS0 = dimS1.

Отметим, что при отождествлении сопряженного пространства H∗ c H с помощью метрики
g(X,Y ) = trXY , сопряженный конус V∗ задается неравенствами p∗i (X) > 0, i = 1, 2, 3, где сопря-
женные полиномы имеют вид

p∗3(X) = x1, p∗2(X) = x1x2 − |X3|2, p∗1(X) = p∗3(X)h∗(X)

и h∗(X) = h(X).

Определение 7. Кубическая функция h(X) = p1(X)
p3(X) = (α1α2α3)

2 называется кубическим
потенциалом конуса (или кубикой), а гиперповерхность V1 = {h(X) = 1} ⊂ V —детерминантной
гиперповерхностью.
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5. Применения в дифференциальной геометрии и супергравитации. Со специальным
однородным конусом V ⊂ H (ассоциированным с евклидовым клиффордовым модулем) можно
связать ряд важных однородных римановых многообразий, прежде всего однородное специальное
аффинное кэлерово многообразие M и однородное специальное проективное кэлерово многооб-
разие, а также специальное гиперкэлерово многообразие и специальное кватернионно кэлерово
многообразие с отрицательной кривизной Риччи. Соответствующие конструкции были впервые
предложены физиками Де Витом и Ван Пройеном [17] и называются (аффинным и проективным)
r-отображениями и c-отображениями. Из работы [4] следует, что специальные кватернионно кэле-
ровы многообразия, ассоциированные со специальными конусами Винберга, исчерпываются все
кватернионно кэлеровы многобразия, допускающие транзитивную разрешимую группу изомет-
рий.

5.1. Аффинные и проективные специальные кэлеровы многообразия. Пусть V ⊂ V = R
n+1—

специальный однородный конус и H = V1 = {h(x) = 1}— его детерминантная гиперповерхность.
Гессианова метрика gV = −∂2h(x) имеет сигнатуру (n, 1), a ее ограничение gH наH есть риманова
метрика.

Определение 8.
1. (Аффинное) специальное (псевдо)кэлерово многобразие есть (псевдо)кэлерово многообразие

(M,g, J, ω), снабженное плоской связностью (без кручения) ∇, которая сохраняет кэлерову
форму ω (∇ω = 0) и удовлетворяет условию

(∇XJ)Y = (∇Y J)X, X, Y ∈ TM.

2. Многообразие (M,g, J, ω) называется коническим, если задано такое поле ξ гомотетий (Lξg =
cg), что
(a) ∇ξ = ∇gξ = id, где ∇g — связность Леви-Чивиты;
(b) Метрика g положительно определена на D := span(ξ, Jξ) и отрицательно определена на

D⊥;
(c) Коммутирующие голоморфные векторные поля (ξ, Jξ) порождают свободное голоморф-

ное действие группы C
∗ = {ρeiθ} = {exp tξ · exp θJξ}, где eiθ = exp θJξ есть группа

гомотетий.

Если (M,g, J, ω, ξ)— такое коническое специальное многообразие, то на факторпространстве
M̄ = M/C∗ индуцируется кэлерова структура (ḡ, J̄), и кэлерово многообразие (M̄, ḡ, J̄) назы-
вается проективным специальным кэлеровым многообразием. Простейшим примером этой кон-
струкции является метрика Фубини—Штуди на CPn = C

n+1/C∗.
Локально структура конического специального кэлерова многообразия M определяется одной

голоморфной функцией F (z) (препотенциалом), который в специальных конических голоморф-
ных координатах z = (zI), I = 0, 1, . . . , n является однородной функцией степени 2 (см. [16]).
Метрика дается формулой

gM = NIJdz
Idz̄J , NIJ(z, z̄) = 2 ImFIJ = 2 Im ∂zI∂zJF.

и имеет кэлеров потенциал gM |U = r2 = gM (ξ, ξ), где поле гомотетий

ξ = zI∂zI + z̄I∂z̄I .

5.2. Аффинное r-отображение. Аффинное r-отображение сопоставляет детерминантной гипер-
поверхности H специального однородного конуса однородное специальное кэлерово многообразие
(M,g, J, ω). Многообразие M = TH есть кокасательное расслоение детерминантной гиперповерх-
ности. Многообразие M = TH = EV1 есть касательное расслоение характеристической гиперпо-
верхности.
Плоская связность∇ определяет изоморфизм касательного пространства TvM в точке v ∈ TxV1

в прямую сумму вертикального подпространства T vert
v M 
 TxV1 и горизонтального подпростран-

ства H 
 TxV1 и тем самым изоморфизм TvM 
 TxV1 ⊕ TxV1. Это позволяет определить в M
структуру специального однородного кэлерова многообразия (см. [6]).
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5.3. Проективное r-отображение (см. [16]). Пусть V ⊂ R
n — специальный выпуклый однород-

ный конус с лоренцевой метрикой g = −∂2h(x) и H = V1— характеристическая гиперповерхность
с индуцированной метрикой (или очень специальное вещественной многообразие). Проективное
r-отображение сопоставляет многообразию (H, g|H) проективное специальное кэлерово многооб-
разие

M̄ := R
n + iV ⊂ C

n

с индуцированной комплексной структурой J и кэлеровой метрикой gM̄ , задаваемой в голоморф-
ных координатах Xμ := yμ + ixμ, μ = 1, . . . n кэлеровым потенциалом

K(X, X̄) = − log 8h(xμ), xμ = ReXμ.

Это многообразие является проективизацией конического аффинного специального кэлерова
многообразия (M,gM , JM , ξ), являющегося областью комплексного пространства C

n+1 = C× M̄ .
Многообразие M имеет вид

M = {z = z0(1,X), X ∈ M̄ = R
n + iV, z0 ∈ C}.

Его кэлерова структура задается следующими препотенциалом и полем гомотетий:

F (z0, . . . , zn) =
h(z1, . . . , zn)

z0
, ξ =

n∑

I=0

(zI∂zI + z̄I∂z̄I ).

5.4. c-Отображения.

Определение 9. Риманово 4n-мерное многообразие (M,g) называется гиперкэлеровым (со-
отв., кватернионно-кэлеровым), если его группа голономии Hol(M) содержмится в группе Sp(n)
(соответственно, Sp(1) · Sp(n)). Любое гиперкэлерово многообразие является кватернионно-кэле-
ровым и характеризуется как кватернионно-кэлерово многообразие с нулевой кривизной Риччи
или как риманово многообразие, обладающее тремя параллельными антикоммутирующими ком-
плексными структурами (∇Jα, α = 1, 2, 3) с J3 = J1J2.

Кватернионно-кэлеровы многообразия с ненулевой кривизной Риччи («собственные кватер-
нионно-кэлеровы многообразия») характеризуется как риманово многообразие, обладающее па-
ралллельной кватернионной структурой Q, т. е. параллельным подрасслоением Q ⊂ End(TM)
локально порожденным антикоммутирующими почти комплексными структурами J1, J2, J3. яв-
ляются неприводимыми многообразиями Эйнштейна.
С каждым собственным кватернионно-кэлеровым многообразием (N, g,Q) со скалярной кри-

визной sc �= 0 связывается (псевдориманово, если sc < 0) гиперкэлерово коническое многообразие
Ŝ, определяемое следующим образом.
Рассмотрим SO(3)-главное 3-сасакиево расслоение π : S → N , где слой Sx = π−1(x) состоит

из базисов s = (J1, J2, J3) пространства Qx, удовлетворяющих кватернионным соотношениям.
Связность Леви-Чивиты ∇g индуцирует связность в главном расслоении π : S →M . Пусть

θ = θ1 ⊗ e1 + θ2 ⊗ e2 + θ3 ⊗ e3 : TM → so(3)

— 1-форма этой связности, где (eα)— стандартный базис алгебры Ли so(3). Метрика g продол-
жается до (псевдо)римановой метрики

gS =
3∑

α=1

(θα)2 + π∗g

в S, которая называется 3-сасакиевой метрикой. Риманов конус (Ŝ, ĝS := dr2 + r2gS) является
гиперкэлеровым многообразием с группой гомотетий, порождаемой полем Эйлера ξ = r∂r и па-
раллельными комплексными структурами

Jα = g−1

Ŝ
◦ ω̂α,

где

ω̂α = −d
(
r2

2
θα

)
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— точные 2-формы на Ŝ. Такое многообразие Ŝ называется гиперкэлеровым конусом. ГруппаH =:

H
∗/Z2 = R

+ · SO(3) естественно действует на гиперкэлеровом конусе Ŝ и факторпространство
N = Ŝ/H есть кватернионно кэлерово многообразие.
Естественное расслоение Ŝ → M называется расслоением Свана (Andrew Swann), который

установил взаимно однозначное соответствие между собственными кватернионно кэлеровыми
многообразиями и гиперкэлеровыми конусами. Это соответствие сохраняется и для псевдорима-
новых кватернионно-кэлеровых многообразий M . Если M имеет сигнатуру (4k, 4), то соответ-
ствующий гиперкэлеров конус Ŝ имеет сигнатуру (4 + 4, 4k) (см. [8]).
Аффинное (или жесткое) c-отображение сопоставляет специальному аффинному кэлерову мно-

гообразию (M,g, J,∇) его кокасательное расслоение N = T ∗M с индуцированной гиперкэлеровой
структурой (gN , J1, J2, J3), которая строится с помощью тривиализации касательного расслоения
с помощью плоской связности ∇ как для аффинного r-отображения.
Проективное c-отображение сопоставляет проективному специальному кэлерову (2n − 2)-мер-

ному многообразию (M̄, ḡ, J̄), являющемуся проективизацией специального кэлерова конического
2n-мерного многообразия M , кватернионно кэлерово мноогообразие N̄ размерности 4n, которое
является проективизацией гиперкэлерова конуса (̂N) размерности 4n + 4. Поэтому достаточно
сопоставить специальному кэлерову коническому многообразию M гиперкэлеров конус N̂ . Он
строится в два приема. Сначала рассматривается гиперкэлерово многообразие N = T ∗M , до-
ставляемое аффинным c-отображением, а затем к нему применяется конструкция конификации,
предложенная в [7].

5.5. Применения в физике. Конструкции r-отображения и c-отображения возникли в теории
супергравитации в работах де Вита и Ван Пройена.
Скалярные поля в пятимерной (D = 5, N = 2) супергравитации принимают значения в очень

специальном вещественном многообразии, задаваемом кубическим однородным полиномом q(X).
Как показали де Вит и Ван Пройен (см. [17]) и Кортес (см. [15]), все такие однородные много-
образия (в неприводимом случае) исчерпываются гиперповерхностями V1 специальных конусов
Винберга V(S).
r-Отображение соответствует размерностной редукции к размерности 4. Иначе говоря, в D = 4

супергравитации, полученной размерностной редукцией, скалярные поля принимают значение
в проективном специальном кэлеровом прострaнстве M̄ , являющегося образом детерминантной
гиперповерхности при r-отображении. Аналогично, размерностная редукция D = 4 суперграви-
тации к D = 3 соответствует c-отображению пространства значений M̄ скалярных полей в ква-
тернионно кэлерово многообразие N̄ .

6. Применения в информационной геометрии.

6.1. Об истории создания информационной геометрии. Основной задачей информационной
геометрии является изучение дифференциальной геометрии многообразий различных классов
вероятностных мер на многообразии M и ее применению к статистике и теории вероятностей, ма-
шинному обучению, искусственному интеллекту, математическому программированию и к дру-
гим прикладным дисциплинам. С 2018 г. издается журнал «Information Geometry».
Информационная геометрия восходит к работам Р. А. Фишера и его ученика К. Р. Рао по

статистике. Важный вклад в создание информационной геометрии внес С. Кульбак, который,
обобщая идеи К.Шеннона, ввел основополагающее понятие относительной энтропии, получившей
название дивергенции Кульбака—Лейблера или информационного уклонения.
Систематическое развитие информационная геометрия получила только в работах Н. Н. Чен-

цова (см. [3]) и затем С. И. Амари, и она часто называется на Западе информационной геометрией
Ченцова—Амари. Н. Н. Ченцов, заложивший основы этой теории, был учеником А. Н. Колмого-
рова и работал в Москве.
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Парадоксально, что в России сейчас практически отсутствуют исследования по информацион-
ной геометрии, а в русской Википедии даже нет статьи о Н. Н. Ченцове и практически отсутству-
ет статья об информационной геометрии. Как написано в статье «Категория: Информационная
геометрия» в Википедии «У этой категории нет основной статьи “Информационная геометрия”».
Основной геометрической структурой, изучаемой в информационной геометрии, является ди-

вергенция (или информационное уклонение одной вероятностной меры от другой). C дивергенци-
ей связывается риманова метрика g, называемая метрикой Фишера—Рао, и линейная связность
без кручения ∇, введенная Ченцовым, для которой S = ∇g есть симметрическая 3-форма (тензор
Амари—Ченцова). В этом случае сопряженная связность ∇∗ тоже не имеет кручения. Пара (g,∇)
называется статистической структурой, а многообразие M со статистической структурой — ста-
тистическим многообразием. Если при этом связность является плоской, то (M,g,∇) называется
гессиановым многообразием или иначе дуально плоским многообразием. В этом случае в локаль-
ных плоских координатах метрика g = ∂2f(x) = Hess(f(x)) есть гессиан некоторой функции.

6.2. Базовые понятия информационной геометрии: дивергенция, метрика Фишера—Рао, связ-
ность Ченцова. Дивергенция является гладкой неотрицательной функцией D(x, y) пары точек
многообразия M , обращающейся в нуль только на диагонали так, что точки диагонали являются
трансверсально невырожденными точками минимума. Чтобы дать более развернутое определе-
ние, введем следующие обозначения.
Многообразие M с локальными координатами xi мы будем отождествлять с диагональю M =

{y = x} декартова квадрата M × M = {(x, y)} с локальными координатами (xi; yj). Частные
производные функции f(x, y) ∈ C∞(M ×M) обозначаются

∂if = f,i := ∂xif, ∂̄jf = f,j̄ := ∂yjf.

Положим ∂f := (∂1f, . . . , ∂nf); ∂̄f := (∂̄1f, . . . , ∂̄nf). Если неотрицательная функция f(x, y) обра-
щается в нуль на M , то ∂f |M = ∂̄f |M = 0 и матрица вторых частных производных

Hess(f)|M = ∂2f |M = ∂̄2f_M = −∂∂̄f |M � 0

определяет симметрическую неотрицательно определенную симметрическую билинейную форму
(гессиан) g = ∂2f |M на многообразии M .

Определение 10. Дивергенция, или информационное уклонение есть неотрицательная функ-
ция D(x, y) пары точек многообразия M , которая обращается в нуль только на диагонали
M ⊂ M × M и имеет в точках диагонали положительно определенный гессиан g = ∂2D|M ,
т.е. риманову метрику

g = gij(x)dx
idxj , gij = −∂i∂̄jD(x, x),

которая называется метрикой Фишера—Рао.

Частные производные метрики

Γjk.m(x) := D,jkm̄(x, x), Γ∗
jk.m(x) := D,j̄k̄m(x, x).

задают пару сопряженных связностей

∇ = ∇g + C, ∇∗ = ∇∗ + C

без кручения с символами Кристоффеля

Γijk = gimΓjk.m, (Γ∗)ijk = gimΓ∗
jk.m.

Сопряженность означает, что

Z · g(X,Y ) = g(∇ZX,Y ) + g(X,∇ZY ).

Симметрическая 3-форма
S = ∇g = g ◦ C = gijC

i
k�

называется тензором Амари—Ченцова.
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Определение 11. Статистическим многообразием называется риманово пространство (M,g)
со связностью ∇ = ∇g + C без кручения с симметрической 3-формой ∇g = g ◦ C. Здесь ∇g —
связность Леви-Чивиты.

В этом случае сопряженная связность ∇∗ = ∇−C тоже не имеет кручения. Дивергенция опре-
деляет наM структуру статистического многообразия. Статистическое многообразие называется
гессиановым (иди дуально плоским), если связность ∇ (а значит, и сопряженная связность ∇∗)
плоские.

6.3. Примеры статистических многообразий. Приведем два важных примера статистических
многообразий, связанных с самосопряженным конусом P(n) положительно определенных матриц.
Их обобщению на другие однородные выпуклые конуса посвящена большая литература, см.,
например, [10, 20, 25].

Пример 1 (конус гауссовых нормальных распределений). Стандартная мультивариативная
нормальная гауссова мера в евклидовом пространстве (Rn, g0) имеет вид

γ0|dx| = (2π)n/2 exp

(

−|x|2
2

)

|dx|, |x|2 = g0(x, x),

где |dx|—мера Лебега, а γ0 = (2π)n/2 exp(−|x|2/2)— стандартное гауссово распределение.
Связная аффинная группа Aff+

n = {A = (L, a), x 	→ Ax + a} действует транзитивно в конусе
P(n) евклидовых метрик по формуле

A∗(g)(x, x) = gL(x, x) := g(L−1x,L−1
x ) = g((LL∗)−1x, x) = g(S−2x, x) = xS−2xt,

где S := (LL∗)1/2 > 0. Это действие продолжается до транзитивного действия TA = T(L,a) аф-
финной группы в пространстве N = N (Rn) гауссовых распределений по формуле

TAγ0 = γA = (A−1)∗γ0 :=
1

2πn/2 detS
exp

(−(x− a)S−2(x− a)t
)

=

=
1

2πσn/2
exp

(

−(x− a)S−2
0 (x− a)t

2σ2

)

,

где
L = σL0, detL0 = 1, S = σS0, S2 = LL∗ = σ2L0L

∗
0 = σ2S

2
0 .

Отображение

N � γA 	→ Â = (detS)−2/(n+1)

(

S2 + a⊗ at a
at 1

)

∈ P(n + 1)1 ⊂ P(n + 1).

есть Aff+
n -эквивариантный диффеоморфизм многообразия N = Affn /SO(n) гауссовых распреде-

лений на характеристическую (детерминантную) Affn-инвариантную гиперповерхность

P(n + 1)1 = {X ∈ P(n + 1), detX = 1}
однородного конуса P(n+1) = GL(n+1)/SO(n+1) положительно определенных матриц. Действие
группы Affn определяется вложением Affn → SL(n+ 1,R):

A = (L, a) 	→ Â = (detL)
−1
n+1

(

L a
0 1

)

.

Таким образом, многообразие гауссовых распределений отождествляется с детерминантной ги-
перповерхностью P(n+1)1 = SL(n+1,R)/SO(n+1) и транзитивное действие группы Affn продол-
жается до действия группы SL(n+1,R). Однородное пространство N (Rn) = SL(n+1)/SO(n+1)
является неприводимым симметрическим пространством. Геодезические этого пространства хо-
рошо известны. Пусть

X = AΛA−1 ∈ P(n+ 1)1, A ∈ SO(n+ 1),
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где Λ = diag(λ1, . . . , λn+1) ∈ P(n+1)—матрица из собственных чисел λi матрицы X ∈ P(n+1)1.
Тогда геодезическая из единичной матрицы, проходящая через точку X, имеет вид

γ(t) = AΛ(t)A−1, Λ(t) := diag
(

et log λ1 , . . . , et log λn+1

)

.

Пример 2 (многобразие распределений Висхарда (Whishart distributions, 1928)). Пусть M =
P(n)—конус положительно определенных матриц. Для фиксированного числа m � n простран-
ство распределений Висхарда Nm отождествляется с конусом P(n). Распределение, ассоцииро-
ванное с V ∈ P(n), есть

PV (X) := c(V,m)|X|m−n−1 exp

(
1

2
trV −1X

)

.

Пусть Y — (m×n)-матрица, строки которой Y1, . . . , Ym ∈ R
n суть независимые случайные векторы

с нормальным законом распределения с нулевым средним. Распределение Висхарда описывает
распределение дисперсии

X =

m∑

i−1

Y t
i Yi

случайной матрицы Y . Распределения Висхарда обобщаются на другие однородные выпуклые
конусы (см. [10]).

6.4. Проблема построения канонической дивергенции на статистическом многообразии. Каж-
дое статистическое многообразие (M,g,∇) обладает дивергенцией D(x, y), которая порожда-
ет статистическую структуру (g,∇), но такая дивергенция не единственна. Имеется несколько
конструкций канонической дисперсии. Отметим работы [18, 19], в которых для любого стати-
стического многообразия (M,g,∇) строятся две канонических дивергенции D, D∗, таких, что
D∗(p, q) = F (D(q, p)), где F —некоторая функция. Если статистическое многообразие являеися
симметрическим, т. е. его ковариантный тензор кривизны R ковариантно постоянен (∇R = 0)
и удовлетворяет условию

R(X,Y, Y, Y ) = 0 ∀X,Y ∈ TM,

то D∗(p, q) = D(q, p).
Приведем примеры дивергенций. Дивергенция Брегмана (Bregman divergence) выпуклой функ-

ции ϕ в V = R
n задается формулой

Dψ(ξ :, ξ0) := ψ(ξ)− ψ(ξ0)− dψ(ξ0)(ξ − ξ0).

Дивергенция Кульбака—Лейблера (Kulbach–Leibler divergence) или относительная энтропия меж-
ду двумя вероятностными распределениями p(x), q(x) задается формулой

DKL(p(x), q(x)) = −
∫

p(x) log
p(x)

q(x)
.

6.5. Преобразование Лежандра. Напомним, что преобразование Лежандра сопоставляет выпук-
лой функции f(x) в области U векторного пространства V сопряженную выпуклую функцию
f∗(ξ) в некоторой области D∗ ⊂ V ∗ сопряженного пространства V ∗. Она задается следующим об-
разом. Отображение D � x 	→ x∗ = ∂f(x) = df(x) ∈ D∗ ⊂ V ∗ есть диффеоморфизм. Сопряженная
функция имеет вид

f∗(x∗) = 〈x∗, x〉 − f(x) = sup
x1∈D

[〈ξ, x1〉 − f(x1)
]

(3)

где x = x(x∗). Дифференцируя (3), получаем

∂f∗(x∗) = x+ x∗
∂x

∂x∗
− ∂f(x)

∂x

∂x∗
= x.

Отсюда следует, что гессиан

Hess f∗(x∗) = ∂2f∗(x∗) =
∂x(x∗)
∂x∗

положителен как обратная матрица к гессиану ∂x∗(x)/∂x.
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6.6. Выпуклые конусы как гессиановы многообразия, экспоненциальные семейства и характе-
ристическая функция Винберга. Пусть V ⊂ V — выпуклый конус в пространстве V = R

n со
стандартными декартовыми координатами ξi и V∗ ⊂ V ∗— сопряженный конус с двойственными
координатами xi, так что (ξ, x) = ξix

i. Пусть

ϕ(ξ) =

∫

V∗

e−〈ξ,x〉dξ

— характеристическая функция конуса V. Точка ξ ∈ V определяет инвариантную вероятностную
меру в конусе V∗ c плотностью

p(x, ξ) = pξ(x) =
e−〈ξ,x〉

ϕ(ξ)
.

Таким образом конус V задает семейство вероятностных мер в конусе V∗. Это семейство назы-
вается экспоненциальным семейством и является одним из самых популярных статистических
многообразий, возникающих в статистике. Как отметил С.-И. Амари (см. [9]), экспоненциаль-
ное семейство статистических распределений «не только является типичной статистической мо-
делью, включающей многие хорошо известные семейства вероятностных распределений, такие
как дискретное распределение, распределение Гаусса, мультинормальное распределение, гамма
распределение и т. д., но и ассоциируется с выпуклой функцией, известной как кумулятивная
порождающая функция или свободная энергия».
Положим ψ(x) = − logϕ(x). Тогда канонический Aut(V)-инвариантный диффеоморфизм Вин-

берга записыывается в виде

∗ : V → V∗, ξ 	→ ξ∗ := dψ(ξ) =

∫

V
ξpξ(x)dx = E([ξ]).

где ξ∗ = dψ(ξ) есть форма Кошуля. Таким образом, η(ξ) = ξ∗ есть математическое ожидание
случайной величины ξ на конусе V∗ с распределением pξ(x). Как показал Сасаки, это отображение
эквивариантно относительно группы проективных преобразований, сохраняющих V, а значит,
и V∗.
Координаты ηi точки η(ξ) ∈ V∗ образуют систему координат сопряженного конуса V∗. Они

называются естественными или каноническими параметрами экспоненциального семейства.
Покажем (см. [9]), что преобразование Лежандра ε(η) = (ψ)∗(η) функции ψ = − logϕ есть

энтропия −E(log pξ(x)) распределения pξ. Имеем

−E([log pxi(x)]) = −
∫

V
pξ(x) log pξ(x)dx =

∫

V
pξ(x)[(x, ξ) − ψ(ξ)]dx = (ξ, η)− ψ(ξ)) = ψ∗(η).

Здесь η(ξ) = dψ(ξ) и ξ = ξ(η) = dε(η) = dψ∗(η)— обратное преобразование Лежандра.
Заметим также, что дивергенция Брегмана Dψ(η, η

′) совпадает с дивергенцией Кульбака—
Лейблера DKL(pη′ , pη) и имеет вид

Dψ(ξ
′, ξ) = ψ(θ′)− ψ(θ)− (η, ξ′ − ξ) =

∫

V
p(x, ξ) log

p(x, ξ)

p(x, ξ′)
dx = DKL(ξ, ξ

′).

Каноническая метрика совпадает с метрикой Фишера и имеет вид

gcan = ∂2φ(ξ) = ∂

∫

V∗

ξ∂(p(x, ξ))dξ =

∫

V∗

ξ⊗ ξp(x, ξ)−
⎛

⎝

∫

V∗

ξp(x, ξ)

⎞

⎠

2

= E
(

[ξ⊗ ξ])−E(

[ξ]
)2

= Var(ξ).

6.7. Применения в выпуклом программировании. Основная проблема выпуклого программиро-
вания (или выпуклой оптимизации) состоит в нахождении минимум выпуклой функции F (X),
X ∈ V = R

n в выпуклой области D ⊂ V .
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Итерационный метод Ньютона состоит в движении шагами в сторону минимума. Шаг Ньютона
X0 → X1 состоит в аппроксимации функции F (X) в окрестности точки X0 квадратичной функ-
цией F (X)2 (отрезком ряда Тейлора) и сдвигу в сторону минимума этой квадратичной функции:

X0 	→ X1 = X0 + tΔX0, ΔX0 = −(HessF (X))−1∇F (X).

Проблема состоит в том, что итерация может уводить на границу области. Чтобы этого избежать,
надо модифицировать функцию F (X), прибавив к ней барьерную функцию B(X), которая велика
в окрестности границы и не меняет минимума функции F (X).

Пример 3 (положительное полуопределенное программирование). Задача состоит в нахож-
дении минимума выпуклой функции F (X) в конусе P(n) положительно определенных матриц
или, более общо, в сечении этого конуса плоскостью Π = {X, trA1X = b1, . . . , trAmX = bm} ко-
размерности m. Такая проблема возникает, например, в теории управления [9,25]. В этом случае
барьерной функцией является логарифм характеристической функции

B(X) = − log detX = 2 log ϕ(X),

где ϕ(X) характеристическая функция Винберга, см. [12].

6.8. Применения в теории дифференциальных уравнений. Характеристические гиперповерхно-
сти ϕ = const однородного выпуклого конуса являются однородными аффинными гиперсферами
гиперболического типа (средняя кривизна есть отрицательная константа) и все такие гиперсфе-
ры исчерпываются характеристическими гиперповерхностями. Характеристическая функция ϕ
есть решение уравнения Монжа—Ампера. Ченг и Яу (см. [13]) развили общую теорию уравнений
Монжа—Ампера в выпуклых конусах.
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