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Аннотация. Построены алгебры, обобщающие кольцо комплексных кватернионов и алгебры ги-
перкомплексных чисел Клиффорда. Эти алгебры получаются из алгебр циклических чисел мо-
дифицированной процедурой удвоения. Доказаны их основные свойства, аналогичные свойствам
квадратичных гиперкомплексных чисел.
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Одним из самых замечательных математических открытий XIX в., как нам об этом убедитель-
но рассказал академик В. И. Арнольд, были кватернионы Гамильтона, которые нашли примене-
ние во многих областях математики и её приложений в теоретической физике (см. [1]). Над полем
комплексных чисел алгебра кватернионов H(C) получается процедурой удвоения Грейвса—Кэли,
применённой к алгебре двойных комплексных чисел C(Z2). Пусть e1 — образующий элемент ал-
гебры C(Z2), т.е. любое двойное комплексное число z ∈ C(Z2) записывается в виде z = z0 + z1e1,
где z0, z1 ∈ C. Добавим к двойным комплексным числам новый элемент e2 /∈ C(Z2), такой, что
e22 = 1, и составим линейные комбинации

z = z0 + z1 · e2 = (z00 + z01e1) + (z10 + z11e1) · e2.
Множество таких линейных комбинаций образуют алгебру, если для любого z = z0 + z1e1 поло-
жить e2 · z = z · e2, где z = z0 − z1e1. Тогда

z · a ≡ (z0 + z1e2) · (a0 + a1e2) = (z0 · a0 + z1 · a1) + (z0 · a1 + z1 · a0) · e2.
Полученная таким способом алгебра будет алгеброй комплексных кватернионов H(C) (сам Га-
мильтон комплексные кватернионы называл бикватернионами, а физики эту алгебру стали на-
зывать алгеброй Паули).
В теории (комплексных) кватернионов ключевую родь играет определитель системы линейных

уравнений {
a0 · z0 + a1 · z1 = b0,

a1 · z0 + a0 · z1 = b0,
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эквивалентной линейному алгебраическому уравнению z · a = b; будем называть его детерми-
нантом элемента a ∈ H(C) и обозначать Δ(a).
Детерминант комплексных кватернионов обладает двумя основными свойствами: во-первых,

Δ(a) ∈ C, хотя элементы этого определителя являются двойными комплексными числами; во-
вторых, детерминант обладает мультипликативным свойством. Действительно, во-первых,

Δ(a) =

∣∣∣∣a0 a1

a1 a0

∣∣∣∣ = a0 · a0 − a1 · a1 = a200 − a201 − a210 + a211 ∈ C,

а во-вторых,

Δ(a)Δ(b) =

∣∣∣∣a0 a1

a1 a0

∣∣∣∣
∣∣∣∣b0 b1
b1 b0

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣a0 · b0 + a1 · b1 a0 · b1 + a1 · b0
a1 · b0 + a0 · b1 a1 · b1 + a0 · b0

∣∣∣∣ = Δ(a · b).

Таким образом, в алгебре (комплексных) кватернионов существует квадратичная форма, обла-
дающая мультипликативным свойством. Именно наличием в алгебре (комплексных) кватернио-
нов мультипликативной квадратичной формы обусловлены её разнообразные приложения, от ев-
клидовой геометрии, где вращения в пространстве можно представить линейной кватернионной
функцией, до квантовой теории поля при выводе уравнений Дирака для электронов и позитронов
факторизацией волнового уравнения Клейна—Гордона.
Алгебры, у которых существует мультипликативная квадратичная форма, называются компо-

зиционными (см. [4]). Как показал Гурвиц, над любым полем существует всего четыре компози-
ционные алгебры: само поле, а также алгебры двойных чисел, кватернионов и октав над этим
полем. Если же не ограничиваться только квадратичными формами, то естественно поставить
вопрос: существуют ли алгебры, у которых имеются мультипликативные формы степени выше 2?
Поиск алгебр c квадратичной мультипликативной формой, не являющейся квадратичной, при-

водит к такому обобщению процедуры удвоения, при котором алгебра двойных комплексных
чисел C(Z2) заменяется циклической алгеброй произвольного порядка C(Zm).
Чтобы применить процедуру удвоения к произвольной циклической алгебре, нужно прежде

всего найти в C(Zm) автоморфизм, заменяющий автоморфизм сопряжения двойных комплексных
чисел. Таким автоморфизмом будет резольвентный оператор α̂m : C(Zm) → C(Zm) [2], ставящий
произвольному циклическому числу

z = z0 + z1e1 + z2e
2
1 + . . . + zm−1e

m−1
1 ∈ C(Zm),

где e1— образующий элемент алгебры C(Zm), циклическое число

α̂m(z) = z0 + αmz1e1 + α2
mz2e

2
1 + . . .+ αm−1

m zm−1e
m−1
1 = z(αm),

которое будем называть резольвентой, полагая

αm = cos
2π

m
+ i sin

2π

m
.

Нетрудно видеть, что резольвентный оператор является автоморфизмом алгебры C(Zm), т.е. для
любых x · y ∈ C(Zm) справедливы тождества

α̂m(x+ y) = α̂m(x) + α̂m(y), α̂m(x · y) = α̂m(x) · α̂m(y),

и, кроме того, α̂m
m(x) = x, и, значит, резольвентный оператор обратим. Заметим ещё, что если

α̂m(z) = z, то z ∈ C ⊂ C(Zm).
В частном случае, когда m = 2, резольвентный оператор совпадает с оператором сопряжения

для двойных комплексных чисел. Поэтому естественно использовать резольвентный оператор
для удвоения циклических чисел произвольного порядка.
Добавим к элементам алгебры C(Zm) с образующим элементом e1 новый элемент e2 /∈ C(Zm),

такой, что em2 = 1, и составим формальные линейные комбинации следующего вида:

z = z0 + z1 · e2 + z2 · e22 + . . . zm−1 · em−1
2 =

m−1∑
k=0

(zk0 + zk1e1 + zk2e
2
1 + . . .+ zkm−1e

m−1
1 ) · ek2 .
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Множество Bm
2 таких линейных комбинаций образует алгебру, если для любого

z = z0 + z1e1 + z2e
2
1 + . . .+ zm−1e

m−1
1 ∈ C(Zm)

задать следующие структурные тождества:

e2 · z = z(αm) · e2, z · e2 = e2 · z(αm−1
m ).

Тогда для любых z,a ∈ Bm
2 имеем

z · a = (z0 + z1 · e2 + z2 · e22 + . . . zm−1 · em−1
2 ) · (a0 + a1 · e2 + a2 · e22 + . . .am−1 · em−1

2 ) =

= (z0 · a0 + z1 · am−1(αm) + z2 · am−2(α
2
m) + . . .+ zm−1 · a1(α

m−1
m ))+

+ (z0 · a1 + z1 · a0(αm) + z2 · am−1(α
2
m) + . . .+ zm−1 · a2(α

m−1
m )) · e2+

+ (z0 · a2 + z1 · a1(αm) + z2 · a0(α
2
m) + . . .+ zm−1 · a3(α

m−1
m )) · e22 + . . .+

+ (z0 · am−1 + z1 · am−2(αm) + z2 · am−3(α
2
m) + . . .+ zm−1 · a0(α

m−1
m )) · em−1

2 .

Определённая так алгебра называется алгеброй бионов m-го порядка.
Введём теперь в рассмотрение детерминант элемента a ∈ Bm

2 :

Δ(a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 am−1(αm) am−2(α
2
m) . . . a1(α

m−1
m )

a1 a0(αm) am−1(α
2
m) . . . a2(α

m−1
m )

...
...

...
. . .

...
am−1 am−2(αm) am−3(α

2
m) . . . a0(α

m−1
m ).

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Покажем, что для любых a, b ∈ Bm

2 , во-первых, Δ(a) ∈ C, хотя элементы этого определителя
являются циклическими комплексными числами; во-вторых, детерминант обладает мультипли-
кативным свойством.
Для доказательства первого утверждения заметим, что α̂m(Δ(a)) = Δ(a). Это тождество до-

казывается перестановкой строк и столбцов у α̂m(Δ(a)). Например,

α̂m(Δ(a)) =

∣∣∣∣∣∣
a0(α3) a2(α

2
3) a1

a1(α3) a0(α
2
3) a2

a2(α3) a1(α
2
3) a0

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a1 a0(α3) a2(α

2
3)

a2 a1(α3) a0(α
2
3)

a0 a2(α3) a1(α
2
3)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a0 a2(α3) a1(α

2
3)

a1 a0(α3) a2(α
2
3)

a2 a1(α3) a0(α
2
3)

∣∣∣∣∣∣ = Δ(a);

это и означает, что Δ(a) ∈ C. Доказательство второго утверждения получается непосредствен-
ным перемножением определителей. Например,

Δ(a)Δ(b) =

∣∣∣∣∣∣
a0 a2(α3) a1(α

2
3)

a1 a0(α3) a2(α
2
3)

a2 a1(α3) a0(α
2
3)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
b0 b2(α3) b1(α

2
3)

b1 b0(α3) b2(α
2
3)

b2 b1(α3) b0(α
2
3)

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
a0 · b0 + a2(α3) · b1 + a1(α

2
3) · b2

a1 · b0 + a0(α3) · b1 + a2(α
2
3) · b2

a2 · b0 + a1(α3) · b1 + a0(α
2
3) · b2

a0 · b2(α3) + a2(α3) · b0(α3) + a1(α
2
3) · b1(α3)

a1 · b2(α3) + a0(α3) · b0(α3) + a2(α
2
3) · b1(α3)

a2 · b2(α3) + a1(α3) · b0(α3) + a0(α
2
3) · b1(α3)

a0 · b1(α2
3) + a2(α3) · b2(α2

3) + a1(α
2
3) · b0(α2

3)
a1 · b1(α2

3) + a0(α3) · b2(α2
3) + a2(α

2
3) · b0(α2

3)
a2 · b1(α2

3) + a1(α3) · b2(α2
3) + a0(α

2
3) · b0(α2

3)

∣∣∣∣∣∣ = Δ(a · b).

Таким образом, в алгебрах Bm
2 существует форма степениm, обладающая мультипликативным

свойством. Наличие в алгебрах бионов мультипликативной формы открывает возможности раз-
нообразных приложений этих алгебр, подобных тем, которые присущи алгебре комплексных ква-
тернионов. Например, мы получаем серию геометрических структур, в начале которой находится
комплексное пространство с евклидовой структурой, реализованное на алгебре комплексных ква-
тернионов H(C). К другим приложениям относится описание симметрий в калибровочных полях,
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факторизация дифференциальных уравнений в частных производных любого порядка, отыска-
ние топологических инвариантов и т. д.
Если к алгебре комплексных кватернионов применить ещё раз процедуру удвоения, то получит-

ся алгебра комплексных октав. Аналогично процедуру удвоения можно применить и к алгебрам
бионов, в результате чего мы получим серию неассоциативных алгебр, первой из которых будет
алгебра октав, получаемая удвоением алгебры B2

2 = H(C).
Алгебра октав обобщает алгебру кватернионов в том смысле, что алгебра октав содержит ал-

гебру кватернионов как свою подалгебру. Другое обобщение алгебры кватернионов доставляют
гиперкомплексные числа Клиффорда, или альтернионы. Альтернионы получаются, если к обра-
зующим векторам e1 и e2 добавлять новые базисные элементы, подчинённые тем же коммутаци-
онным тождествам, что и e1 и e2.
Другими словами, алгебра альтернионов An(C) строится над линейным (комплексным) про-

странством En, которое называется подстилающим пространством алгебры An(C). При этом
в En существует базис e1,e2, . . . ,en, векторы которого удовлетворяют структурным уравнениям

ek · eh = −eh · ek, e2k = e0 = 1,

так что базис линейного пространства алгебры An(C) образуют мономы ek1 · ek2 · . . . · ekr , где
0 � k1 < k2 < . . . < kr � n. Таким образом, dimAn(C) = 2dimEn . В силу структурных уравнений
для векторов x = x1e1+x2e2+. . .+xnen ∈ En ⊂ An(C) справедливо следующее фундаментальное
тождество:

(x1e1 + x2e2 + . . . + xnen)
2 = x21 + x22 . . .+ x2n.

Можно также показать, что алгебры альтернионов получаются тензорным произведением ал-
гебр комплексных кватернионов и двойных комплексных чисел (см. [5]), а именно, имеет место
изоморфизм

An(C) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
H(C)⊗ . . .⊗H(C)︸ ︷︷ ︸

k

⊗C(Z2), если n = 2k + 1

H(C)⊗ . . .⊗H(C)︸ ︷︷ ︸
k

, если n = 2k
.

Алгебры бионов получают аналогичное обобщение, если для векторов e1,e2, . . . ,en некоторого
базиса комплексного линейного пространства En задать следующие структурные тождества:
em1 = em2 = . . . = en = 1 и {

ek · eh = αmeh · ek, если k > h,

ek · eh = αm−1
m eh · ek, если k < h,

Полученные таким образом алгебры называются элементальными алгебрами и обозначаются
Bm

n (см. [2]). При этом B2
n = An(C), поскольку α2 = α2−1

2 = −1.
Алгебры Bm

n во многом аналогичны алгебрам альтернионов, как по своим свойствам, так и по
приложениям.
Прежде всего, заметим, что базис линейного пространства алгебры Bm

n образуют мономы
ek1k2...kn = ek11 · ek22 · . . . · eknn , где 0 � kr < m, и, следовательно, dimBm

n = mdimEn . В случае
альтернионов показатели степени в базисных мономах могут быть равными либо нулю, либо еди-
нице, и потому базис вAn образуют мономы ek1k2...kr = ek1 ·ek2 ·. . . ·ekr , где 0 � k1 < k2 < · · · < kr.
Как и в случае алгебры альтернионов над трёхмерным подстилающим пространством, алгебры

Bm
3 имеют нетривиальный центр, порождаемый элементом s = e1 ·em−1

2 ·e3. Это приводит к тому,
что алгебры Bm

n представляют собой тензорные произведения алгебр Bm
2 и C(Zm), так что

Bm
n =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
Bm

2 ⊗ . . .⊗H
m
2︸ ︷︷ ︸

k

⊗C(Zm), если n = 2k + 1,

Bm
2 ⊗ . . .⊗Bm

2︸ ︷︷ ︸
k

, если n = 2k.
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Покажем теперь, что в силу структурных уравнений алгебры Bm
n для произвольных векторов

z = x1e1 + x2e2 + . . .+ xnen ∈ En ⊂ Bm
n справедливо следующее фундаментальное тождество:

(x1e1 + x2e2 + . . .+ xnen)
m = xm1 + xm2 + . . .+ xmn .

Возьмём сначала алгебру Bm
2 . Для любых векторов подстилающего пространства этой алгебры

x = x2e1 + x2e2 и y = y2e1 + y2e2 справедливо перестановочное тождество

(x1e1 + x2e2) · (y1e1 + y2e2) = (y1e1 + αmy2e2) · (x1e1 + αmx2e2),

что проверяется перемножением. Нетрудно показать, что

(x1e1 + x2e2)
m = (x1e1 + αmx2e2)

m.

Действительно, имеет место цепочка равенств

(x1e1 + x2e2)
m = (x1e1 + x2e2)

m−2 · (x1e1 + x2e2) · (x1e1 + x2e2) =

= (x1e1 + x2e2)
m−2 · (x1e1 + αmx2e2) · (x1e1 + αmx2e2) =

= (x1e1 + x2e2)
m−3 · (x1e1 + x2e2) · (x1e1 + αmx2e2) · (x1e1 + αmx2e2) =

= (x1e1 + x2e2)
m−3 · (x1e1 + α2

mx2e2) · (x1e1 + αmx2e2)
2 = . . . =

= (x1e1 + αm−1
m x2e2) · (x1e1 + αmx2e2)

m−1 = (x1e1 + αmx2e2)
m,

так как αm−1
m = αm.

Теперь раскроем скобки в выражениях (x1e1 + x2e2)
m и (x1e1 + αmx2e2)

m:

(x1e1 + x2e2)
m = xm1 + P 1

m(αm)xm−1
1 x2e

m−1
1 e2 + P 2

m(αm)xm−2
1 x22e

m−2
1 e22 + . . .+

+ P h
m(αm)xm−h

1 xh2e
m−h
1 eh2 + . . .+ xm2 ,

где P h
m(αm)—некоторые многочлены от αm; они получаются в результате приведения подобных

с учётом структурных тождеств. Кроме того,

(x1e1 + αmx2e2)
m = xm1 + αmP 1

m(αm)xm−1
1 x2e

m−1
1 e2 + α2

mP 2
m(αm)xm−2

1 x22e
m−2
1 e22 + . . .+

+ αh
mP h

m(αm)xm−h
1 xh2e

m−h
1 eh2 + . . .+ xm2 .

Но

(x1e1 + x2e2)
m = (x1e1 + αmx2e2)

m,

и мы получаем следующие тождества:

P h
m(αm) = αh

mP h
m(αm) ⇐⇒ (1− αh

m)P h
m(αm) = 0,

так как αh
m 
= 1. Таким образом,

(x1e1 + x2e2)
m = xm1 + xn2 .

Допустим теперь, что это тождество выполняется для n = k, и покажем, что оно справедливо
и для n = k + 1. Введём обозначение e = x1e1 + x2e2 + . . .+ xkek и заметим, что

ek+1 · e = αme · ek+1, e · ek+1 = αm−1
m ek+1 · e.

Поэтому

(x1e1+x2e2+. . .+xke
k+xk+1ek+1)

m = (e+xk+1ek+1)
m = em+xmk+1 = = xm1 +xm2 +. . .+xmk +xmk+1,

и фундаментальное тождество доказано по индукции.



УДВОЕНИЕ ЦИКЛИЧЕСКИХ АЛГЕБР 57

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Арнольд В. И. Геометрия комплексных чисел, кватернионов и спинов. — М.: МЦНМО, 2014.
2. Бурлаков М. П. Гамильтоновы алгебры. — М.: Граф Пресс, 2006.
3. Бурлаков М. П., Бурлаков И. М., Гусева Н. И. Очерки об алгебрах циклических чисел. — М.: Ким,

2020.
4. Жевлаков К. А., Слинько А. М., Шестаков И. П., Ширшов А. И. Кольца, близкие к ассоциативным.

— М.: Наука, 1978.
5. Розенфельд Б. А. Неевклидовы геометрии. — М.: ГИТТЛ, 1955.

Бурлаков Валерий Михайлович
Пензенский государственный университет
E-mail: don.burlakoff@mail.ru

Бурлаков Михаил Петрович
Московский педагогический государственный университет
E-mail: burlakovmihail@mail.ru



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile (Color Management Off)
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 600
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.01667
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 600
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 2.03333
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 2400
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV <>
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [2834.646 2834.646]
>> setpagedevice


