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Аннотация. Рассмотрена возможность использования метода интегральных представлений (ме-
тода Ханкеля) для решения нестационарной задачи тепломассопереноса в полупроводниковой
мишени. Изучены некоторые особенности использования такого подхода для решения задач теп-
ломассопереноса в однородной и многослойной средах. Рассмотрение проведено на примере двух-
мерной диффузии неосновных носителей заряда, генерированных электронным зондом. Показа-
но, что для решения ряда практических задач для многослойных мишеней с отличающимися
параметрами слоёв может быть использован подход, разработанный ранее для задач тепломас-
сопереноса в однородных полупроводниковых мишенях.
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Abstract. In this paper, we discuss the possibility of using the method of integral representations (the
Hankel method) for solving the nonstationary problem of heat and mass transfer in a semiconductor
target. Some features of this approach to problems of heat and mass transfer in homogeneous and
multilayer media are studied. We consider the example of two-dimensional diffusion of minority charge
carriers generated by an electron probe. We show that a number of practical problems for multilayer
targets with different layer parameters can be solved by the approach developed earlier for problems
of heat and mass transfer in homogeneous semiconductor targets.
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1. Введение. Ранее описано использование метода Фурье в сочетании с матричным методом
для моделирования одномерного нестационарного процесса остывания в многослойной планарной
среде (см. [7]), стационарного процесса одномерной диффузии неравновесных неосновных носи-
телей заряда (ННЗ), генерированных в многослойной планарной полупроводниковой структуре
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с произвольным числом слоёв (см. [8, 18, 24]), а также рассмотрены некоторые возможности ма-
тематического моделирования стационарного процесса теплопереноса, обусловленного объёмным
распределением источников в однородных проводящих материалах (см. [1, 2, 31–33]). Для одно-
мерной математической модели диффузии ННЗ проведено исследование корректности, доказана
непрерывная зависимость решения от входных данных, получены соотношения, позволяющие
оценить влияние погрешностей в исходных данных на распределение диффундирующей примеси
(см. [21,29,35]). В то же время при решении некоторых нестационарных задач тепломассоперено-
са может оказаться весьма целесообразным использование метода интегральных представлений
(см. [4,10,11,16,20]). Отметим, что ранее для решения задач, связанных с взаимодействием остро
сфокусированных пучков электронов с конденсированным веществом, подобный подход не рас-
сматривался. Изучение возможности метода интегральных представлений, использующего преоб-
разование Ханкеля для решения задач тепломассопереноса, и является предметом рассмотрения
в настоящей работе.

2. Постановка задачи. Выбор преобразования Ханкеля обусловлен следующим: при исполь-
зовании в качества источника неравновесных ННЗ остро сфокусированного пучка электронов,
что обычно и реализуется в электронно-зондовых технологиях, задача математического модели-
рования диффузии ННЗ в полупроводниковой мишени имеет осевую симметрию. В этом случае
решение операторного уравнения можно разложить по одной из функций Бесселя и для реше-
ния задачи использовать преобразование Ханкеля. Применив данный метод к решению задачи
диффузии ННЗ, получим решение рассматриваемой задачи в виде, удобном для дальнейшего
исследования. Отметим, что традиционные подходы через преобразование Лапласа или приме-
нение метода Фурье дают более сложные зависимости от энергии электронов зонда и парамет-
ров полупроводниковой мишени для решения изучаемой задачи процесса диффузии ННЗ. Этим
и объясняется изучение возможностей использования преобразования Ханкеля при математи-
ческом моделировании диффузии, обусловленной остро сфокусированным электронным зондом
в полупроводниковых мишенях. В настоящей работе получено решение такой задачи методом ин-
тегральных представлений с использованием преобразования Ханкеля (см. [4,10,11,16,20]). Пока-
зано, что метод интегральных преобразований для данной задачи позволяет получить решение,
которое может быть использовано для дальнейшего изучения рассматриваемой математической
модели.

3. Математическая модель изучаемого процесса. В общем случае при использовании
остро сфокусированного электронного зонда реализуется трёхмерная диффузия неравновесных
ННЗ (см. [14, 23, 26, 36]). Однако при использовании электронов низких энергий (примерно до
8 кэВ) основная часть энергии рассеивается практически в поверхностном слое мишени и по-
тому в этом случае может быть использована двухмерная модель (см. [15, 28, 29, 35]). В этом
случае математическая модель нестационарной диффузии ННЗ в рассматриваемой задаче (при
выключении электронного зонда; см. [15,28,29,35]) описывается при помощи уравнения в частных
производных

∂c(x, y, t)

∂t
= DΔc(x, y, t)− c(x, y, t)

τ
(1)

с начальным условием
c(x, y, 0) = n(x, y). (2)

Оси прямоугольной декартовой системы координат x и y лежат на плоской поверхности полубес-
конечного полупроводника, x, y ∈ (−∞,∞); c(x, y, t)—концентрация ННЗ в точке с координатами
(x, y) в момент времени t, а постоянные τ и D— время жизни и коэффициент диффузии ННЗ;
Δ = ∂2/∂x2+∂2/∂y2 —двухмерный оператор Лапласа. Функция n(x, y) удовлетворяет стационар-
ному дифференциальному уравнению, описывающему диффузию ННЗ в состоянии квазиравно-
весия (при включённом электронном зонде, когда число ННЗ, генерируемых и рекомбинирующих
в объёме полупроводника в единицу времени, постоянно и равно друг другу; см. [14, 15, 28]):

Δn(x, y)− n(x, y)

λ2
= −ρ(x, y). (3)
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Граничные условия для уравнения (3) имеют вид:

lim
x→+∞n(x, y) = 0, lim

x→−∞n(x, y) = 0, lim
y→+∞n(x, y) = 0, lim

y→−∞n(x, y) = 0. (4)

Здесь постоянная λ =
√
Dτ —диффузионная длина ННЗ. Отметим, что при моделировании про-

цесса диффузии в правой части уравнения (3) должна находиться функция ρ(x, y), описывающая
концентрацию ННЗ, генерированных в полупроводнике в единицу времени, что достигается де-
лением энергии, выделяемой в единице объёма полупроводника в единицу времени, на энергию
образования электронно-дырочной пары (см. [3]).

4. Решение задачи с использованием преобразования Ханкеля. Сделав в зада-
че (1)—(2) замену

c(x, y, t) = exp
(
− t

τ

)
v(x, y, t),

получим

∂v(x, y, t)

∂t
= DΔv(x, y, t), (5)

v(x, y, 0) = n(x, y). (6)

К уравнению (5) применим преобразование Ханкеля. Введем обозначения

V̂ (η, t) =

+∞∫

0

rV (r, t)J0(ηr)dr, V (r, t) =

+∞∫

0

ηV̂ (η, t)J0(ηr)dη;

здесь J0(ηx)—функция Бесселя нулевого порядка.
В левой части уравнения (5) выражение Vt(r, t) заменяется на V̂t(η, t), а для правой части этого

уравнения, применяя формулу интегрирования по частям, получим

+∞∫

0

1

r

∂

∂r

(
r
∂V (r, t)

∂r

)
rJ0(ηr)dr =

=

+∞∫

0

∂

∂r

(
r
∂V (r, t)

∂r

)
J0(ηr)dr =

(
r
∂V (r, t)

∂r
J0(ηr)

) ∣∣∣∣
r=∞

r=0

−
+∞∫

0

ηr
∂V (r, t)

∂r

∂J0(ηr)

∂r
dr =

= −η

+∞∫

0

r
∂V (r, t)

∂r

∂J0(ηr)

∂r
d = −η

(
V (r, t)r

∂J0(ηr)

∂r

) ∣∣∣∣
r=∞

r=0

+ η

+∞∫

0

V
∂V (r, t)

∂r

(
r
∂J0(ηr)

∂r

)
dr =

= η

+∞∫

0

(
∂J0(ηr)

∂r
+

∂2J0(ηr)

∂r2
rη

)
V dr =

+∞∫

0

(
η2r

∂2J0(ηr)

∂r2
+ η

∂J0(ηr)

∂r

)
V dr.

Для функции Бесселя J0(x) по определению имеем равенство

η2
∂2J0(ηr)

∂r2
+

η

r

∂J0(ηr)

∂r
+ η2J0(ηr) = 0 ⇒ η2r

∂2J0(ηr)

∂r2
+ η

∂J0(ηr)

∂r
= −rη2J0(ηr).

Значит,
+∞∫

0

1

r

∂

∂r

(
r
∂V (r, t)

∂r

)
rJ0(ηr)dr = −η2

+∞∫

0

rV J0(ηr)dr = −η2V̂ (η, t).

Поэтому уравнение (5) переходит в уравнение вида

∂V̂ (η, t)

∂t
+Dη2V̂ (η, t) = 0. (7)
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Решив уравнение (7), получим V̂ (η, t) = A(η) exp(−Dη2), откуда

V (r, t) =

+∞∫

0

B(η)J0(ηr) exp(−Dη2)dη. (8)

Здесь B(η) = ηA(η)—произвольная функция. Учитывая начальное условие (6), из (8) имеем
+∞∫

0

B(η)J0(ηr)dη = n(r). (9)

Применив к (9) обратное преобразование Ханкеля, получим

B(η) =

+∞∫

0

n(ξ)J0(ηξ)ξdξ. (10)

Подставив (10) в (8) и учитывая, что B(η) = ηA(η), находим

V (r, t) =

+∞∫

0

+∞∫

0

n(ξ)J0(ξη)J0(ηr) exp(−Dη2t)ηξdηdξ. (11)

С учётом соотношения
+∞∫

0

exp ‘8(−ρ2x2)Jp(αx)Jp(αx)xdx =
1

2ρ2
exp

(
−α2 + β2

4ρ2

)
Ip

(
αβ

2ρ2

)
,

где Ip(x)—модифицированная функция Бесселя первого рода порядка p (см. [4, 10, 11, 16, 20]),
выражение (11) можно переписать в виде

V (r, t) =
1

2Dt

+∞∫

0

exp

(
−r2 + ξ2

4Dt

)
I0

(
rξ

2Dt

)
n(ξ)ξdξ.

Таким образом, решение c(r, t) задачи Коши (1)—(2) имеет вид

c(r, t) =
exp

(− t
τ

)
2Dt

+∞∫

0

exp

(
−r2 + ξ2

4Dt

)
I0

(
rξ

2Dt

)
n(ξ)ξdξ. (12)

Отметим, что выражение (12) совпадает с результатами расчёта распределений ННЗ, генери-
рованных остро сфокусированным электронным зондом после диффузии ННЗ в однородном по-
лубесконечном полупроводниковом материале, и полученными для двухмерной модели (см. [34]),
а также с результатами сравнения расчётов с использованием формулы (12) с эксперименталь-
ными данными.
В цилиндрической системе координат

n(r) = A1 exp(
√
σr) +B1 exp(−

√
σr)− 1

D
√
σ

r∫

0

ρ(ξ) sh(
√
σ(r − ξ))dξ, (13)

где σ = 1/Dτ , а числа A1 и B1 удовлетворяют системе алгебраических уравнений

D1(A1

√
σ −B1

√
σ) = vs1(A1 −B1),

vs2

(
A1

√
σ exp(

√
σ1) +B1

√
σ exp(

√−σ1)− 1

D
√
σ
I1

)
+

+D2

(
A1

√
σ exp(

√
σ1)−B1

√
σ exp(

√−σ1)− 1

D
I2

)
= 0,
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Рис. 1. Распределение плотностей потерь энергии электронами пучка ρ(z) в HgTe (сплошная
кривая), Cd0,2Hg0,8Te (кривая, обозначенная точками), Cd0,6Hg0,4Te (пунктирная кривая), CdTe
(штрих-пунктирная кривая). Зависимости рассчитаны для энергии электронов E0 = 10 кэВ

где

I1 =

l∫

0

ρ(ξ) sh(
√
σ(1− ξ))dξ, I2 =

l∫

0

ρ(ξ) ch(
√
σ(1− ξ))dξ.

Решив последнюю систему уравнений, находим A1 и B1.
Полученное решение (12) задачи Коши (1)–(2) и формула (13) в дальнейшем позволяют уста-

навливать классы единственности и корректной разрешимости рассматриваемой задачи.

5. О некоторых особенностях использования преобразования Ханкеля для реше-
ния задач тепломассопереноса в многослойной среде с отличающимися параметра-
ми слоёв. С математической точки зрения рассматриваемая задача тепломассопереноса мо-
жет быть решена строго аналитически для произвольного числа слоёв многослойной мишени
(см. [5,6,9,19,25,30]). В то же время физическая постановка задачи и её реализация представляют
определённые трудности, связанные с изменением параметров изначально монохроматического
источника возбуждения при прохождении ускоренными электронами слоёв мишени (см. [12,27]).
На рис. 1 представлены результаты расчётов распределений плотностей потерь энергии элек-

тронами пучка ρ(z) в HgTe (сплошная кривая) и широко используемых в оптоэлектрони-
ке и СВЧ-технике полупроводниковых материалах: монокристаллическом теллуриде кадмия
(штрих-пунктирная кривая) и его твёрдых растворах Cd0,2Hg0,8Te (кривая, обозначенная точ-
ками) и Cd0,6Hg0,4Te (пунктирная кривая; см. [22].
Зависимости рис. 1 рассчитаны для энергии электронов E0 = 10 кэВ. Здесь использовано вы-

ражение для ρ, наилучшим образом описывающее реальное распределение потерь энергии в од-
нородном материале (см. [13]). Этот рисунок иллюстрирует близость распределений для CdTe
и Cd0,6Hg0,4Te, что позволяет при моделировании двухслойной структуры Cd0,6Hg0,4Te—CdTe
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в правой части дифференциальных уравнений использовать значения ρ, параметры которых от-
вечают монокристаллическому теллуриду кадмия. Как показывают результаты математического
моделирования, в этом и в ряде других случаев для решения практических задач для многослой-
ных структур вполне может быть использован и подход, характерный для однородных мишеней
(см. [5, 6, 8, 9, 17, 18, 24, 25, 30]).

6. Заключение. В работе показана возможность использования метода Ханкеля для решения
нестационарной задачи тепломассопереноса в полупроводниковой мишени. Изучены некоторые
особенности использования такого подхода для решения задач тепломассопереноса в однородной
и многослойной средах. Рассмотрение проведено на примере диффузии неосновных носителей
заряда, генерированных электронным зондом. Показано, что для решения ряда практических
задач для многослойных мишеней с отличающимися параметрами слоёв может быть использо-
ван подход, разработанный ранее для задач тепломассопереноса в однородных полупроводниках.
Эти результаты могут быть использованы при планировании эксперимента, проведении количе-
ственных вычислений и обработки полученных результатов в электроннозондовых технологиях
при использовании электронов низких энергий.
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