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2. Уравнения движения на касательном расслоении
к n-мерному многообразию в потенциальном силовом поле

2.1. Приведенная система. Случай I. Рассмотрим случай задания кинематических соот-
ношений в виде (??) (случай I). Уравнения (??) примут вид (??). Уравнения геодезических (??)
после соответствующего выбора кинематических соотношений (??) почти всюду эквивалентны со-
ставной системе (??), (??) на многообразии T∗Mn{zn, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−1} (более общие утвер-
ждения см. в [7, 8, 41, 46, 70]).

В общем случае кинематические соотношения (??) (с n(n−1)/2 «произвольными» функциями
fk(α), k = 1, . . . , n − 1, gl(β1), l = 1, . . . , n − 2, hm(β2), m = 1, . . . , n− 3, . . ., i1(βn−2) не могут, вооб-
ще говоря, обеспечить существование необходимого количества первых интегралов, поскольку в
уравнениях геодезических содержатся, вообще говоря, до n2(n+1)/2 различных коэффициентов
аффинной связности Γi

jk.
Несколько модифицировав систему (??), (??), получим систему консервативную. В отли-

чие от системы (??)) наличие силового поля характеризуется гладким коэффициентом F (α)
во втором уравнении системы (2.1). В данном случае вводится внешнее гладкое силовое поле
F̃ (zn, . . . , z1;α) = (0, . . . , 0, F (α)), направленное вдоль оси żn.

Рассматриваемая система на касательном расслоении T∗Mn{zn, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−1} примет
вид

α̇ = −zn, (2.1a)

żn = F (α) + f2
1 (α)Γ

α
11(α, β)z

2
n−1 + f2

2 (α)g
2
1(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
2 + . . .+

+ f2
n−1(α)g

2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β)z

2
1 , (2.1b)

żn−1 =
[
2Γ1

α1(α, β) +Df1(α)
]
zn−1zn − f2

2 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
n−2 − . . .−

− f2
n−1(α)

f1(α)
g2n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

1
n−1,n−1(α, β)z

2
1 , (2.1c)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ż2 =
[
2Γn−2

α,n−2(α, β) +Dfn−2(α)
]
z2zn − f1(α)

[
2Γn−2

1,n−2(α, β) +Dgn−3(β1)
]
z2zn−1 − . . .−

− fn−3(α)gn−4(β1)hn−5(β2) . . . s1(βn−4)
[
2Γn−2

n−3,n−2(α, β) +Dr1(βn−3)
]
z2z3−

− f2
n−1(α)

fn−2(α)

g2n−2(β1)

gn−3(β1)

h2n−3(β2)

hn−4(β2)
. . .

r22(βn−3)

r1(βn−3)
i21(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β)z

2
1 , (2.1d)

ż1 =
[
2Γn−1

α,n−1(α, β) +Dfn−1(α)
]
z1zn − f1(α)

[
2Γn−1

1,n−1(α, β) +Dgn−2(β1)
]
z1zn−1−

− f2(α)g1(β1)
[
2Γn−1

2,n−1(α, β) +Dhn−3(β2)
]
z1zn−2 − . . .−

− fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)
[
2Γn−1

n−2,n−1(α, β) +Di1(βn−2)
]
z1z2, (2.1e)

β̇1 = zn−1f1(α), (2.1f)

β̇2 = zn−2f2(α)g1(β1), (2.1g)

β̇3 = zn−3f3(α)g2(β1)h1(β2), (2.1h)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β̇n−1 = z1fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2). (2.1i)

Система (2.1) почти всюду эквивалентна следующей системе:

α̈+ F (α) + Γα
11(α, β)β̇

2
1 + . . . + Γα

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0, (2.2a)

β̈1 + 2Γ1
α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1

22(α, β)β̇
2
2 + . . .+ Γ1

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0, (2.2b)
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β̈2 + 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 + Γ2
33(α, β)β̇

2
3 + . . .+ Γ2

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0, (2.2c)

β̈3 + 2Γ3
α3(α, β)α̇β̇3 + 2Γ3

13(α, β)β̇1β̇3 + 2Γ3
23(α, β)β̇2β̇3+

+ Γ3
44(α, β)β̇

2
4 + . . . + Γ3

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0, (2.2d)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β̈n−2 + 2Γn−2
α,n−2(α, β)α̇β̇n−2 + 2Γn−2

1,n−2(α, β)β̇1β̇n−2 + . . .+

+ Γn−2
n−3,n−2(α, β)β̇n−3β̇n−2 + Γn−2

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0, (2.2e)

β̈n−1 + 2Γn−1
α,n−1(α, β)α̇β̇n−1 + 2Γn−1

1,n−1(α, β)β̇1β̇n−1 + . . .+ Γn−1
n−2,n−1(α, β)β̇n−2β̇n−1 = 0. (2.2f)

2.2. Первые интегралы для уравнений в потенциальном поле. Случай I.

Предложение 2.1. Если всюду на своей области определения справедлива система диффе-
ренциальных равенств (??), то система (2.1) имеет гладкий первый интеграл

Φ1(zn, . . . , z1) = z21 + . . .+ z2n + V (α) = C1 = const, V (α) = 2

α∫

α0

F (a)da. (2.3)

Доказательство. Действительно, дифференцирование функции (2.3) в силу системы (2.1) дает

2F (α)zn + 2
[
2Γ1

α1(α, β) +Df1(α) + f2
1 (α)Γ

α
11(α, β)

]
z2n−1zn + . . .+

+ 2
[
2Γn−1

α,n−1(α, β) +Dfn−1(α) + f2
n−1(α)g

2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β)

]
z21zn+

− 2

[
f2
1 (α)

[
2Γ2

12(α, β) +Dg1(β1)
]
+ f2

2 (α)g
2
1(β1)Γ

1
22(α, β)

]
z2n−2zn−1

f1(α)
− . . .−

− 2

[
f2
1 (α)

[
2Γn−1

1,n−1(α, β) +Dgn−2(β1)
]
+

+ f2
n−1(α)g

2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

1
n−1,n−1(α, β)

]
z21zn−1

f1(α)
− . . .−

− 2

[
f2
n−2(α)g

2
n−3(β1)h

2
n−4(β2) . . . r

2
1(βn−3)

[
2Γn−1

n−2,n−1(α, β) +Di1(βn−2)
]
+

+ f2
n−1(α)g

2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β)

]
×

× z21z2
fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)

− 2F (α)zn ≡ 0,

поскольку выполнена система n(n− 1)/2 дифференциальных равенств (??). �

Предложение 2.2. Если выполнены условия предложения ??, то система (2.1) имеет глад-
кий первый интеграл вида (??).

Доказательство. Действительно, дифференцирование функции (??) в силу системы (2.1) при
условиях предложения ?? дает{[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]
Φ0(α) − dΦ0(α)

dα

}
zn

√
z21 + . . . + z2n−1.

Но функция Φ0(α) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению
dΦ0(α)

dα
=

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α),

что и доказывает предложение. �
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Предложение 2.3. Если выполнены условия предложения ??, то система (2.1) имеет глад-
кий первый интеграл вида (??).

Доказательство. Действительно, дифференцирование функции (??) в силу системы (2.1) при
условиях предложения ?? дает

{[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α) − dΦ0(α)

dα

}
zn

√
z21 + . . . + z2n−2Ψ1(β1)−

−
{[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]
Ψ1(β1)− dΨ1(β1)

dβ1

}
zn−1f(α)

√
z21 + . . .+ z2n−2Φ0(α).

Но функции Φ0(α) и Ψ1(β1) удовлетворяют, соответственно, обыкновенным дифференциальным
уравнениям

dΦ0(α)

dα
=

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α),

dΨ1(β1)

dβ1
=

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
Ψ1(β1),

что и доказывает предложение. �
В дальнейшем также было бы логично доказать аналогичное предложение и по условиям су-

ществования гладкого первого интеграла вида

Φ4(zn−3, . . . , z1;α, β1, β2) =
√

z21 + . . .+ z2n−3 Φ0(α)Ψ1(β1)Ψ2(β2) = C4 = const,

получив предложение с номером 2.3+1 и т. д. Но мы по предположению индукции опустим неко-
торое конечное число таких шагов, изменив номер следующего предложения на лишь единицу,
получив предложение 2.4. Поэтому далее применяем по индукции вышеизложенные рассуждения
и приходим к следующему утверждению.

Предложение 2.4. Если выполнены условия предложения ??, то система (2.1) имеет глад-
кий первый интеграл вида (??).

Доказательство. Действительно, дифференцирование функции (??) в силу системы (2.1) при
рассматриваемых условиях дает

z1znΨ1(β1) . . .Ψn−2(βn−2)

[[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α)− dΦ0(α)

dα

]
+

+ z1zn−1f(α)Φ0(α)Ψ2(β2) . . .Ψn−2(βn−2)

[
−

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
Ψ1(β1) +

dΨ1(β1)

dβ1

]
+ . . .+

+ z1z2f(α)g(β1) . . . r(βn−3)Φ0(α)Ψ1(β1) . . .Ψn−3(βn−3)×

×
[
(−1)n

[
2Γn−1(βn−2) +

d ln |i(βn−2)|
dβn−2

]
Ψn−2(βn−2) + (−1)n+1dΨn−2(βn−2)

dβn−2

]
.

Но функции Φ0(α), Ψ1(β1) . . ., Ψn−2(βn−2) удовлетворяют соответственно обыкновенным диффе-
ренциальным уравнениям

dΦ0(α)

dα
=

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α),

dΨ1(β1)

dβ1
=

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
Ψ1(β1),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dΨn−2(βn−2)

dβn−2
=

[
2Γn−1(βn−2) +

d ln |i(βn−2)|
dβn−2

]
Ψn−2(βn−2),

что и доказывает предложение. �
Очевидно следующее утверждение о выделении независимой подсистемы.
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Замечание 2.1. Если выполнена группа n(n−1)/2 дифференциальных равенств (??), а также
n− 1 групп условий (??), (??), . . ., (??), то выполнены равенства

Γα
11(α, β) = Γα

11(α), Γα
22(α, β) = Γα

22(α, β1), . . . ,

Γα
n−1,n−1(α, β) = Γα

n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2),

Γ1
22(α, β) = Γ1

22(α, β1), Γ1
33(α, β) = Γ1

33(α, β1, β2), . . . ,

Γ1
n−1,n−1(α, β) = Γ1

n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Γn−2
n−1,n−1(α, β) = Γn−2

n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2);

следовательно, в системе (2.1) появляется независимая подсистема порядка 2n− 1, состоящая из
первых 2n − 1 уравнений (уравнение для β̇n−1 отделяется):

α̇ = −zn, (2.4a)

żn = F (α) + f2
1 (α)Γ

α
11(α)z

2
n−1 + f2

2 (α)g
2
1(β1)Γ

α
22(α, β1)z

2
2 + . . .+

+ f2
n−1(α)g

2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2)z

2
1 , (2.4b)

żn−1 =
[
2Γ1(α) +Df1(α)

]
zn−1zn − f2

2 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β1)z

2
n−2 − . . .−

− f2
n−1(α)

f1(α)
g2n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

1
n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2)z

2
1 , (2.4c)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ż2 =
[
2Γ1(α) +Dfn−2(α)

]
z2zn − f1(α)

[
2Γ2(β1) +Dgn−3(β1)

]
z2zn−1 − . . .−

− fn−3(α)gn−4(β1)hn−5(β2) . . . s1(βn−4)
[
2Γn−2(βn−3) +Dr1(βn−3)

]
z2z3−

− f2
n−1(α)

fn−2(α)

g2n−2(β1)

gn−3(β1)

h2n−3(β2)

hn−4(β2)
. . .

r22(βn−3)

r1(βn−3)
i21(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2)z

2
1 , (2.4d)

ż1 =
[
2Γ1(α) +Dfn−1(α)

]
z1zn − f1(α)

[
2Γ2(β1) +Dgn−2(β1)

]
z1zn−1−

− f2(α)g1(β1)
[
2Γ3(β2) +Dhn−3(β2)

]
z1zn−2 − . . .−

− fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)
[
2Γn−1(βn−2) +Di1(βn−2)

]
z1z2, (2.4e)

β̇1 = zn−1f1(α), (2.4f)

β̇2 = zn−2f2(α)g1(β1), (2.4g)

β̇3 = zn−3f3(α)g2(β1)h1(β2), (2.4h)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β̇n−2 = z2fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3), (2.4i)

β̇n−1 = z1fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2). (2.5)

Предложение 2.5. Если выполнены условия предложений 2.2, 2.3, . . ., 2.4, то система (2.4),
(2.5) имеет первый интеграл вида (??), где после взятия интеграла вместо постоянных Cn−1,
Cn можно формально подставить левые части соответствующих первых интегралов.

Схема доказательства. Если выполнены условия предложений 2.2, 2.3, . . ., 2.4, то, система (2.4),
(2.5) обладает первыми интегралами (??), (??), . . ., (??), количество которых равно n− 1. Нам
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понадобятся лишь два последних первых интеграла. Рассмотрим два уровня Cn−1 и Cn соответ-
ствующих первых интегралов. На этих уровнях справедливо равенство

z1
z2

= ∓ Cn√
C2
n−1Ψ

2
n−2(βn−2)− C2

n

. (2.6)

Угол βn−1 будем искать из следующего уравнения, полученного из системы (2.4), (2.5):
dβn−1

dβn−2
=

z1
z2

i(βn−2).

Используя в этом уравнении равенство (2.6), получим требуемое утверждение. �
Прямым следствием предложений 2.1, . . ., 2.5 является следующая теорема.

Теорема 2.1. Если выполнены условия предложений 2.1, . . ., 2.4, то система (2.4), (2.5) об-
ладает полным набором независимых первых интегралов вида (2.3), (??), (??), . . ., (??), (??),
количество которых равно n+ 1.

Тот факт, что полный набор состоит из n+ 1, а не из 2n− 1 первых интегралов, будет доказан
ниже.

2.3. Приведенная система. Случай II. Рассмотрим случай задания кинематических соот-
ношений в виде (??) (случай II). Уравнения (??) примут вид (??). Уравнения геодезических (??)
после соответствующего выбора кинематических соотношений (??) почти всюду эквивалентны со-
ставной системе (??), (??) на многообразии T∗Mn{zn, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−1} (более общие утвер-
ждения см. в [54, 56, 60, 72]).

В общем случае кинематические соотношения (??) (с n(n − 1)/2 + 1 «произвольными» функ-
циями fk(α), k = 1, . . . , n, gl(β1), l = 1, . . . , n− 2, hm(β2), m = 1, . . . , n− 3, . . ., i1(βn−2)) не могут,
вообще говоря, обеспечить существование необходимого количества первых интегралов, посколь-
ку в уравнениях геодезических содержатся, вообще говоря, до n2(n + 1)/2 + 1 различных коэф-
фициентов аффинной связности Γi

jk.
Несколько модифицировав систему (??), (??), получим систему консервативную. Именно, вве-

дем гладкое (внешнее) силовое поле (в отличие от системы (??))

F̃ (zn, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−1) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

F1(βn−1)fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2)
F2(βn−2)fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)

...
Fn−1(β1)f1(α)
Fn(α)fn(α)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Рассматриваемая система на касательном расслоении T∗Mn{zn, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−1} примет
следующий вид:

α̇ = znfn(α), (2.7a)

żn = Fn(α)fn(α) − fn(α)
[
Γα
αα(α, β) +Dfn(α)

]
z2n−

− f2
1 (α)

fn(α)
Γα
11(α, β)z

2
n−1 −

f2
2 (α)

fn(α)
g21(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
n−2 − . . .−

− f2
n−1(α)

fn(α)
g2n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β)z

2
1 , (2.7b)

żn−1 = Fn−1(β1)f1(α)− fn(α)
[
2Γ1

α1(α, β) +Df1(α)
]
zn−1zn−

− f2
2 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
n−2 − . . .−

− f2
n−1(α)

f1(α)
g2n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

1
n−1,n−1(α, β)z

2
1 , (2.7c)
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ż2 = F2(βn−2)fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)−
− fn(α)

[
2Γn−2

α,n−2(α, β) +Dfn−2(α)
]
z2zn−

− f1(α)
[
2Γn−2

1,n−2(α, β) +Dgn−3(β1)
]
z2zn−1 − . . .−

− fn−3(α)gn−4(β1)hn−5(β2) . . . s1(βn−4)
[
2Γn−2

n−3,n−2(α, β) +Dr1(βn−3)
]
z2z3−

− f2
n−1(α)

fn−2(α)

g2n−2(β1)

gn−3(β1)

h2n−3(β2)

hn−4(β2)
. . .

r22(βn−3)

r1(βn−3)
i21(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β)z

2
1 , (2.7d)

ż1 = F1(βn−1)fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2)−
− fn(α)

[
2Γn−1

α,n−1(α, β) +Dfn−1(α)
]
z1zn−

− f1(α)
[
2Γn−1

1,n−1(α, β) +Dgn−2(β1)
]
z1zn−1−

− f2(α)g1(β1)
[
2Γn−1

2,n−1(α, β) +Dhn−3(β2)
]
z1zn−2 − . . .−

− fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)
[
2Γn−1

n−2,n−1(α, β) +Di1(βn−2)
]
z1z2, (2.7e)

β̇1 = zn−1f1(α), (2.7f)

β̇2 = zn−2f2(α)g1(β1), (2.7g)

β̇3 = zn−3f3(α)g2(β1)h1(β2), (2.7h)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , (2.7i)

β̇n−1 = z1fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2). (2.7j)

Система (2.7) почти всюду эквивалентна следующей системе:

α̈− Fn(α)f
2
n(α) + Γα

αα(α, β)α̇
2 + Γα

11(α, β)β̇
2
1 + . . .+ Γα

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0, (2.8a)

β̈1 − Fn−1(β1)f
2
1 (α) + 2Γ1

α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1
22(α, β)β̇

2
2 + . . .+ Γ1

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0, (2.8b)

β̈2 − Fn−2(β2)f
2
2 (α)g

2
1(β1) + 2Γ2

α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2
12(α, β)β̇1β̇2+

+ Γ2
33(α, β)β̇

2
3 + . . .+ Γ2

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0, (2.8c)

β̈3 − Fn−3(β3)f
2
3 (α)g

2
2(β1)h

2
1(β2) + 2Γ3

α3(α, β)α̇β̇3 + 2Γ3
13(α, β)β̇1β̇3 + 2Γ3

23(α, β)β̇2β̇3+

+ Γ3
44(α, β)β̇

2
4 + . . .+ Γ3

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0, (2.8d)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

β̈n−2 − F2(βn−2)f
2
n−2(α)g

2
n−3(β1)h

2
n−4(β2) . . . r

2
1(βn−3)+

+ 2Γn−2
α,n−2(α, β)α̇β̇n−2 + 2Γn−2

1,n−2(α, β)β̇1β̇n−2 + . . .+

+ Γn−2
n−3,n−2(α, β)β̇n−3β̇n−2 + Γn−2

n−1,n−1(α, β)β̇
2
n−1 = 0, (2.8e)

β̈n−1 − F1(βn−1)f
2
n−1(α)g

2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2) + 2Γn−1

α,n−1(α, β)α̇β̇n−1+

+ 2Γn−1
1,n−1(α, β)β̇1β̇n−1 + . . .+ Γn−1

n−2,n−1(α, β)β̇n−2β̇n−1 = 0. (2.8f)

2.4. Первые интегралы для уравнений в потенциальном поле. Случай II.

Предложение 2.6. Если всюду на области определения справедлива система n(n−1)/2+1
дифференциальных равенств (??), то система (2.7) имеет гладкий первый интеграл

Φ1(zn, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−1) = z21 + . . .+ z2n + V (α, β) = C1 = const, (2.9)
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V (α, β) = Vn(α) +
n−1∑
k=1

Vn−k(βk) = −2

α∫

α0

Fn(a)da− 2
n−1∑
k=1

βk∫

βk,0

Fn−k(b)db.

Доказательство. Действительно, дифференцирование функции (2.9) в силу системы (2.7) дает

2znFn(α)fn(α) + 2zn−1Fn−1(β1)f1(α) + 2zn−2Fn−2(β2)f2(α)g1(β1)+

+ 2zn−3Fn−3(β3)f3(α)g2(β1)h1(β2) + . . .+ 2z2F2(βn−2)fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)+

+ 2z1F1(βn−1)fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2)− 2fn(α)

[
Γα
αα(α, β) +

d ln |fn(α)|
dα

]
z3n−

− 2

[
f2
n(α)

[
2Γ1

α1(α, β) +Df1(α)
]
+ f2

1 (α)Γ
α
11(α, β)

]
z2n−1zn

fn(α)
− . . .−

− 2

[
f2
n(α)

[
2Γn−1

α,n−1(α, β) +Dfn−1(α)
]
+

+ f2
n−1(α)g

2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β)

]
z21zn
fn(α)

−

− 2

[
f2
1 (α)

[
2Γ2

12(α, β) +Dg1(β1)
]
+ f2

2 (α)g
2
1(β1)Γ

1
22(α, β)

]
z2n−2zn−1

f1(α)
− . . .−

− 2

[
f2
1 (α)

[
2Γn−1

1,n−1(α, β) +Dgn−2(β1)
]
+

+ f2
n−1(α)g

2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

1
n−1,n−1(α, β)

]
z21zn−1

f1(α)
− . . .−

− 2

[
f2
n−2(α)g

2
n−3(β1)h

2
n−4(β2) . . . r

2
1(βn−3)

[
2Γn−1

n−2,n−1(α, β) +Di1(βn−2)
]
+

+ f2
n−1(α)g

2
n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β)

]
×

× z21z2
fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)

−
− 2znFn(α)fn(α)− 2zn−1Fn−1(β1)f1(α) − 2zn−2Fn−2(β2)f2(α)g1(β1)−

− 2zn−3Fn−3(β3)f3(α)g2(β1)h1(β2)− . . .−
− 2z2F2(βn−2)fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)−

− 2z1F1(βn−1)fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2) ≡ 0,

поскольку выполнена система n(n− 1)/2 + 1 дифференциальных равенств (??). �
Следующие утверждения справедливы в более общем виде, но мы ограничимся следующими.

Предложение 2.7. Пусть Fn−k(βk) ≡ 0, k = 1, . . . , n − 1. Если выполнены условия предло-
жения ??, то система (2.7) имеет гладкий первый интеграл вида (??).

Доказательство. Действительно, дифференцирование функции (??) в силу системы (2.7) при
рассматриваемых условиях дает

−fn(α)

{[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α) − dΦ0(α)

dα

}
zn

√
z21 + . . .+ z2n−1.
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Но функция Φ0(α) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению

dΦ0(α)

dα
=

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α),

что и доказывает предложение. �

Предложение 2.8. Пусть Fn−k(βk) ≡ 0, k = 2, . . . , n − 1. Если выполнены условия предло-
жения ??, то система (2.7) имеет гладкий первый интеграл вида (??).

Доказательство. Действительно, дифференцирование функции (??) в силу системы (2.7) при
рассматриваемых условиях дает

− fn(α)

{[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α) − dΦ0(α)

dα

}
zn

√
z21 + . . . + z2n−2Ψ1(β1)−

−
{[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]
Ψ1(β1)− dΨ1(β1)

dβ1

}
zn−1f(α)

√
z21 + . . .+ z2n−2Φ0(α).

Но функции Φ0(α) и Ψ1(β1) удовлетворяют, соответственно, обыкновенным дифференциальным
уравнениям

dΦ0(α)

dα
=

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α),

dΨ1(β1)

dβ1
=

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
Ψ1(β1),

что и доказывает предложение. �
В дальнейшем было бы логично доказать аналогичное предложение и по условиям существо-

вания гладкого первого интеграла вида

Φ4(zn−3, . . . , z1;α, β1, β2) =
√

z21 + . . .+ z2n−3 Φ0(α)Ψ1(β1)Ψ2(β2) = C4 = const,

получив предложение с номером 2.8+1 и т. д. Но мы по предположению индукции опустим неко-
торое конечное число таких шагов, изменив номер следующего предложения на лишь единицу и
получим предложение 2.9. Поэтому далее применяем по индукции вышеизложенные рассуждения
и приходим к следующему утверждению.

Предложение 2.9. Пусть F1(βn−1) ≡ 0. Если выполнены условия предложения ??, то си-
стема (2.7) имеет гладкий первый интеграл вида (??).

Доказательство. Действительно, дифференцирование функции (??) в силу системы (2.7) при
рассматриваемых условиях дает

− fn(α)z1znΨ1(β1) . . .Ψn−2(βn−2)

[[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α)− dΦ0(α)

dα

]
+

+ z1zn−1f(α)Φ0(α)Ψ2(β2) . . .Ψn−2(βn−2)

[
−
[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
Ψ1(β1) +

dΨ1(β1)

dβ1

]
+

. . .+ z1z2f(α)g(β1) . . . r(βn−3)Φ0(α)Ψ1(β1) . . .Ψn−3(βn−3)×

×
[
(−1)n

[
2Γn−1(βn−2) +

d ln |i(βn−2)|
dβn−2

]
Ψn−2(βn−2) + (−1)n+1 dΨn−2(βn−2)

dβn−2

]
.

Но функции Φ0(α), Ψ1(β1) . . ., Ψn−2(βn−2) удовлетворяют, соответственно, обыкновенным диф-
ференциальным уравнениям

dΦ0(α)

dα
=

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
Φ0(α),

dΨ1(β1)

dβ1
=

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
Ψ1(β1),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
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dΨn−2(βn−2)

dβn−2
=

[
2Γn−1(βn−2) +

d ln |i(βn−2)|
dβn−2

]
Ψn−2(βn−2),

что и доказывает предложение. �
Очевидно следующее утверждение о выделении независимой подсистемы.

Замечание 2.2. Пусть F1(βn−1) ≡ F 0
1 = const. Если выполнена группа n(n − 1)/2 + 1 диф-

ференциальных равенств (??), а также n− 1 групп условий (??), (??), . . ., (??), то выполнены
равенства

Γα
11(α, β) = Γα

11(α), Γα
22(α, β) = Γα

22(α, β1), . . . ,

Γα
n−1,n−1(α, β) = Γα

n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2),

Γ1
22(α, β) = Γ1

22(α, β1), Γ1
33(α, β) = Γ1

33(α, β1, β2), . . . ,

Γ1
n−1,n−1(α, β) = Γ1

n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Γn−2
n−1,n−1(α, β) = Γn−2

n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2);

следовательно, в системе (2.7) появляется независимая подсистема порядка 2n− 1, состоящая из
первых 2n − 1 уравнений (уравнение для β̇n−1 отделяется):

α̇ = znfn(α), (2.10a)

żn = Fn(α)fn(α)− f2
1 (α)

fn(α)
Γα
11(α)z

2
n−1 −

f2
2 (α)

fn(α)
g21(β1)Γ

α
22(α, β1)z

2
2 − . . .−

− f2
n−1(α)

fn(α)
g2n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

α
n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2)z

2
1 , (2.10b)

żn−1 = Fn−1(β1)f1(α)− fn(α)
[
2Γ1(α) +Df1(α)

]
zn−1zn − f2

2 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β1)z

2
n−2 − . . .−

− f2
n−1(α)

f1(α)
g2n−2(β1)h

2
n−3(β2) . . . i

2
1(βn−2)Γ

1
n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2)z

2
1 , (2.10c)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

ż2 = F2(βn−2)fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)− fn(α)
[
2Γ1(α) +Dfn−2(α)

]
z2zn−

− f1(α)
[
2Γ2(β1) +Dgn−3(β1)

]
z2zn−1 − . . .−

− fn−3(α)gn−4(β1)hn−5(β2) . . . s1(βn−4)
[
2Γn−2(βn−3) +Dr1(βn−3)

]
z2z3−

− f2
n−1(α)

fn−2(α)

g2n−2(β1)

gn−3(β1)

h2n−3(β2)

hn−4(β2)
. . .

r22(βn−3)

r1(βn−3)
i21(βn−2)Γ

n−2
n−1,n−1(α, β1, . . . , βn−2)z

2
1 ,

(2.10d)

ż1 = F 0
1 fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2)− fn(α)

[
2Γ1(α) +Dfn−1(α)

]
z1zn−

− f1(α)
[
2Γ2(β1) +Dgn−2(β1)

]
z1zn−1−

− f2(α)g1(β1)
[
2Γ3(β2) +Dhn−3(β2)

]
z1zn−2 − . . .−

− fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3)
[
2Γn−1(βn−2) +Di1(βn−2)

]
z1z2, (2.10e)

β̇1 = zn−1f1(α), (2.10f)

β̇2 = zn−2f2(α)g1(β1), (2.10g)

β̇3 = zn−3f3(α)g2(β1)h1(β2), (2.10h)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
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β̇n−2 = z2fn−2(α)gn−3(β1)hn−4(β2) . . . r1(βn−3), (2.10i)

β̇n−1 = z1fn−1(α)gn−2(β1)hn−3(β2) . . . i1(βn−2). (2.11)

Предложение 2.10. Пусть Fn−k(βk) ≡ 0, k = 1, . . . , n − 1. Если выполнены условия предло-
жений ??, ??, . . ., ??, то система (2.10), (2.11) имеет первый интеграл вида (??), где после
взятия интеграла вместо постоянных Cn−1, Cn можно формально подставить левые части
соответствующих первых интегралов.

Схема доказательства. Если выполнены условия предложений ??, ??, . . ., ??, то, система (2.10),
(2.11) обладает первыми интегралами (??), (??), . . ., (??), количество которых равно n− 1. Нам
понадобятся лишь два последних первых интеграла. Рассмотрим два уровня Cn−1 и Cn соответ-
ствующих первых интегралов. На этих уровнях справедливо равенство

z1
z2

= ∓ Cn√
C2
n−1Ψ

2
n−2(βn−2)− C2

n

. (2.12)

Угол βn−1 будем искать из следующего уравнения, полученного из системы (2.10), (2.11):
dβn−1

dβn−2
=

z1
z2

i(βn−2).

Используя в этом уравнении равенство (2.12), получим требуемое утверждение. �
Прямым следствием из предложений 2.6, . . ., 2.10 является следующая теорема.

Теорема 2.2. Если выполнены условия предложений 2.6, . . ., 2.9, то система (2.10), (2.11)
обладает полным набором независимых первых интегралов вида (2.9), (??), (??), . . ., (??), (??),
количество которых равно n+ 1.

Тот факт, что полный набор состоит из n+ 1, а не из 2n− 1 первых интегралов, будет показан
ниже.
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