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Аннотация. Рассматривается смешанная задача для гиперболического уравнения второго по-
рядка с постоянными коэффициентами и смешанной производной. Предполагается, что краевые
условия являются распадающимися (одно в левом конце основного интервала, другое в правом
конце), корни характеристического уравнения простые и лежат на положительном луче. На ко-
эффициенты уравнения и краевых условий наложены такие условия, что отсутствует двукратная
полнота собственных функций соответствующей спектральной задачи для дифференциального
квадратичного пучка. Методом контурного интеграла Пуанкаре—Коши получены достаточные
условия разрешимости данной задачи.
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Abstract. In this paper, we consider a mixed problem for a second-order hyperbolic equation with
constant coefficients and a mixed partial derivative. We assume that the boundary conditions are
splitted (i.e., one condition is posed at the left endpoint of the main interval and the other at the right
endpoint) and the roots of the characteristic equation are simple and lie on the positive half-line. The
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1. Постановка смешанной задачи. Рассмотрим следующую смешанную задачу:

∂2u

∂x2
+ p1

∂2u

∂x∂t
+ p2

∂2u

∂t2
= 0, x ∈ [0, 1], t ∈ [0,+∞), (1)

α1
∂u(0, t)

∂x
+ α0

∂u(0, t)

∂t
= 0, β1

∂u(1, t)

∂x
+ β0

∂u(1, t)

∂t
= 0, (2)

u(x, 0) = f0(x),
∂u(x, 0)

∂t
= f1(x), (3)

где pj ∈ R, αik, βik ∈ C. Условие гиперболичности уравнения (1) означает, что

p21 − 4p2 > 0. (4)

В этом случае корни ω1, ω2 характеристического уравнения

ω2 + p1ω + p2 = 0.

вещественны.
Помимо предположения (4), будем накладывать условие

0 < ω1 < ω2 ⇐⇒ p1 < 0, p2 > 0. (5)

Это условие, наряду со специфическим видом краевых условий (2), требуется для того, чтобы
выделить такой класс смешанных задач (1)—(3), для которого соответствующая спектральная
задача не обладала бы двукратной полнотой системы ее собственных функций. Соответствующие
предположения будут сделаны немного ниже (см. (10)).
При сделанных предположениях требуется найти классическое решение задачи (1)—(3), т.е.

найти такую функцию u(x, t), которая в области Q =
¶
(x, t) | x ∈ [0, 1], t ∈ [0,+∞)

©
имеет

непрерывные частные производные до второго порядка включительно, удовлетворяет краевым
условиям (2) и начальным условиям (3).
Для нахождения классического решения задачи (1)—(3) будем использовать метод контурно-

го интеграла («вычетный метод») Пуанкаре—Коши. (см., например, [1, 2, 6–8, 20–22]). Следует
отметить, что в последние годы большой вклад в обоснование этого метода, но для классиче-
ских смешанных задач, уравнение которых не содержит смешанных частных производных, но
допускающих наличие младших и свободного членов при самых общих предположениях и новых
подходах внесли А. П. Хромов и его ученики (см. [16, 17]).

2. Преобразование к спектральной задаче и формальное представление решения.
Будем искать решение задачи (1)—(2) в виде u(x, t) = eλty(x, λ). Приходим к спектральной задаче

L(λ)y = 0 (6)

для квадратичного пучка L(λ), определенного формулами

�(y, λ) := y′′ + λp1y
′ + λ2p2y, (7)

U1(y, λ) := α1y
′(0) + λα0y(0) = 0, U2(y, λ) := β1y

′(1) + λβ0y(1) = 0. (8)

Фундаментальную систему решений уравнения �(y, λ) = 0 при λ �= 0 образуют функции

y1(x, λ) := eλω1x, y2(x, λ) = eλω2x.

Далее считаем для определенности, что α1 �= 0 и β1 �= 0. В остальных случаях тоже можно
получить соответствующие результаты, только обозначения будут другими.
Введем обозначения

vj = α1ωj + α0, wj = β1ωj + β0, Vj =

Ç
vj
0

å
, Wj =

Ç
0
wj

å
, j = 1, 2;

ask = det(Ws,Wk), as̄k = det(Vs,Wk), ask̄ = det(Ws, Vk), as̄k̄ = det(Vs, Vk), s, k = 1, 2.
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Характеристический определитель пучка L(λ) имеет вид

Δ(λ) = det
Ä
Ui(yj, λ)

ä2
i,j=1

= λ2
∣
∣
∣
∣V1 + eλω1W1; V2 + eλω2W2

∣
∣
∣
∣ =

= λ2
(

a1̄2̄ + eλω1a12̄ + eλω2a1̄2 + eλ(ω1+ω2)a12
)

= λ2
Ä
eλω1a12̄ + eλω2a1̄2

ä
= λ2Δ0(λ), (9)

где a12̄ = −v2w1, a1̄2 = v1w2, а коэффициенты a1̄2̄ и a12 в рассматриваемом случае, очевидно,
равны нулю, ввиду специфики краевых условий.
Если a1̄2̄ �= 0 и a12 �= 0 в (9), то пучок L(λ) регулярен по Биркгофу и его функция Грина имеет

оценку O(1/|λ|) вне кружков фиксированного достаточно малого радиуса около собственных
значений (см. [5, 14, 19, 23]).
Если же a12 = 0 или a12 = a1̄2 = 0 в (9) (или a1̄2̄ = 0 или a1̄2̄ = a12̄ = 0 в симметричном случае),

то функция Грина этого пучка имеет экспоненциальный рост при |λ| → ∞ и arg λ ∈ (−π/2, π/2).
Такие пучки, как известно, относятся к классу нерегулярных пучков (см., например, [12, 18]).
Пусть далее выполняются условия

v1 �= 0, v2 �= 0, w1 �= 0, w2 �= 0. (10)

В этом случае пучок L(λ) не является вырожденным, т.е. существует счетное число собственных
значений и собственных функций. В то же время L(λ) не является регулярным по Биркгофу.
Порождающей функцией (см. [12]) для системы собственных функций пучка L(λ) будет функ-

ция (при λ �= 0)

γ(z, λ) =

∣
∣
∣
∣
∣

v1 v2
eλω1x eλω2x

∣
∣
∣
∣
∣
= −v2e

λω1x + v1e
λω2x.

Как показано в [9] (см. также [10]) система {γ(x, λ)}λ∈C, а следовательно, и система собственных
функций пучка L(λ), определяемого формулами (7)—(8), двукратно не полна в L2[0, 1] и имеет
бесконечный дефект относительно двукратной полноты.
Насколько известно автору, условия разрешимости смешанной задачи (1)—(3) при таких пред-

положениях ранее не были получены.
Из (9)—(10) следует, что корни уравнения Δ0(λ) = 0 имеют вид

λk =
2kπi+ d0
ω2 − ω1

, k ∈ Z, (11)

где d0 := ln0 c0, c0 = −a12̄/a1̄2 = (v2w1)/(v1w2) (ln0 есть фиксированная ветвь натурального
логарифма, удовлетворяющая условию ln0 1 = 0).
Пусть Λ := {λk | k ∈ Z}. Хорошо известно, что Λ\{0}—множество ненулевых собственных зна-

чений пучка L(λ). Точка λ = 0 может быть собственным значением, а может и не быть, даже если
0 ∈ Λ. Это требует дополнительного исследования, но для наших целей это не принципиально.
Линеаризуем пучок L(λ) так, как это делается в [18]: положим z0 = y, z1 = λz0. Задача (6)

тогда перейдет в следующую задачу на собственные значения в пространстве вектор-функций
для оператора L̂:

L̂z = λz, z ∈ DL̂, (12)

где z = (z0, z1)
T и при обозначении dx = d/dx

L̂z :=

Ñ
0 1

− 1

p2
d2x −p1

p2
dx

é

z, DL̂ =
{

z

∣
∣
∣
∣ z

′
0, z1 ∈ L1[0, 1], Ui(z) = 0, i = 1, 2

}

,

U1(z) := α1z
′
0(0) + α0z1(0), U2(z) := β1z

′
0(1) + β0z1(1).

Как показано в [18], собственные значения пучка L(λ) и оператора L̂ совпадают, а система
производных цепочек L(λ) совпадает с системой собственных вектор-функций L̂.
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Пусть R̂λ = (L̂−λÊ)−1 есть резольвента оператора L̂ или задачи (12) и f = (f0, f1)
T . Известно,

что

− 1

2πi

+∞∑

ν=−∞

∫

γν

R̂λfdλ, (13)

где γν есть простой замкнутый контур, окружающий только одну точку λν , есть разложение век-
тор-функции f в биортогональный ряд Фурье по собственным вектор-функциям оператора L̂ или,
что одно и то же, производным цепочкам пучка L(λ), построенным по системе его собственных
функций.
Введем обозначение

R̂λf = (z0(x, λ; f), z1(x, λ; f))
T ,

где z1(x, λ; f) = λz0(x, λ; f) + f0(x). Рассмотрим функцию

u(x, t) = − 1

2πi

+∞∑

ν=−∞

∫

γν

eλtz0(x, λ; f)dλ, (14)

которая является формальным решением задачи (1)—(2), если не заботиться о сходимости ря-
да (14). Далее будут найдены условия на функции f0 и f1, при которых ряд (14), а так-
же ряд, продифференцированный почленно дважды по x и t, сходится равномерно в области
QT =

¶
(x, t) | x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ]

©
, где T > 0—произвольное фиксированное число. В этом

случае функция u(x, t) будет удовлетворять уравнению (1) и краевым условиям (2) всюду в Q.
Положим t = 0 в ряде (14) и в почленно продифференцированном ряде по t. Учитывая рав-

номерную сходимость полученных рядов, получим, что для того, чтобы выполнялись начальные
условия (3), достаточно выполнения следующих равенств при x ∈ [0, 1]

u(x, 0) = f0(x) = − 1

2πi

+∞∑

ν=−∞

∫

γν

z0(x, λ; f)dλ, (15)

u′t(x, 0) = f1(x) = − 1

2πi

+∞∑

ν=−∞

∫

γν

λz0(x, λ; f)dλ ≡ − 1

2πi

∞∑

ν=−∞

∫

γν

z1(x, λ; f)dλ. (16)

С учетом (13) это приводит к необходимости нахождения условий разложимости вектор-функции
(f0, f1)

T по собственным вектор-функциям оператора L̂ или, что то же самое, нахождение условий
двукратного разложения вектор-функции (f0, f1)

T по собственным функциям пучка L(λ). То, что
этот пучок является нерегулярным и отсутствует двукратная полнота собственных функций,
существенно усложняет дело.

3. Теорема о двукратном разложении по собственным функциям. Рассмотрим задачу
нахождения условий на параметры пучка L(λ), определяемого формулами (7)—(8), и на вектор-
функцию f = (f0, f1)

T , при которых имеет место двукратная разложимость f в биортогональный
ряд Фурье по собственным функциям этого пучка, т.е. имеют место формулы (15)—(16).
Эта задача представляет интерес только для нерегулярного пучка L(λ), так как в регулярном

случае задача о разложении решается без проблем (например, аналогично [5, с. 124—129]).
Задачи о разложении для простейших нерегулярных дифференциальных операторов первого

и второго порядка со знакопеременной весовой функцией были решены в [3]. В случае опера-
тора первого порядка на разлагаемую функцию накладывались условия непрерывности, огра-
ниченности вариации и выполнения двух простых функциональных соотношений. В случае же
дифференциального оператора второго порядка на разлагаемую функцию, помимо условий глад-
кости на основном отрезке, накладывались условия аналитической продолжимости в некоторые
треугольники и выполнения там функциональных соотношений.
В случае простейшего нерегулярного дифференциального оператора третьего порядка, когда

корни ωj, j = 1, 3, характеристического уравнения лежат в вершинах правильного треугольника,
задача о разложении решена в [15]. При этом на разлагаемую функцию накладывались условия
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аналитичности в некоторых многоугольниках комплексной плоскости и выполнения там некото-
рых функциональных соотношений. Обобщение этого результата на случай дифференциального
оператора произвольного порядка n = 4k + 1, где k ∈ N, было сделано в [4].
В случае пучка L(λ), определяемого дифференциальным выражением (7) и краевыми услови-

ями
αi1y

′(0) + λαi0y(0) + βi1y
′(1) + λβi0y(1) = 0, i = 1, 2,

где коэффициенты краевых форм удовлетворяют условиям

a1̄2̄ �= 0, a1̄2 �= 0, a12 = a12̄ = 0,

и выполняется условие (5), что обеспечивает нерегулярность пучка L(λ), теорема о разложении
доказана в [11].
В случае пучка L(λ), определяемого формулами (7)—(8), возникшего при рассмотрении зада-

чи (1)—(3) при условиях (5), (10) теорема о разложении анонсирована в [13]. Приведем без доказа-
тельства некоторые факты, которые позволили получить результат из [13] и которые необходимы
для дальнейшего изложения. Введем для краткости обозначение θ = 1/(ω2 − ω1).
Справедливы следующие леммы.

Лемма 1. Если f ′
0, f1 ∈ L1[0, 1],

f̃(x) := −p2f1(x)− p1f
′
0(x), fλ(x) := f̃(x)− λp2f0(x), (17)

f0(0) = f0(1) = f ′
0(0) = f ′

0(1) = f1(0) = f1(1) = 0, (18)

то

z0(x, λ; f) =

=
θ

λΔ0(λ)

1∫

0

(

a12̄e
λω1(x+1−ξ) − a22̄e

λ(ω1x+ω2(1−ξ)) + a1̄1e
λ(ω1(1−ξ)+ω2x) − a1̄2e

λω2(x+1−ξ)
)

fλ(ξ)dξ+

+
θ

λ

x∫

0

(

− eλω1(x−ξ) + eλω2(x−ξ)fλ(ξ)dξ
)

=: A(x, λ; fλ) + a(x, λ; fλ), (19)

где z1(x, λ; f) = λz0(x, λ; f) + f0(x).

Пусть Kδ(λ)—круг радиуса δ > 0 с центром в точке λ и

Cδ = C \
Ñ

⋃

λ∈Λ
Kδ(λ)

é

.

Обозначим через C
+
δ и C

−
δ части множества Cδ, лежащие в правой и левой полуплоскости соот-

ветственно.

Лемма 2. Существует такая положительная константа Cδ, что

∀λ ∈ C
−
δ :

∣
∣
∣Δ0(λ)

∣
∣
∣ � Cδ|eλω1 |; ∀λ ∈ C

+
δ :

∣
∣
∣Δ0(λ)

∣
∣
∣ � Cδ|eλω2 |. (20)

Для формулировки теоремы о двукратном разложении по собственным функциям пучка L(λ),
определяемого формулами (7)—(8), введем необходимые обозначения:

e1 = −v1
v2

, e2 =
w2

w1
, d1 = e1e2, τ =

ω2

ω1
,

αx = 1− 1− x

τ
, βx = τx, γx = x+ 1− 1

τ
,

α̃x = 1− τ(1− x), β̃x =
x

τ
, γ̃x = x− 1 +

1

τ
,

Ijν = − 1

2πi

+∞∑

−∞

∫

γν

zj(x, λ; f)dλ, j = 0, 1.
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Пусть

F1(x) :=

x∫

0

f1(t)dt.

Положим

H1(x, F1) := −2F1(x) + e2F1(αx)− e1F1(βx) + d1F1(γx) +
1

e2
F1(α̃x)− 1

e1
F1(β̃x) +

1

d1
F1(γ̃x),

H2(x, f0) := 2ω1f0(x)− e2ω2f0(αx) + e1ω1f0(βx)− d1ω2f0(γx)− ω1

e2
f0(α̃x) +

ω2

e1
f0(β̃x)− ω2

d1
f0(γ̃x),

H3(x, f1) := − 2

ω1
f1(x) +

e2
ω2

f1(αx)− e1
ω1

f1(βx) +
d1
ω2

f1(γx)+

+
1

ω1e2
f1(α̃x)− 1

ω2e1
f1(β̃x) +

1

ω2d1
f1(γ̃x),

H4(x, f
′
0) := 2f ′

0(x)− e2f
′
0(αx) + e1f

′
0(βx)− d1f

′
0(γx)−

1

e2
f ′
0(α̃x) +

1

e1
f ′
0(β̃x)−

1

d1
f ′
0(γ̃x).

Имеет место следующая теорема о разложении для нерегулярного пучка L(λ).

Теорема 1. Если f ′′
0 , f

′
1 ∈ Lp[0, 1], p > 1, а также выполняются условия (5), (10), (18),

F1(1) = 0 (21)

и

2ω1 < ω2, (22)

то имеет место равномерная сходимость по x ∈ [0, 1]

− 1

2πi

+∞∑

ν=−∞

∫

γν

R̂λfdλ = f(x) + h(x, f), (23)

где h(x, f) = (h0(x, f), h1(x, f))
T ,

h0(x, f) := p2θH1(x, F1) + θH2(x, f0) (24)

h1(x, f) := p2θH3(x, f1) + θH2(x, f
′
0), (25)

В формулах (24)—(25) функции полагаются продолженными нулем, если их аргументы выхо-
дят за отрезок [0, 1].

Наличие слагаемого h(x, f) в (23) объясняется нерегулярностью пучка (7)—(8) и, как следствие,
отсутствием двукратной полноты системы его собственных функций.
Важным для дальнейшего изложения является следствие из теоремы 1.

Следствие 1. Пусть выполняются условия теоремы 1. Для того, чтобы имели место рав-
номерная по x ∈ [0, 1] сходимость

− 1

2πi

+∞∑

ν=−∞

∫

γν

R̂λfdλ = f(x), (26)

необходимо и достаточно, чтобы вектор-функция f(x) удовлетворяла уравнению h(x, f) ≡ 0.
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4. Теорема о разрешимости смешанной задачи. Справедлива следующая основная тео-
рема настоящей статьи.

Теорема 2. Пусть выполняются условия (5), (10), (21), (22),

f
(4)
0 , f

(3)
1 ∈ L1[0, 1], f

(s)
j (0) = f

(s)
j (1) = 0, j = 0, 1, s = 0, 3− j, (27)

и, кроме того, функция f = (f0, f1)
T удовлетворяет соотношению h(x, f) = 0 при x ∈ [0, 1], где

компоненты h(x, f) определяются формулами (24)—(25) (в этих соотношениях функции пола-
гаются продолженными нулем, если их аргументы выходят за отрезок [0, 1]). Тогда в области
Q существует классическое решение u(x, t) задачи (1)—(3), определяемое формулой (14). Ряд
в (14), а также почленно продифференцированный ряд в (14) до второго порядка включительно
по x и t являются равномерно сходящимися во всякой области QT .

Доказательство. Из формул для собственных значений (11) следует, что в плоскости C суще-
ствуют такие контуры Γν , которые отстоят от λk на расстояние не меньшее некоторого фикси-
рованного достаточно малого числа δ > 0, а между соседними контурами лежит ровно одно λk.
В качестве таких контуров удобно взять, например, контуры ˇ�AνBνCνDνAν (обход контура начи-
нается с нижней левой угловой точки и проводится против часовой стрелки), где BνCν и DνAν

есть отрезки прямых Reλ = ±H (H > 0 достаточно большое число), а дуги ȦνBν и ĊνDν лежат
вне δ-окрестностей собственных значений, являются дугами окружностей радиусов r′ν , r′′ν , соот-
ветственно, с центрами в начале координат, причем такими, что c′1ν < r′ν < c′2ν, c′′1ν < r′′ν < c′′2ν,
где c′1, c′′1 , c′2, c′′2 > 0 фиксированные константы, и скользят по прямым Reλ = ±H. Обозначим
через Eν и Fν точки пересечения дуг ȦνBν и ĊνDν с мнимой осью. Пусть Γ+

ν и Γ−
ν части кон-

тура Γν , лежащие в правой и левой комплексной полуплоскости соответственно. Таким образом,
Γ+
ν = ˇ�FνDνAνEν , а Γ−

ν = ˇ�EνBνCνFν .
Из теоремы Коши для аналитических функций следует, что для того, чтобы доказать равно-

мерную сходимость ряда (14) в области QT , достаточно доказать равномерную сходимость в этой
области последовательности Iν(f) при ν → ∞, где

Iν(f) = − 1

2πi

∫

Γν

eλtz0(x, λ; f)dλ.

Воспользуемся формулой (19) из леммы 1, условия которой при сделанных предположениях
выполнены. С учетом (18) получим представление

z0(x, λ; f) = A(x, λ; f̃ ) + a(x, λ; f̃ )− λp2A(x, λ; f0)− λp2a(x, λ; f0).

Здесь λp2a(x, λ; f0) есть целая аналитическая функция, а a(x, λ; f̃ ) есть аналитическая функция
во всей комплексной плоскости за исключением точки λ = 0, в которой она имеет формально
полюс первого порядка, а вычет равен нулю. Следовательно,

Iν(f) = − 1

2πi

∫

Γν

eλtA(x, λ; f̃)dλ− 1

2πi

∫

Γν

eλta(x, λ; f̃ )dλ+

+
1

2πi

∫

Γν

eλtλp2A(x, λ; f0)dλ+
1

2πi

∫

Γν

eλtλp2a(x, λ; f0)dλ =

= − 1

2πi

∫

Γν

eλtA(x, λ; f̃ )dλ+
1

2πi

∫

Γν

eλtλp2A(x, λ; f0)dλ. (28)

Для доказательства существования решения исходной задачи достаточно доказать, что выра-
жения справа в (28) и выражения, получаемые из них почленным дифференцированием по x и t
до второго порядка включительно, сходятся равномерно в QT при ν → ∞.
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Учитывая (28), представим Iν(f) следующим образом:

Iν(f) = − 1

2πi

⎡

⎢
⎣

∫

Γ+
ν

+

∫

Γ−
ν

⎤

⎥
⎦ eλtA(x, λ; f̃)dλ+

1

2πi

⎡

⎢
⎣

∫

Γ+
ν

+

∫

Γ−
ν

⎤

⎥
⎦ eλtλp2A(x, λ; f0)dλ =:

4∑

j=1

Ijν(f) (29)

Покажем, что каждое из этих четырех слагаемых равномерно сходится в QT при ν → ∞.
С учетом наличия множителя λ в слагаемых Ijν(f) при j = 3, 4, рассуждения при рассмотрении
первых двух слагаемых в (29) и последних двух слагаемых будут отличаться.
Рассмотрим сначала первые два слагаемых в (29). Рассуждения для них аналогичны. Для при-

мера рассмотрим I1ν (f). Справедливо равенство

I1ν (f) = − 1

2πi

∫

Γ+
ν

eλtA(x, λ; f̃ )dλ =

= − 1

2πi

∫

Γ+
ν

eλt
θ

λΔ0(λ)

1∫

0

(a12̄e
λω1(x+1−ξ) − a22̄e

λ(ω1x+ω2(1−ξ)) + a1̄1e
λ(ω1(1−ξ)+ω2x)−

− a1̄2e
λω2(x+1−ξ))f̃(ξ)dξdλ =:

4∑

s=1

I1νs(f). (30)

Дальнейшие рассуждения для каждого слагаемого аналогичны. Рассмотрим для примера сла-
гаемое I1ν1(f). Для доказательства равномерной сходимости последовательности {I1ν1(f)}∞ν=1 в об-
ласти QT воспользуемся критерием Коши. Рассмотрим при μ < ν разность:

I1μ1(f)− I1ν1(f) = − 1

2πi

∫

˝�FνCνCμFμ

− 1

2πi

∫

˛�EμBμBνEν

:= I1μν1(f) + I1μν2(f). (31)

Рассуждения для этих двух слагаемых аналогичны. Для примера рассмотрим I1μν1(f). Прове-
дем в этом интеграле один раз интегрирование по частям по ξ. Получим

I1μν1(f) = − 1

2πi

Ü
∫

F̄νCν

+

∫

C̆νCμ

+

∫

C̆μFμ

ê

eλtθa12̄
λ2ω1Δ0(λ)

1∫

0

eλω1(x+1−ξ)f̃ ′(ξ)dξdλ =:

=: Kν(f) +Mνμ(f) +Nμ(f). (32)

С учетом леммы 2 получим оценку

|Kν(f)| � 1

2π

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

F̄νCν

|eλt||θ||a12̄|
|λ|2|ω2|Cδω1

1∫

0

|eλ(ω1(x+1−ξ)−ω2)||f̃ ′(ξ)||dξ||dλ|

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

�

� C(δ)eH(T+2ω1−ω2)‖f̃ ′‖L1[0,1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

F̄νCν

1

|λ|2 |dλ|

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

� C(H,T, δ)‖f̃ ′‖L1[0,1]
1

(r′′ν)2
дл.F̆νCν �

� C(H,T, δ)‖f̃ ′‖L1[0,1]
πr′′ν
(r′′ν )2

� C(H,T, δ)‖f̃ ′‖L1[0,1]
1

r′′ν
→ 0, ν → ∞, (33)

равномерно по (x, t) ∈ QT . Здесь и далее через C(·, ·, . . .) обозначаются различные константы,
возможно зависящие от аргументов в круглых скобках.
Аналогично доказывается, что

|Nμ(f)| � C(H,T, δ)‖f̃ ′‖L1[0,1]
1

r′′μ
→ 0, μ → ∞, (34)

равномерно по (x, t) ∈ QT .
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Оценим оставшееся слагаемое Mνμ(f) в (32). После интегрирования по частям интеграла по ξ
получим оценку

|Mνμ(f)| � 1

2π

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

C̆νCμ

|eλt||θ||a12̄|
|λ|2|ω2|Cδω1

1∫

0

|eλ(ω1(x+1−ξ)−ω2)||f̃ ′(ξ)||dξ||dλ|

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

�

� C(δ)eH(T+2ω1−ω2)‖f̃ ′‖L1[0,1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Cμ∫

Cν

1

|λ|2 |dλ|
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Делая замену λ = H + iy в интеграле, получим

|Mνμ(f)| � C(H,T, δ)‖f̃ ′‖L1[0,1]

√
(r′′μ)2−H2
∫

√
(r′′ν )2−H2

dy

H2 + y2
�

� C(H,T, δ)‖f̃ ′‖L1[0,1]

r′′μ∫

r′′ν /2

dy

H2 + y2
= C(H,T, δ)‖f̃ ′‖L1[0,1]

2

H

Å
arctg

y

H

ã ∣
∣
∣
∣

r′′μ

r′′ν /2
=

= C(H,T, δ)‖f̃ ′‖L1[0,1]

Ç
arctg

r′′μ
H

− arctg
r′′ν
2H

å
→ 0, ν, μ → ∞, (35)

равномерно по (x, t) ∈ QT .
На основании (32)—(35) получим, что

I1μν1(f) → 0, μ, ν → ∞, (36)

равномерно по (x, t) ∈ QT . Аналогичные рассуждения показывают, что

I1μν2(f) → 0, μ, ν → ∞, (37)

равномерно по (x, t) ∈ QT .
Таким образом, из (31), (36), (37) получим

I1μ1(f)− I1ν1(f) → 0, μ, ν → ∞, (38)

равномерно по (x, t) ∈ QT , а следовательно, по критерию Коши последовательность {I1ν1(f)} при
ν → ∞ сходится равномерно по (x, t) ∈ QT . Аналогично устанавливается, что и последователь-
ность {I1νs(f)} при ν → ∞ сходится равномерно по (x, t) ∈ QT для s = 2, 3, 4.
Следовательно, из вышеизложенного получим, что последовательность {I1ν (f)} при ν → ∞

сходится равномерно по (x, t) ∈ QT . Аналогичные рассуждения приводят к справедливости этого
утверждения для последовательности {I2ν (f)}: последовательность {I2ν (f)} при ν → ∞ сходится
равномерно по (x, t) ∈ QT .
Для доказательства равномерной сходимости последовательностей {Ijν(f)} при j = 3, 4 нужно

предварительно провести в этих слагаемых дважды интегрирование по частям интегралов по
переменной ξ (чтобы получить в знаменателях слагаемых множитель λ2), воспользоваться пред-
положением (27) и провести рассуждения аналогичные тем, что были проведены выше. В резуль-
тате установим, что последовательности {Ijν(f)} при ν → ∞ сходится равномерно по (x, t) ∈ QT

для j = 3, 4.
Из полученных результатов и представления (29) следует равномерная по (x, t) ∈ QT сходи-

мость последовательности {Iν(f)} при ν → ∞. А из этой равномерной сходимости, как было
отмечено ранее, следует выполнение для предельной функции u(x, t), т.е. решения уравнения (1),
граничных условий (2) и начальных условий (3). Теорема 2 полностью доказана. �
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155.



134 В. С. РЫХЛОВ

23. Tamarkin J. D. Some general problems of theory of ordinary linear differential equations and expansion of

an arbitrary function in series of fundamental functions// Math. Z. — 1927. — 27. — P. 1–54.

Рыхлов Виктор Сергеевич
Саратовский государственный университет им. Н. Г. Чернышевского
E-mail: rykhlovvs@yandex.ru



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile (Color Management Off)
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 600
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.01667
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 600
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 2.03333
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 2400
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV <>
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [2834.646 2834.646]
>> setpagedevice


