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Аннотация. Получены необходимые и достаточные условия существования единственного реше-
ния задачи Шоуолтера—Сидорова—Дирихле для одного полулинейного уравнения соболевского
типа второго порядка. Для рассматриваемой начально-краевой задачи построено приближенное
решение по методу Галеркина в виде разложения по системе собственных функций однород-
ной задачи Дирихле для оператора Лапласа. Доказательство ∗-слабой сходимости галеркинских
приближений к точному решению основано на априорных оценках, теоремах вложения и лемме
Гронуолла.
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Abstract. In this paper, we obtain necessary and sufficient conditions for the existence of a unique
solution of the Showalter–Sidorov–Dirichlet problem for a second-order, semilinear Sobolev-type
equation. For the initial-boundary-value problem considered, using the Galerkin method, we construct
an approximate solution as an expansion in the system of eigenfunctions of the homogeneous Dirichlet
problem for the Laplace operator. The proof of the ∗-weak convergence of the Galerkin approximations
to the exact solution is based on a priori estimates, embedding theorems, and the Gronwall lemma.
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1. Введение. Пусть Ω ⊂ R
n область с границей ∂Ω класса C∞ T ∈ R+. В цилиндре C =

Ω× (0, T ) рассмотрим модифицированное уравнение Буссинеска

(λ−Δ)utt − α2Δu+ u3 = 0, (x, t) ∈ Ω× (0, T ), (1)

где λ, α ∈ R, с однородными краевыми условиями Дирихле

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ) (2)

и условиями Шоуолтера—Сидорова

P (u(x, 0) − u0(x)) = 0, ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω, (3)
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где P некоторый спектральный проектор, который будет определен в дальнейшем. Условие (3)
являются естественным обобщением условий Коши для уравнений соболевского типа (см. [8]).
Уравнение имеет множество приложений в различных областях естествознания. Например, мо-
делирует распространение волн на мелкой воде с учетом капиллярных эффектов. В этом случае
функция u = u(x, t) определяет высоту волны. В монографии [13] построена линейная матема-
тическая модель распространения волн на мелкой воде. В [15] исследована (модифицированная)
математическая модель распространения волн на мелкой воде в одномерной области и получено
солитонное решение уравнения (1). В [21] доказано существование единственного глобального
решения задачи Коши для уравнения (1), при λ = 1, α = 1. В [1] получено аналогичное для
описания взаимодействия ударных волн.
В [15] получено решение в виде уединенных продольных волн деформации для уравнения

Похгаммера—Кри

utt − uttxx − uxx − 1

p
((up))xx = 0,

с p = 2, 3, 5 и численно исследовано взаимодействие двух уединенных волновых решений. Для

f(u) = a1u+ a2u
2 + a3u

3, f(u) = a1u+ a3u
3 + a5u

5

в [25] получены явные уединенные волновые решения последнего уравнения, используя метод
приведения к алгебраическому уравнения. Также было исследовано бифуркационное поведение
фазовых портретов для соответствующего уравнения бегущей волны.
Во всех перечисленных выше работах существенным условием является непрерывная обра-

тимость оператора при старшей производной по переменной t. Однако оператор λ − Δ может
быть вырожденным. Уравнения, не разрешимые относительно старшей производной по времени,
согласно [19, 20] такие уравнения называют уравнениями соболевского типа.
В [14] была исследована задача Шоуолтера—Сидорова

P (u(0) − u0) = 0, P (u̇(0) − u1) = 0, (4)

для абстрактного полулинейного уравнения соболевского типа второго порядка

Lü−Mu+N(u) = 0, (5)

где u̇, ü—первая и вторая производные по t. Используя теорию относительно p-ограниченных
операторов и метод фазового пространства, разработанные Г. А. Свиридюком и его ученика-
ми (см. [9, 10]), доказана теорема о существовании единственного локального решения, а также
отмечается, что в случае монотонности оператора N фазовое пространство будет простым мно-
гообразием.
Уравнение (1) относится к уравнениям соболевского типа высокого порядка, изучаемому, на-

пример, в [3, 24]. Уравнения соболевского типа тесно связаны с алгебро-дифференциальными
уравнениями (см. [7,12]). В настоящее время все чаще теория уравнений соболевского типа с огра-
ниченных областей пространства R

n переносится на геометрические графы (см. [23]), простран-
ство дифференцируемых k-форм на римановых многообразиях (см. [18]). С помощью уравнений
соболевского типа моделируются многие физические явления (см. [2, 5, 6]), а также технические
и экономические процессы (см. [17]). Этим объясняется неугасающий к ним интерес.
Статья устроена следующим образом. В первом параграфе мы введем некоторые предвари-

тельные сведения. Во втором параграфе докажем вспомогательную теорему, обобщающую тео-
рему Пикара на алгебро-дифференциальные системы. В третьем параграфе докажем сходимость
приближенного решения, полученного методом Галеркина, к точному в смысле ∗-слабой сходи-
мости. В следующем параграфе докажем единственность решения на основе теоремы вложения
и неравенства Гронуолла.

2. Предварительные сведения.

Определение 1. Пусть X некоторое банахово пространство, X∗ — сопряженное для X про-
странство относительно двойственности 〈·, ·〉. Говорят, что последовательность fn ∈ X∗ сходится
∗-слабо к f ∈ X, если для любого g ∈ B выполняется 〈fn, g〉 → 〈f, g〉 при n → ∞.



СХОДИМОСТЬ ПРИБЛИЖЕННОГО РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ БУССИНЕСКА 13

Вообще говоря, ∗-слабая сходимость слабее обычной слабой сходимости, однако, если X —
рефлексивное банахово пространство, то ∗-слабая и слабая сходимость эквиваленты.
Лемма 1 (см. [4]). Пусть O— ограниченная область в R

n
x × Rt, gl и g—такие функции из

Lq(O), 1 < q < ∞, что ‖gl‖Lq(O) � C, gl → g п. в. в Lq(O). Тогда gl → g слабо в Lq(O).

Лемма 2 (свойство максмин). Пусть H — сепарабельное гильбертово пространство ненуле-
вой размерности и оператор A : H → H — линейный компактный самосопряженный и неотри-
цательно определенный. Спектр оператора A состоит из конечного или счетного множества
собственных значений λn, имеющих единственную предельную точку, равную нулю. Поскольку
все собственные значения A вещественны и конечнократны, то их можно занумеровать по
невозрастанию

λ1 � λ2 � . . . � λn . . .

Тогда для любого n � 1 имеют место соотношения

λn = min
Hn−1

max
x⊥Hn−1

x �=0

(Ax, x)

‖x‖2 ,

где Hn−1 —произвольное (n− 1)-мерное подпространство в H.

Лемма 3 (см. [4]). Если f ∈ Lp(0, T ;X) и ḟ ∈ Lp(0, T ;X) (1 � p � ∞, X — банахово про-
странство), то f будет непрерывным отображением [0, T ] → X (возможно, после изменения
на множестве меры нуль из интервала (0, T )).

Лемма 4 (лемма Гронуолла; см. [16]). Пусть g(t) � 0 и f(t) � 0 при t � t0, а также g, f ∈
C[t0,+∞], причем при t � t0 выполнено неравенство

g(t) � c+

t∫

t0

f(s)g(s)ds,

где c—неотрицательная константа. Тогда при t � t0 имеет место неравенство

g(t) � c exp

⎧⎨
⎩

t∫

t0

f(s)ds

⎫⎬
⎭ .

Кроме того, если c = 0, то g(t) = 0.

Лемма 5 (теорема вложения Реллиха—Кондрашова; см. [11]). Пусть Ω ∈ R
n — область с

границей класса Cs, s � 1, s > l, 1 < p � q < ∞, s− n/p � l − n/q. Тогда вложение

W s
p (Ω) ⊂ W l

q(Ω)

вполне непрерывно (компактно).

Ранее задача (4), (5) исследовалась методами теории относительно p-ограниченных операторов,
далее приводится некоторые ее положения. Пусть X, Y —банаховы пространства, L—линейный
непрерывный оператор (L ∈ L(X;Y )), а M —линейный и плотно определенный оператор (M ∈
Cl(X;Y )). Множество

ρL(M) =
{
μ ∈ C : (μL−M)−1 ∈ L(Y ;X)

}
называется резольвентным множеством оператора M относительно оператора L (или L-ре-
зольвентным множеством оператора M). Множество C\ρL(M) = σL(M) называется спектром
оператора M относительно оператора L (или L-спектром оператора M).
Оператор-функции

(μL−M)−1, RL
μ = (μL−M)−1L, LL

μ = L(μL−M)−1

с областью определения ρL(M) называются, соответственно, резольвентой, правой резольвентой,
левой резольвентой оператора M относительно оператора L (короче, L-резольвентой, правой L-
резольвентой, левой L-резольвентой оператора M).
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Оператор M называется (L, σ)-ограниченным, если

∃a > 0 ∀μ ∈ C : (|μ| > a) ⇒ (μ ∈ ρL(M)).

Пусть оператор M(L, σ) ограничен. Тогда операторы

P =
1

2πi

∫

Γ

RL
λ (M)dλ, Q =

1

2πi

∫

Γ

LL
λ (M)dλ

являются проекторами в пространствах U и F, соответственно. Здесь Γ = {λ ∈ C : |λ| = r > a}
(см. [20, с. 89]).
Обозначим через TP касательное расслоение простого многообразия без края P, моделируемое

банаховым пространством X, а через Tu0P касательное пространство в точке u0. Тогда запись
(u0, u1) ∈ TP будем понимать в следующем смысле: u0 ∈ P и (u0, u1) ∈ Tu0P.

Определение 2. Множество P называется фазовым пространством уравнения (5), если

(i) для любых (u0, u1) ∈ TP существует единственное решение задачи (4), (5);
(ii) любое решение u = u(t) уравнения (5) лежит в P как траектория.

Пусть kerL �= {0} и оператор M(L, 0)-ограничен; тогда в силу теоремы о расщеплении (см. [9])
уравнение (7) можно редуцировать к эквивалентной ему системе уравнений{

0 = (I−Q)(M +N)(u),

ü1 = L−1
1 Q(M +N)(u),

где u1 = Pu. Тогда фазовым пространством P уравнения (5) является множество

P =
{
u ∈ U : (I−Q)(M +N)(u) = 0

}
.

Таким образом, в [14] было доказано существование единственного локального решения.

3. Алгебро-дифференциальная система. Приведем обобщение классической теоремы Пи-
кара на случай алгебро-дифференциальных уравнений. При решении начально-краевых задач
для вырожденных уравнений в частных производных (уравнений соболевского типа) методом
Галеркина возникают алгебро-дифференциальная система вида

Aẍ = F (x), (6)

где x(t) ∈ R
m, t ∈ [0, T ], rankA = k, k < m. Преобразуем систему (6) к системе первого порядка,

введем новую переменную y(t) ∈ R
2m и новые матричные операторы

y(t) =

(
ẋ(t)
x(t)

)
, Ā =

(
A O

O I

)
, F̄ =

(
O F (·)
I O

)
,

получим

Āẏ = F̄ (y), (7)

rank Ā = k +m. (8)

Систему (7) разобьем на две подсистемы

0 = F̄ 0(y), (9)

QĀẏ = F̄ 1(y), (10)

где F̄ 0 = P̄ Q̄F̄ (y), F̄ 1(y) = (I − P̄ )Q̄F̄ (y), матрица Q̄ получена из единичной путем замены
верхних строк базисными векторами левого ядра матрицы (коядра) Ā, P̄ —проектор на левое
ядро матрицы Q̄Ā. Система (9), (10) и система (7) эквивалентны в том смысле, что их решения
совпадают, если они они существуют хотя бы у одной из них. Поэтому решение системы (7) лежат
во множестве M = {y ∈ R

2m : F̄ (y) = 0}.
Пусть функция F̄ ∈ Cs, s � 1; тогда имеет смысл условие

rank(F̄ 0)′y0 = l, (11)
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где (F̄ 0)′y0 —матрица Якоби функции F̄ 0 в точке y0. Пусть существует такой y0 ∈ M, что в неко-
торой окрестности O(y0) ∩ M выполнено условие (11). Тогда O(y0) ∩ M есть Cs-многообразие
размерности 2m− l � k, и уравнение (9) можно привести к виду

(F̄ 0)′y ẏ = 0, y(0) = y0. (12)

Предположим, что в окрестности O(y0) выполнено условие

ker Q̄Ā ∩ ker(F̄ 0)′y0 = {0} (13)

(символом ker T обозначено правое ядро матрицы T ). Тогда матрица Q̄A+(F̄ 0)′y0 обратима в этой
окрестности, и система (10), (12) приводится к виду

ẏ = (Q̄Ā− (F̄ 0)′y0)
−1F̄ 1, y(0) = y0, (14)

с гладкой правой частью.
Возвращаясь к исходным переменным, в силу [7, теорема 1] получаем следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть для системы (6) выполнены условия (8), F ∈ Cs, s � 1, и пусть най-
дется такой элемент (x0, x1) ∈ TM, что в некоторой окрестности O(x0, x1) ∩ TM выполнены
условия (11) и (13). Тогда для некоторого t0 > 0 существует по крайней мере одно решение
x ∈ Cs(0, t0;M) уравнения (6), удовлетворяющее условиям x(0) = x0 и ẋ(0) = x1. Если к тому
же s � 2, то решение будет единственным.

4. Теорема существования. В некоторых частных случаях нелинейного оператора можно
ответить не только на вопрос о существовании и единственности решения, но и на вопрос как
найти данное решение. Сформулируем и докажем теорему, отвечающую на вопрос, как найти
решение задачи (1)–(3)
Для решения нам понадобятся несколько функциональных пространств. Пусть Ω ⊂ R

n — об-
ласть с границей ∂Ω класса C∞. Положим Q = Ω × (0, T ). Зададим пространства L4(Ω), H1

0 (Ω)
и введем обозначение B = L4(Ω) ∩H1

0 (Ω).
Кроме того, зададим пространства распределений (функций со значениями в банаховом про-

странстве) L∞(0, T ;B) и L∞(0, T ;L2(Ω)). Сопряженные им пространства строятся по теореме
Данфорда—Петтиса:

(L∞(0, T ;B))∗ � L1(0, T ;L
4
3 (Ω) ∪H−1(Ω)), (L∞(0, T ;L2(Ω)))∗ � L1(0, T ;L2(Ω)).

Пусть λk — собственные значения однородной задачи Дирихле (2) для оператора Δ, пронумеро-
ванные по невозрастанию с учетом кратности, а ϕk — соответствующие им собственные функции.
Кроме того, линейная оболочка span{ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm} при m → ∞ плотна в B и ортонормирована
(в смысле скалярного произведения в L2(Ω)). Определим оператор

L = λ−Δ: H1 → H−1∗, 〈Lu, v〉 =
∫

Ω

(λuv +∇u∇v)dx.

Поскольку оператор L не имеет M -присоединенных векторов, то проектор P можно заменить
оператором L.

Теорема 2. Пусть λ ∈ (λ1,+∞), u0 ∈ B = H1
0 (Ω) ∩ L4(Ω), u1 ∈ L2(Ω). Тогда существует

единственное решение u = u(x, t) задачи (1)–(3), удовлетворяющее условиям

Lu ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω) ∩ L4(Ω)), Lu̇ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)).

Доказательство. Решение задачи (1)–(3) будем искать в виде галеркинского приближения

um(t) =
m∑
k=1

amk (t)ϕk. (15)
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Коэффициенты amk (t) находятся из следующей задачи:

〈Lüm, ϕk〉 − α2〈Δum, ϕk〉+ 〈(um)3, ϕk〉 = 0, 1 � k � m. (16){〈Lu(0), ϕk〉 = 〈Lum(0), ϕk〉 = 〈Lu0m, ϕk〉 = βm
k ,

〈Lu̇(0), ϕk〉 = 〈Lu̇m(0), ϕk〉 = 〈Lum1 , ϕk〉 = γmk ,
1 � k � m, (17)

где

Lum0 =

m∑
k=1

βm
k ϕk → u0 в B при m → ∞,

Lum1 =

m∑
k=1

γmk ϕk → u1 в L2(Ω) при m → ∞.

Применим к задаче (16), (17) теорему 1. Предположим, что λ совпало с первым собственным зна-
чением λ1; поскольку оно первое, его кратность равна 1. Выпишем требуемые матрицы, обозначая
символами I и O единичную и нулевую матрицы необходимой размерности:

Ā =

(
0 O

O I2m−1

)
, P̄ =

(
1 O

O O2m−1

)
, I− P̄ =

(
0 O

O I2m−1

)
,

Q̄ = I2m,

F̄ 0 =
(−α2am1 (t)− 〈(um)3, ϕ1〉

)
,

F̄ 1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−α2am2 (t)− 〈(um)3, ϕ2〉
−α2am3 (t)− 〈(um)3, ϕ3〉
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−α2amm(t)− 〈(um)3, ϕm〉
−α2ȧm1 (t)− 〈(u̇m)3, ϕ1〉
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−α2ȧmm(t)− 〈(u̇m)3, ϕm〉

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

причем TM = {y ∈ R2m : F̄ (y) = 0}. Каждый элемент матриц F̄ 0, F̄ 0 является многочленом
третьей степени от переменных amk , поэтому F̄ 0 ∈ C∞ и F̄ 1 ∈ C∞. Таким образом, нетрудно
проверить условия (11) и (13) в окрестности, содержащейся в касательном пространстве. Таким
образом, выполнены условия Теоремы 1, а значит, существует единственное локальное решение
um = um(t, x), t ∈ [0, tm].
Получим априорные оценки. Умножая уравнение (16) на ȧmk (t) (1 � k � m) и суммируя по k

от 1 до m, получим
〈Lüm, u̇m〉 − α2〈Δum, u̇m〉+ 〈(um)3, u̇m〉 = 0. (18)

Введем в пространстве coimL ∩ L2(Ω) (L2(Ω) = coimL ⊕ kerL) норму |u̇|2 = 〈Lu̇, u̇〉; в силу
леммы 2 эта норма эквивалента норме, индуцированной из надпространства L2(Ω).
Используя самосопряженность L и Δ, получим

2〈Lüm, u̇m〉 = d

dt
〈Lu̇m, u̇m〉, 2〈Δum, u̇m〉 = − d

dt
〈∇um,∇um〉, 4〈(um)3, u̇m〉 = d

dt
‖um‖4L4(Ω),

и уравнение (18) примет вид

d

dt

[
|u̇m|2 + α2〈∇um,∇um〉+ 1

2
‖um‖4L4

]
= 0. (19)

Проинтегрируем на отрезке [0, t], t � tm

|u̇m|2 + α2‖um‖2H1
0
+

1

2
‖um‖4L4 � |um1 |2 + α2|um0 |2H1

0
+

1

2
‖um0 ‖4L4 .

Так как правая часть равенства ограничена (по условию), то имеет место неравенство

|u̇m|2 + α2‖um‖2H1
0
+

1

2
‖um‖4L4 � C. (20)

Константа C не зависит от tm и, следовательно, tm = T .
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Замечание 1. В силу неравенства (20) при m → ∞, последовательность функций u̇m— огра-
ничена в пространстве L∞(0, T ;L2(Ω)), u— ограничена в L∞(0, T ;B).

В силу того, что um и u̇m ограниченны в пространствах L∞(0, T ;B) и L∞(0, T ;L2Ω), соответ-
ственно, являющиеся сопряженными пространствами для сепарабельных банаховых пространств
L1(0, T ;H−1(Ω) ∪ L4/3(Ω)) и L1(0, T ;L2(Ω)). Из них можно выбрать такие ∗-слабо сходящие-
ся подпоследовательности uml и u̇ml , что uml → u ∗-слабо в L∞(0, T ;B), Lu̇ml → Lu̇ ∗-слабо
в L∞(0, T ;L2(Ω)). При этом u̇ml понимается как обобщенная производная в пространстве распре-
делений. Также из ограниченности u̇m в пространстве L2(0, T ;L2(Ω)), um в L2(0, T ;B) (в силу
замечания 1 и свойств пространств Лебега) следует, что um ограничена в H1(Q). В силу леммы 5
имеет место вполне непрерывное вложение H1(Q) ↪→ L2(Q). Поэтому можно считать, что

uml → u сильно в L2(Q) и почти всюду. (21)

В силу ограниченности последовательности {(uml)3} в пространстве L∞(0, T ;L4/3(Ω)), она схо-
дится к некоторому элементу z этого пространства:

(uml)3 → z ∗-слабо в L∞(0, T ;L4/3(Ω)). (22)

Следствие 1. Положим O = Q, gl = (uml)3, g = u3. Тогда z = u3 в силу леммы 1, (21) и (22).

Теперь можно перейти почленно к пределу в равенстве (16), полагая ml = l. Пусть k фикси-
ровано и l > k; тогда получим

〈Lül, ϕk〉+ α2〈∇ul,∇ϕk〉+ 〈(ul)3, ϕk〉 = 0. (23)

В силу замечания 1 справедливы предельные переходы

〈Lu̇l, ϕk〉 → 〈Lu,ϕk〉 ∗-слабо в L∞(0, T );

〈∇ul,∇ϕk〉 → 〈∇u,∇ϕk〉 ∗-слабо в L∞(0, T )

и, следовательно,

〈Lül, ϕk〉 = d

dt
〈Lu̇l, ϕk〉 → 〈Lü, ϕk〉 слабо в L∞(0, T ),

а в силу следствия 1
〈(ul)3, ϕk〉 → 〈u3, ϕk〉 ∗-слабо в L∞(0, T ).

Таким образом, из (23) выводим

d2

dt2
〈Lu,ϕk〉+ α2〈∇u,∇ϕk〉+ 〈u3, ϕk〉 = 0. (24)

Ввиду плотности системы функций {ϕk}mk=1 в пространстве B при m → ∞ и произвольности
выбора ϕk следующее равенство имеет место для произвольного v ∈ B:

d2

dt2
〈Lu, v〉+ α2〈∇u,∇v〉+ 〈u3, v〉 = 0. (25)

Проверим выполнение начальных условий. С одной стороны, Lul(0) = Lu0l → Lu0 слабо
в H1(Ω) в силу (17), с другой стороны, ul(0) → u(0) в B в силу замечания 1; следовательно,
u(0) = u0.
В силу замечания 1

〈Lül, ϕk〉 → 〈Lü, ϕk〉 ∗-слабо в L∞(0, T );

следовательно, учитывая лемму 3, получим

〈Lu̇l(0), ϕk〉 → 〈Lu̇(t), ϕk〉|t=0 = 〈Lu̇(0), ϕk〉.
С другой стороны, в силу разложения начальных функций в ряд

〈Lu̇l(0), ϕk〉 → 〈Lu1, ϕk〉.
Таким образом, для всех k имеем

〈Lu̇(0), ϕk〉 = 〈Lu1, ϕk〉.
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Таким образом, функция u = u(x, t) удовлетворяет уравнению и начальным условиям, т.е. явля-
ется решением. �

5. Теорема единственности.

Теорема 3. В условиях теоремы 1 и леммы 5 решение задачи (1)–(3) единственно.

Доказательство. Пусть u и v—два различных решения задачи (1)–(3); введем обозначение w =
u− v. Тогда уравнение (1) примет вид

Lwtt − α2Δw = v3 − u3, (26)

а условия Шоуолтера—Сидорова преобразуются к виду

Lw(x, 0) = 0, Lwt(x, 0) = 0, w ∈ Ω. (27)

Аналогично предыдущему разделу преобразуем уравнение (26), однако вместо стандартных норм
пространств L2 и H1

0 будем использовать им эквивалентные, определенные формулами

|ẇ|2L2(Ω) = 〈Lẇ, ẇ〉, |w|2H1
0
= 〈α−2∇w,∇w〉.

Получим
d

dt

[
|ẇ|2L2 + |w|2H1

0

]
= 2〈(v)3 − (u)3, ẇm〉. (28)

Очевидно,

2〈v3 − u3, ẇm〉 � 6

∫

Ω

sup(|u|2, |v|2)|w||ẇ|dx.

Используя неравенство Гёльдера, оценим правую часть предыдущего неравенства:∫

Ω

sup(|u|2, |v|2)|w||ẇ|dx � C(‖|u|2‖L4 + ‖|v|2‖L4)‖w‖L4‖ẇ‖L2 .

Далее используя теоремы вложения и свойства нормы, получим оценку

C
(
‖|u|2‖L4 + ‖|v|2‖L4

)
‖w‖L4 |ẇ|L2 � C

(
|u|2L4 + |v|2L4

)
|w|H1

0
|ẇ|L2 �

� C|w|H1 |ẇ|L2 � 2C(|w|2H1
0
+ |ẇ|2L2).

Тогда (28) приводит к неравенству

[
|ẇ|2L2 + |w|2H1

0

]
� 2C

t∫

0

(|w|2H1
0
+ |ẇ|2L2)ds,

откуда в силу леммы 4 имеет место равенство |ẇ|2L2 + |w|2
H1

0
= 0. Следовательно, w ≡ 0. Таким

образом, u ≡ v. �
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