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Аннотация. Рассматривается периодическая задача на плоскости для системы гиперболических
уравнений второго порядка со смешанными производными. Исследуются вопросы существования
единственного классического решения рассматриваемой задачи и способы его построения.
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Abstract. A periodic problem on the plane for a system of second-order hyperbolic equations with
mixed derivatives is considered. The existence of a unique classical solution of the problem is examined
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1. Введение и постановка задачи. Периодические задачи для уравнений в частных произ-
водных гиперболического типа широко используются в качестве математической модели реаль-
ных физических процессов (см. [1,9–16,19,21–28]) и представляют собой важную часть качествен-
ной теории уравнений математической физики. Исследованию периодических решений уравнений
и систем гиперболического типа посвящены работы многих авторов. Для решения периодической
краевой задачи применялись методы качественной теории дифференциальных уравнений, метод
Фурье, методы функционального анализа, асимптотические методы, вариационный метод и др.
(обзор и библиографию см. в [11, 13, 19, 25, 28]).
Вопросы нахождения эффективных признаков существования единственного периодического

на плоскости решений систем гиперболических уравнений со смешанными производными и ме-
тоды нахождения приближенных решений рассматриваемых задач остаются открытыми и пред-
ставляют огромный интерес в приложениях (см. [10–12,26,27]). Эти вопросы требуют разработки
специальных методов решения.
В [4] была исследована периодическая задача на плоскости решения для системы линейных

гиперболических уравнений (1), при отсутствии производной по временной переменной, т.е. при
B(t, x) = 0. Путем сведения к семейству периодических краевых задач для обыкновенных диф-
ференциальных уравнений и функциональным соотношениям были установлены достаточные
условия существования единственного периодического решения на плоскости системы гипербо-
лических уравнений в терминах исходных данных.
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В настоящей работе вопросы существования, единственности и нахождения периодических по
обеим переменным решений системы гиперболических уравнений второго порядка изучаются на
основе введения дополнительных функциональных параметров (см. [2, 5–7, 20]). В настоящем
разделе приведена постановка периодической задачи на плоскости для системы гиперболических
уравнений второго порядка со смешанными производными. При периодичности коэффициентов
и правой части системы исследуемая задача может рассматриваться как периодическая задача
для системы гиперболических уравнений в прямоугольной области. В разделе 2 периодическая
задача для системы гиперболических уравнений в прямоугольнике сводится к эквивалентной
задаче, состоящей из полупериодической краевой задачи для системы гиперболических уравне-
ний с функциональным параметром и периодической краевой задачи для системы обыкновенных
дифференциальных уравнений. Построены алгоритмы нахождения приближенных решений по-
лученной эквивалентной задачи. В разделах 3 и 4 рассмотрены каждая из вспомогательных за-
дач и приведены достаточные условия их однозначной разрешимости в терминах данных задачи.
В разделе 5 установлены условия существования единственного решения эквивалентной задачи
и доказана сходимость построенного алгоритма в терминах исходных данных. Получены усло-
вия существования единственного решения периодической задачи для системы гиперболических
уравнений в прямоугольнике. Установлены достаточные условия существования единственного
двоякопериодического решения системы гиперболических уравнений на плоскости в терминах ко-
эффициентов и правой части системы, периодов по временной и пространственной переменным.
Применение данного подхода позволяет расширить класс систем гиперболических уравнений,
для которых существует единственное двоякопериодическое решение.
На плоскости R

2 рассматривается система гиперболических уравнений
∂2u

∂t∂x
= A(x, t)

∂u

∂x
+B(x, t)

∂u

∂t
+ C(x, t)u+ f(x, t) (1)

с периодическими условиями

u(x+ ω, t) = u(x, t), (2)
u(x, t+ T ) = u(x, t), (3)

где (n×n)-матрицы A(x, t), B(x, t), C(x, t) и n-вектор-функция f(x, t) непрерывны на R2 и (ω, T )-
периодичны, т.е. для всех (x, t) ∈ R

2 имеют место равенства

A(x+ ω, t) = A(x, t) = A(x, t+ T ), B(x+ ω, t) = B(x, t) = B(x, t+ T ),

C(x+ ω, t) = C(x, t) = C(x, t+ T ), f(x+ ω, t) = f(x, t) = f(x, t+ T ).

Непрерывная на R
2 функция u(x, t), имеющая непрерывные частные производные

∂u(x, t)

∂x
,

∂u(x, t)

∂t
,

∂2u(x, t)

∂t∂x

называется классическим (ω, T )-периодическим решением системы (1), если она удовлетворяет
системе уравнений (1) при всех (x, t) ∈ R

2 и условиям периодичности (2), (3).
Пусть

‖u(x, t)‖ = max
i=1,n

|ui(x, t)|, ‖A(x, t)‖ = max
i=1,n

n∑

j=1

|aij(x, t)|, Ω = [0, ω] × [0, T ].

Через C(Ω,Rn) (соответственно C([0, ω],Rn), C([0, T ],Rn)) обозначим пространство непрерывных
на Ω функций u : Ω → R

n (ϕ : [0, ω] → R
n, ψ : [0, T ] → R

n) с нормой

‖u‖0 = max
(x,t)∈Ω

‖u(x, t)‖
(
‖ϕ‖1 = max

x∈[0,ω]
‖ϕ(x)‖, ‖ψ‖2 = max

t∈[0,T ]
‖ψ(t)‖

)
.

Для рассматриваемой задачи аналогом условия периодичности Пуанкаре по (x, t) являются со-
отношения

u(0, t) = u(ω, t), t ∈ [0, T ], (4)
u(x, 0) = u(x, T ), x ∈ [0, ω]. (5)
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Функция u(x, t) ∈ C(Ω̄,Rn), имеющая частные производные

∂u(x, t)

∂x
∈ C(Ω,Rn),

∂u(x, t)

∂t
∈ C(Ω,Rn),

∂2u(x, t)

∂t∂x
∈ C(Ω,Rn),

называется классическим решением задачи (1), (4), (5), если она удовлетворяет системе (1) при
всех (x, t) ∈ Ω (при этом функция на границе Ω имеет односторонние производные) и выполнены
краевые условия (4), (5).
Пусть u(x, t)—классическое решение задачи (1), (4), (5). Тогда в силу свойств характеристик

(x = mω, t = kT , m,k ∈ Z) и равенств (4), (5) функция u∗(x, t), являющаяся периодическим
продолжением u(x, t) на R

2 по x, t соответственно с периодами ω, T , будет классическим (ω, T )-
периодическим решением системы (1), т.е. выполнены условия периодичности по обеим перемен-
ным u∗(x+ ω, t) = u∗(x, t), u∗(x, t+ T ) = u∗(x, t), (x, t) ∈ R

2.
К задаче (1)–(3) применяется метод введения функциональных параметров (см. [2, 5–7, 20]):

функциональный параметр вводится как значение искомой функции на характеристике x = 0.

2. Сведение к эквивалентной задаче. Алгоритм построения решения. Рассмотрим
задачу (1), (4), (5). Пусть μ(t) = u(0, t). Произведем в задаче (1), (4), (5) замену функции
u(x, t) = ũ(x, t) + μ(t) и перейдем к следующей эквивалентной задаче:

∂2ũ

∂t∂x
= A(x, t)

∂ũ

∂x
+B(x, t)

∂ũ

∂t
+ C(x, t)ũ+B(x, t)μ̇(t) + C(x, t)μ(t) + f(x, t), (6)

ũ(0, t) = 0, t ∈ [0, T ], (7)
ũ(x, 0) = ũ(x, T ), x ∈ [0, ω], (8)
ũ(ω, t) = 0, t ∈ [0, T ], (9)
μ(0) = μ(T ). (10)

Здесь последнее равенство следует из соотношений (5), (7). В силу (9) вытекающее из (5) равен-
ство ũ(x, 0) + μ(0) = ũ(x, T ) + μ(T ) записано в виде (8).
Решением задачи (6)–(10) является пара функций (ũ(x, t), μ(t)), где функция ũ(x, t) ∈ C(Ω,Rn),

имеет непрерывные частные производные

∂ũ(x, t)

∂x
,

∂ũ(x, t)

∂t
,

∂2ũ(x, t)

∂t∂x
,

функция μ(t) непрерывно дифференцируема на [0, T ], удовлетворяющая системе уравнений (6)
и условиям (7)–(10). Если u(x, t) является решением задачи (1), (4), (5), то пара

(
ũ(x, t) = u(x, t)− u(0, t), μ(t) = u(0, t)

)

будет решением задачи (6)–(10). Наоборот, если пара (ũ(x, t), μ(t))—решение задачи (6)–(10), то
функция u(x, t) = ũ(x, t) + μ(t)—решение задачи (1), (4), (5).
Дополнительное условие (9) вместе с равенством (10) позволяет определить функциональный

параметр μ(t). При найденном μ(t) функция ũ(x, t) является решением полупериодической кра-
евой задачи (6)–(8) (см. [7]).
Пусть

ṽ(x, t) =
∂ũ(x, t)

∂x
, w̃(x, t) =

∂ũ(x, t)

∂t
.

Так как из условий (7), (9) вытекают равенства

∂ũ(0, t)

∂t
= 0,

∂ũ(ω, t)

∂t
= 0
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для всех t ∈ [0, T ], то, интегрируя обе части (6) по x ∈ [0, ω], получим следующую систему
уравнений:

ω∫

0

B(ξ, t)dξ · μ̇(t) = −
ω∫

0

C(ξ, t)dξ · μ(t)−
ω∫

0

A(ξ, t)ṽ(ξ, t)dξ −
ω∫

0

B(ξ, t)w̃(ξ, t)dξ−

−
ω∫

0

C(ξ, t)ũ(ξ, t)dξ −
ω∫

0

f(ξ, t)dξ, t ∈ [0, T ]. (11)

Система (11) вместе с условием (10) является периодической краевой задачей для системы обык-
новенных дифференциальных уравнений относительно неизвестной функции μ(t). Соотноше-
ния (11) и (9) эквивалентны.
Таким образом, для определения неизвестных функций ũ(x, t) (вместе с производными ṽ(x, t),

w̃(x, t)) и μ(t) (вместе с производной μ̇(t)) имеем замкнутую систему уравнений (6)–(8) и (11),
(10). Так как неизвестными являются как ũ(x, t), так и μ(t), применяется метод последовательных
приближений, и решение задачи находится по следующему алгоритму:
Шаг 0. Считая, что ṽ = 0, w̃ = 0, ũ = 0 и матрица

Bω(t) =

ω∫

0

B(ξ, t)dξ

обратима при всех t ∈ [0, T ], из периодической краевой задачи (11), (10) находим μ(0)(t).
Из непрерывности на Ω матриц A(x, t), B(x, t), C(x, t) и функции f(x, t) следует непре-
рывность μ(0)(t) и μ̇(0)(t) на [0, T ]. Решая полупериодическую краевую задачу для систе-
мы гиперболических уравнений (6)–(8) при μ̇(t) = μ̇(0)(t), μ(t) = μ(0)(t), находим непре-
рывные на Ω функцию ũ(0)(x, t) и ее производные

ṽ(0)(x, t) =
∂ũ(0)(x, t)

∂x
, w̃(0)(x, t) =

∂w̃(0)(x, t)

∂t
.

Шаг 1. Считая, что ũ(x, t) = ũ(0)(x, t), ṽ(x, t) = ṽ(0)(x, t), w̃(x, t) = w̃(0)(x, t), из периодической
краевой задачи (11), (10) находим μ(1)(t). Из непрерывности на Ω матриц A(x, t), B(x, t),
C(x, t), функций ũ(0)(x, t), ṽ(0)(x, t), w̃(0)(x, t) вытекает непрерывность функций μ(1)(t)

и μ̇(1)(t) на [0, T ]. Решая полупериодическую краевую задачу для системы гиперболиче-
ских уравнений (6)–(8) при μ̇(t) = μ̇(1)(t), μ(t) = μ(1)(t), находятся непрерывные на Ω

функцию ũ(1)(x, t) и ее производные

ṽ(1)(x, t) =
∂ũ(1)(x, t)

∂x
, w̃(1)(x, t) =

∂w̃(1)(x, t)

∂t
и так далее.

Шаг k. Считая, что ũ(x, t) = ũ(k−1)(x, t), ṽ(x, t) = ṽ(k−1)(x, t), w̃(x, t) = w̃(k−1)(x, t), из пери-
одической краевой задачи (11), (10) находим μ(k)(t). Из непрерывности на Ω матриц
A(x, t), B(x, t), C(x, t), функций ũ(k−1)(x, t), ṽ(k−1)(x, t), w̃(k−1)(x, t) вытекает непрерыв-
ность функций μ(k)(t) и μ̇(k)(t) на [0, T ]. Решая полупериодическую краевую задачу для
системы гиперболических уравнений (6)–(8) при μ̇(t) = μ̇(k)(t), μ(t) = μ(k)(t), находятся
непрерывные на Ω функция ũ(k)(x, t) и ее производные

ṽ(k)(x, t) =
∂ũ(k)(x, t)

∂x
, w̃(k)(x, t) =

∂w̃(k)(x, t)

∂t
, k = 1, 2, . . .

Введение функционального параметра μ(t) позволило разбить на два этапа процесс нахожде-
ния решения исходной задачи:
этап 1: определение функции μ(t) из периодической краевой задачи для системы обыкновенных

дифференциальных уравнений (11), (10);
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этап 2: определение функции ũ(x, t) из полупериодической краевой задачи для системы гипер-
болических уравнений.

3. Полупериодическая краевая задача для системы гиперболических уравнений.
В данном разделе рассмотрим полупериодическую краевую задачу для системы гиперболиче-
ских уравнений

∂2ũ

∂t∂x
= A(x, t)

∂ũ

∂x
+B(x, t)

∂ũ

∂t
+ C(x, t)ũ+ F (x, t) (12)

с условиями (7), (8).
Исходя из матрицы A(x, t) и числа h > 0, удовлетворяющего условию Nh = T , строим (nN ×

nN)-матрицу

Qν(h, x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ih 0 0 . . . 0 −[I +Dν,N (h, x)]h
I +Dν,1(h, x) −I 0 . . . 0 0

0 I +Dν,2(h, x) −I . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . I +Dν,N−1(h, x) −I

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

где I — единичная матрица размерности n,

Dν,r(h, x) =

rh∫

(r−1)h

A(x, τ1)dτ1+

+

rh∫

(r−1)h

A(x, τ1)

τ1∫

(r−1)h

A(x, τ2)dτ2dτ1 + . . . +

rh∫

(r−1)h

A(x, τ1) . . .

τν−1∫

(r−1)h

A(x, τν)dτν . . . dτ1.

Пусть

α(x) = max
t∈[0,T ]

‖A(x, t)‖, α = max
x∈[0,ω]

α(x), β = max
(t,x)∈Ω

‖B(x, t)‖, σ = max
(t,x)∈Ω

‖C(x, t)‖.

Достаточные условия однозначной разрешимости задачи (12), (7), (8) и оценку решения дает
следующая теорема.

Теорема 1. Пусть при некоторых h > 0 (Nh = T ) и ν (ν = 1, 2, . . .) матрица Qν(h, x)
обратима для всех x ∈ [0, ω] и выполняются неравенства

∥∥[Qν(h, x)]
−1

∥∥ � γν(h, x), (13)

qν(h, x) = γν(h, x) ·max(1, h)

[
eα(x)h −

ν∑

j=0

[α(x)h]j

j!

]
� χ < 1, (14)

где γν(h, x)—непрерывная на [0, ω] функция при фиксированных ν, h, χ = const. Тогда задача (12),
(7), (8) имеет единственное классическое решение ũ∗(x, t) и справедлива оценка

max
(
‖ũ∗‖0, ‖ṽ∗‖0, ‖w̃∗‖0

)
� max

(
eK0(β+σ)[1 +K0],K

(
[β + σ](1 +K0) + 1

))‖F‖0, (15)

где

K = max
x∈[0,ω]

[
k1(x, h, ν) + k2(x, h, ν)

]
, K0 = ωmax(K,αK + 1),

k0(x, h, ν) = [eα(x)h − 1]γν(h, x)max

{
1 + h

ν−1∑

j=0

[α(x)h]j

j!
,
ν−1∑

j=0

[α(x)h]j

j!

}
h+ heα(x)h,

k1(x, h, ν) =

=
γν(h, x)max(1, h)

1− qν(h, x)
· [α(x)h]

ν

ν!
· k0(x, h, ν) + hγν(h, x)max

{
1 + h

ν−1∑

j=0

[α(x)h]j

j!
,

ν−1∑

j=0

[α(x)h]j

j!

}
,
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k2(x, h, ν) =

{
[eα(x)h − 1]

γν(h, x)

1− qν(h, x)
·max(1, h)

[α(x)h]ν

ν!
+ 1

}
k0(x, h, ν).

Доказательство. Существование, единственность и оценка (15) следуют из теорем 1 и 2 из [7].
Непрерывность решения ũ∗(x, t) и его производных

ṽ∗(x, t) =
∂ũ∗(x, t)
∂x

, w̃∗(x, t) =
∂ũ∗(x, t)

∂t

на Ω вытекает из (15) в силу непрерывности функций ki(x, h, ν), i = 0, 1, 2, F (x, t) соответственно
на [0, ω], Ω. Теорема 1 доказана. �
Отметим, что в работе [24] были приведены следующие результаты для полупериодической

краевой задачи (12), (7), (8):

(i) [2, лемма 2]: при отсутствии разбиения области Ω, т.е. при h = T , N = 1. В этом случае
матрица Qν(h, x) имеет размерность n и имеет вид

Qν(T, x) =

T∫

0

A(x, τ1)dτ1 +

T∫

0

A(x, τ1)

τ1∫

0

A(x, τ2)dτ2dτ1 + . . .+

+

T∫

0

A(x, τ1) . . .

τν−1∫

0

A(x, τν)dτν . . . dτ1;

(ii) [2, лемма 3]: аналог теоремы 1 при ν = 1, где требуется обратимость (n× n)-матрицы

I −
1∏

s=N

⎡

⎢⎣I +
sh∫

(s−1)h

A(τ, x)dτ

⎤

⎥⎦ ,

составленной из блоков матрицы Qν(h, x).

4. Периодическая краевая задача для системы обыкновенных дифференциальных
уравнений. Теперь рассмотрим периодическую краевую задачу для системы обыкновенных
дифференциальных уравнений

μ̇(t) = A1(t)μ(t) + g1(t), t ∈ [0, T ], (16)
μ(0) = μ(T ), (17)

где (n× n)-матрица A1(t) и n-вектор-функция g1(t) непрерывны на [0, T ].
Функция μ(t) ∈ C([0, T ],Rn), имеющая производную μ̇(t) ∈ C([0, T ],Rn), называется решением

задачи (16), (17), если она удовлетворяет системе обыкновенных дифференциальных уравне-
ний (16) и периодическому условию (17).
Периодические и двухточечные краевые задачи для систем обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений исследовались в работах многих авторов; подробный анализ и обзор работ можно
найти в [8,17,18,28]. Для решения двухточечной краевой задачи для системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений в [8] был разработан метод параметризации. На основе этого метода
были получены необходимые и достаточные условия однозначной корректной разрешимости рас-
сматриваемой задачи в терминах исходных данных и предложены алгоритмы поиска решения
исследуемой задачи, доказана их сходимость.
В данном разделе приведены результаты работы [8] применительно к периодической краевой

задаче (16), (17).
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Используя матрицу A1(t) и число h > 0, удовлетворяющее условию Nh = T , построим (nN ×
nN)-матрицу

Q1,υ(h) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ih 0 0 . . . 0 −[I +D1,υ,N (h)]h
I +D1,υ,1(h) −I 0 . . . 0 0

0 I +D1,υ,2(h) −I . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . I +D1,υ,N−1(h) −I

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

где

D1,υ,r(h) =

rh∫

(r−1)h

A1(τ1)dτ1 +

rh∫

(r−1)h

A1(τ1)

τ1∫

(r−1)h

A1(τ2)dτ2dτ1+

+ . . .+

rh∫

(r−1)h

A1(τ1) . . .

τυ−2∫

(r−1)h

A1(τυ−1)

τυ−1∫

(r−1)h

A1(τυ)dτυdτυ−1 . . . dτ1.

Достаточные условия однозначной разрешимости задачи (12), (7), (8) и оценку решения дает
следующая теорема.

Теорема 2. Пусть при некоторых h > 0 (Nh = T ) и υ (υ = 1, 2, . . .) матрица Q1,υ(h) обра-
тима и выполняются неравенства

‖[Q1,υ(h)]
−1‖ � γ1,υ(h), (18)

q1,υ(h) = γ1,υ(h) ·max(1, h)

[
eα1h −

υ∑

j=0

[α1h]
j

j!

]
< 1, (19)

где γ1,υ(h)—положительная величина, зависящая от υ, h и

α1 = max
t∈[0,T ]

‖A1(t)‖.

Тогда периодическая краевая задача (16), (17) имеет единственное решение μ∗(t), удовлетворя-
ющее оценке

max
t∈[0,T ]

∥∥μ∗(t)
∥∥ �

[
k11(h, υ) + k12(h, υ)

]
max
t∈[0,T ]

‖g1(t)‖, (20)

где

k11(h, υ) =
γ1,υ(h)max(1, h)

1− q1,υ(h)
· [α1h]

υ

ν!
· k10(h, υ) + hγυ(h, x)max

{
1 + h

υ−1∑

j=0

[α(x)h]j

j!
,
υ−1∑

j=0

[α(x)h]j

j!

}
,

k10(h, υ) = [eα1h − 1]γυ(h, x)max

{
1 + h

υ−1∑

j=0

[α1h]
j

j!
,

υ−1∑

j=0

[α1h]
j

j!

}
h+ heα1h,

k12(h, υ) =

{
[eα1h − 1]

γ1,υ(h)

1− q1,υ(h)
·max(1, h)

[α1h]
υ

υ!
+ 1

}
k10(h, υ).

Теорема 2 является частным случаем теоремы 1 из [8, с. 54] при B = I, C = −I, d = 0, A1(t)
вместо A(t) и f(t) вместо g1(t).
В случае, когда h = T (N = 1), (n× n)-матрица Q1,υ(h) имеет вид

Q1,υ(T ) =

T∫

0

A1(τ1)dτ1 +

T∫

0

A1(τ1)

τ1∫

0

A1(τ2)dτ2dτ1 + . . .+

T∫

0

A1(τ1) . . .

τυ−1∫

0

A1(τυ)dτυdτυ−1 . . . dτ1,
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а ее обратимость будет зависеть от матрицы A1(t). Если

det

T∫

0

A1(τ1)dτ1 �= 0,

то можно выбрать такое число υ ∈ N, при котором будут выполнены условия (18)–(19) теоремы 2,
а задача (16), (17) будет однозначно разрешима.
Основным условием однозначной разрешимости исследуемой задачи является обратимость

матрицы Q1,υ(h) при некоторых h > 0 (Nh = T ) и υ (υ ∈ N). Так как (nN × nN)-матрица
Q1,υ(h) при N � 2 имеет специальную блочно-ленточную структуру, то справедливы следующие
утверждения.

Лемма 1. (nN × nN)-Матрица Q1,υ(h) обратима тогда и только тогда, когда обратима
(n × n)-матрица

M1,υ = I −
1∏

s=N

[
I +D1,υ,s(h)

]
.

Лемма 2. Если матрица M1,υ обратима, то [Q1,υ(h)]
−1 = {dr,j}, r, j = 1, N , где

d1,1 = h−1M−1
1,υ ;

d1,k = −M−1
1,υ ·

k∏

s=N

[
I +D1,υ,s(h)

]
, 1 < k � N,

dr,r = [I +D1,υ,r−1(h)]dr−1,r − I, r = 2, 3, . . . , N,

dr,j = [I +D1,υ,r−1(h)]dr−1,j , j �= r.

Лемма 1 остается справедливой и в случае N = 1: обратимость (n× n)-матрицы Q1,υ(T ) экви-
валентна обратимости (n×n)-матрицыM1,υ = I−[I+D1,υ,1(T )], т.е. в этом случае они совпадают.
Величина K1(h, υ) = k11(h, υ)+k12(h, υ) в неравенстве (20) ограничена при фиксированных N ,

N ∈ N, υ ∈ N, и не зависит от функции g1(t). Поэтому при условиях теоремы 2 периодическая
краевая задача (16), (17) корректно разрешима.

5. Условия разрешимости периодической краевой задачи (1), (4), (5). Рассмотрим за-
дачу (6)–(10), эквивалентную задаче (1), (4), (5). Введем обозначения

A1(t) = −[Bω(t)]
−1 ·

ω∫

0

C(ξ, t)dξ,

Теорема 3. Пусть выполнены следующие условия:
(i) при всех t ∈ [0, T ] обратима (n× n)-матрица

Bω(t) =

ω∫

0

B(ξ, t)dξ;

(ii) при некоторых h > 0 (Nh = T ) и ν (ν = 1, 2, . . .) матрица Qν(h, x) обратима для всех
x ∈ [0, ω] и выполняются неравенства (13)–(14) теоремы 1;

(iii) при некоторых h > 0 (Nh = T ) и υ (υ = 1, 2, . . .) матрица Q1,υ(h) обратима и выполня-
ются неравенства (18)–(19) теоремы 2;

(iv) справедливо неравенство

q = max(K1(h, υ), αK1(h, υ) + 1) max
t∈[0,T ]

∥∥[Bω(t)]
−1

∥∥ω
[
α+ β + σ

] · K̃(β + σ) < 1.

Тогда задача (6)–(10) имеет единственное решение.
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Доказательство. Из обратимости матрицы Bω(t) при всех t ∈ [0, T ] и условия (iii) следует су-
ществование единственного решения периодической краевой задачи для системы обыкновенных
дифференциальных уравнений (11), (10) —функции μ(t). Аналогично оценке (20) получим

∥∥μ(t)
∥∥ � K1(h, υ)

∥∥[Bω(t)]
−1

∥∥ ·
{ ω∫

0

‖A(ξ, t)‖ · ‖ṽ(ξ, t)‖dξ +
ω∫

0

‖B(ξ, t)‖ · ‖w̃(ξ, t)‖dξ+

+

ω∫

0

‖C(ξ, t)‖ · ‖ũ(ξ, t)‖dξ +
ω∫

0

‖f(ξ, t)‖dξ
}
. (21)

Пусть выполнено условие (i) теоремы 3. Используем шаг 0 алгоритма. Рассмотрим периодиче-
скую краевую задачу

μ̇(t) = A1(t)μ(t)− [Bω(t)]
−1

ω∫

0

f(ξ, t)dξ, t ∈ [0, T ], μ(0) = μ(T ). (22)

Из выполнения условия (iii), которое включает условия теоремы 2, вытекает однозначная разре-
шимость задачи (22). Нулевое приближение μ(0)(t) находим из периодической краевой задачи (22).
Тогда, аналогично оценке (20), для функции μ(0)(t) и ее производной μ̇(0)(t) будут справедливы
оценки

max
t∈[0,T ]

∥∥μ(0)(t)
∥∥ � K1(h, υ) max

t∈[0,T ]

∥∥[Bω(t)]
−1g

(0)
1 (t)

∥∥, (23)

max
t∈[0,T ]

∥∥μ̇(0)(t)
∥∥ �

[
α1K1(h, υ) + 1

]
max
t∈[0,T ]

∥∥[Bω(t)]
−1g1(t)

∥∥, (24)

где

g1(t) = [Bω(t)]
−1

ω∫

0

f(ξ, t)dξ.

Решая полупериодическую краевую задачу (6)–(8) при найденных значениях параметров, нахо-
дим ṽ(0)(t, x), w̃(0)(t, x), ũ(0)(t, x) для всех (t, x) ∈ Ω.
Аналогично оценке (15) получаем неравенство

max
(
‖ũ(0)‖0, ‖ṽ(0)‖0, ‖w̃(0)‖0

)
� K̃

(
β · max

t∈[0,T ]
‖μ̇(0)(t)‖+ σ · max

t∈[0,T ]
‖μ(0)(t)‖+ ‖f‖0

)
, (25)

где K̃ = max
(
eK0(β+σ)[1 +K0], K[(β + σ)[1 +K0] + 1]

)
.

Последовательно, из k-го шага алгоритма определяем функции μ(k)(t), μ̇(k)(t), ṽ(k)(t, x),
w̃(k)(t, x), ũ(k)(t, x), а из (k + 1)-го шага — μ(k+1)(t), μ̇(k+1)(t), ṽ(k+1)(t, x), w̃(k+1)(t, x), ũ(k+1)(t, x),
k = 1, 2, . . . Оценивая соответствующие разности последовательных приближений, получим

max
t∈[0,T ]

∥∥μ(k+1)(t)− μ(k)(t)
∥∥ � K1(h, υ) max

t∈[0,T ]

∥∥[Bω(t)]
−1

∥∥ω
[
α+ β + σ

]×

×max
(∥∥ṽ(k) − ṽ(k−1)

∥∥
0
,
∥∥w̃(k) − w̃(k−1)

∥∥
0
,
∥∥ũ(k) − ũ(k−1)

∥∥
0

)
, (26)

max
t∈[0,T ]

∥∥μ̇(k+1)(t)− μ̇(k)(t)
∥∥ �

[
αK1(h, υ) + 1

]
max
t∈[0,T ]

∥∥[Bω(t)]
−1

∥∥ω
[
α+ β + σ

]×

×max
(∥∥ṽ(k) − ṽ(k−1)

∥∥
0
,
∥∥w̃(k) − w̃(k−1)

∥∥
0
,
∥∥ũ(k) − ũ(k−1)

∥∥
0

)
, (27)

max
(∥∥ũ(k+1) − ũ(k)

∥∥
0
,
∥∥ṽ(k+1) − ṽ(k)

∥∥
0
,
∥∥w̃(k+1) − w̃(k)

∥∥
0

)
�

� K̃
(
β · max

t∈[0,T ]

∥∥μ̇(k+1)(t)− μ̇(k)(t)
∥∥+ σ · max

t∈[0,T ]

∥∥μ(k+1)(t)− μ(k)(t)
∥∥
)
. (28)
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Пусть
Δk+1 = max

(
max
t∈[0,T ]

∥∥μ(k+1)(t)− μ(k)(t)
∥∥, max

t∈[0,T ]

∥∥μ̇(k+1)(t)− μ̇(k)(t)
∥∥
)
.

Тогда из соотношений (26), (27), (28) получим основное неравенство

Δk+1 � qΔk. (29)

Из условия (iv) теоремы вытекает сходимость последовательности Δk при k → ∞ к Δ∗. Это дает
равномерную сходимость последовательностей μ(k)(t), μ̇(k)(t) при k → ∞ соответственно к μ∗(t),
μ̇∗(t). Функция μ∗(t) является непрерывной и непрерывно дифференцируемой на [0, T ]. На ос-
нове оценки (28) установим равномерную сходимость последовательностей ṽ(k)(t, x), w̃(k)(t, x),
ũ(k)(t, x), относительно (t, x) ∈ Ω к функциям ṽ∗(t, x), w̃∗(t, x), ũ∗(t, x), соответственно. Очевидно,
что функции ũ∗(t, x), ṽ∗(t, x), w̃∗(t, x) являются непрерывными на Ω. Записав задачи, которые
решаем на (k + 1)-м шаге алгоритма, и переходя к пределу k → ∞, получаем, что функции
ũ∗(t, x), μ∗(t) вместе с производными удовлетворяют полупериодической краевой задаче (6)–(8) и
периодической краевой задаче (11), (10). Тогда пара функций (ũ∗(t, x), μ∗(t)) является решением
задачи (6)–(10).
Докажем единственность решения задачи (6)–(10). Пусть существует два решения: пара функ-

ций (ũ∗(t, x), μ∗(t)) и (ũ∗∗(t, x), μ∗∗(t)). Положим

Δ̃ = max
(
max
t∈[0,T ]

∥∥μ∗(t)− μ∗∗(t)
∥∥, max

t∈[0,T ]

∥∥μ̇∗(t)− μ̇∗∗(t)
∥∥
)
.

Проведя вычисления аналогично (26)–(28), получим

Δ̃ � qΔ̃. (30)

По условию (iv) теоремы q < 1. Тогда неравенство (30) имеет место только при Δ̃ ≡ 0, откуда по-
лучаем μ∗(t) = μ∗∗(t) и ũ∗(t, x) = ũ∗∗(t, x). Таким образом, решение задачи (6)–(10) единственно.
Теорема 3 доказана. �
Условия теоремы 3 одновременно с существованием единственного решения задачи (6)–(10)

обеспечивают сходимость последовательности {μ(k)(t), ũ(k)(x, t)}, k = 0, 1, 2, . . ., определяемой по
предложенному алгоритму.
Составим сумму u∗(t, x) = ũ∗(t, x) + μ∗(t). Из эквивалентности задач (1), (4), (5) и (6)–(10)

вытекает следующее утверждение.

Теорема 4. Пусть выполнены условия (i)–(iv) теоремы 3. Тогда периодическая краевая зада-
ча (1), (4), (5) имеет единственное классическое решение u∗(t, x).

Теорема 5. Пусть выполнены следующие условия:
(i) n × n-матрицы A(x, t), B(x, t), C(x, t) и n-вектор-функция f(x, t) непрерывны на R

2

и (ω, T )-периодичны, т.е. для всех (x, t) ∈ R
2 имеют место равенства

A(x+ ω, t) = A(x, t) = A(x, t+ T ), B(x+ ω, t) = B(x, t) = B(x, t+ T ),

C(x+ ω, t) = C(x, t) = C(x, t+ T ), f(x+ ω, t) = f(x, t) = f(x, t+ T );

(ii) выполнены условия (i)–(iv) теоремы 3.
Тогда периодическая задача на плоскости для системы гиперболических уравнений (1), (2), (3)
имеет единственное классическое (ω, T )-периодическое решение u∗(t, x).

Таким образом, при выполнении условий теоремы 5 существует единственное двоякопериоди-
ческое решение системы (1). Нарушение одного из условий теоремы говорит о том, что задача (1),
(2), (3) может не иметь решения или может иметь бесконечно много решений. Коэффициенты
системы уравнений A(t, x), B(t, x) и C(t, x) играют важную роль для однозначной разрешимости
задачи (1), (2), (3). Это подтверждают и приведенные ниже примеры, иллюстрирующие резуль-
таты настоящей работы.
Следующие два примера показывают существенность требований обратимости матриц

Qν(h, x), Bω(t), Q1,υ(h) для единственности решения периодической задачи на плоскости для
системы гиперболических уравнений.
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Пример 1. На плоскости R
2 рассматривается система двух гиперболических уравнений

∂2u(x, t)

∂t∂x
= −

(
0 1
1 0

)
u, u =

(
u1
u2

)
. (31)

Разыскивается (2π, 2π)-периодическое решение системы (31). В этом примере матрица Qν(h, x) не
имеет обратной при всех x ∈ [0, ω], матрица Bω(t) ≡ 0 необратима, а система (31) имеет семейство
(2π, 2π)-периодических решений

u(x, t) = C0

(
sinx · cos t
cos x · sin t

)
,

где C0—произвольная постоянная.

Пример 2. На плоскости R
2 рассматривается система двух гиперболических уравнений

∂2u(x, t)

∂t∂x
= −

(
0 1

−1 0

)
∂u

∂x
, u =

(
u1
u2

)
. (32)

Снова разыскивается (2π, 2π)-периодическое решение системы (32). В этом примере матрица
Bω(t) ≡ 0 необратима, матрица Q1,υ(h) также не имеет обратной. Легко проверить, что

u(x, t) = C0

(
sin(x+ t)
cos(x+ t)

)

является семейством (2π, 2π)-периодических решений системы (32), где C0—произвольная по-
стоянная.

Следующие примеры показывают существенность условий теоремы 5 для существования един-
ственного периодического решения задачи (1), (2), (3).

Пример 3. Пусть n = 1 (случай одного уравнения), A = 1, B = 1, C = 0, f = 0 (постоянные
функции периодичны с любым периодом). Уравнение примет вид

∂2u

∂t∂x
=
∂u

∂x
+
∂u

∂t
. (33)

Вспомогательная полупериодическая краевая задача имеет вид

∂2ũ

∂t∂x
=
∂ũ

∂x
+
∂ũ

∂t
+ F (x, t), (34)

с условиями (7), (8).
Проверим условия теоремы 5. Условие (i) выполняется. Условие (ii) требует выполнения усло-

вий (i)–(iv) теоремы 3. Так как

Bω(t) =

ω∫

0

B(ξ, t)dξ = ω �= 0,

то условие (i) теоремы 3 выполняется.
Для задачи (34), (7), (8) существуют такие h > 0 (Nh = T ) и ν (ν = 1, 2, . . .), при которых мат-

рица Qν(h, x) будет обратима для всех x ∈ [0, ω] и выполняются неравенства (13), (14) теоремы 1.
Это означает, что существует единственное решение полупериодической краевой задачи (34), (7),
(8). Отметим, что, поскольку A(t, x) = 1 и

T∫

0

A(τ, x)dτ = T �= 0,

всегда можно выбрать такое ν ∈ N, при котором будут выполняться неравенства (13), (14) тео-
ремы 1. Условие (ii) теоремы 3 выполнено.
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Вспомогательная периодическая краевая задача для обыкновенного дифференциального урав-
нения имеет вид

μ̇(t) = − 1

ω

ω∫

0

ṽ(ξ, t)dξ − 1

ω

ω∫

0

w̃(ξ, t)dξ, t ∈ [0, T ], (35)

с условием (17). Здесь A1(t) = −[Bω(t)]
−1 · 0 = 0, D1,υ,r(h) = 0 для всех υ ∈ N, r = 1, N , так как

A1(t) = 0. По лемме 1 обратимость матрицы Q1,υ(h) эквивалентна обратимости M1,υ(h), которая
имеет вид

M1,υ(h) = 1−
1∏

s=N

[
1 +D1,υ,s(h)

]
= 1− 1 = 0,

т.е. необратима. Тогда необратима и матрица Q1,υ(h). Таким образом, условие (iii) теоремы 3 не
выполнено. Любая ненулевая константа будет решением уравнения (33).
Данный пример показывает нарушение условия (ii) теоремы 5, а именно, нарушение усло-

вия (iii) теоремы 3, что привело к бесконечному числу решений задачи (33), (2), (3).

Пример 4. Пусть n = 1 (случай одного уравнения), A = −1, B = 1, C = −1, f = 0. Уравнение
примет вид

∂2u

∂t∂x
= −∂u

∂x
+
∂u

∂t
− u. (36)

Проверим условия теоремы 5. Условие (i) выполняется. Условие (ii) требует выполнения усло-
вий (i)–(iv) теоремы 3. Здесь

Bω(t) =

ω∫

0

B(ξ, t)dξ = ω �= 0,

условие (i) теоремы 3 выполняется. Имеем

A1(t) = −[Bω(t)]
−1 ·

ω∫

0

C(ξ, t)dξ = 1,

α = α(x) = 1, β = 1, σ = 1, α1 = 1.

Можно выбрать h > 0 (Nh = T ) и ν (ν = 1, 2, . . .), при которых матрица Qν(h, x) будет обратима
для всех x ∈ [0, ω] и выполняются неравенства (13), (14) теоремы 1. Отметим, что, поскольку
A(t, x) = −1 и

T∫

0

A(τ, x)dτ = −T �= 0,

всегда можно выбрать такое ν ∈ N, при котором будут выполняться неравенства (13), (14) тео-
ремы 1. Условие (ii) теоремы 3 выполнено.
Можно выбрать h > 0 (Nh = T ) и υ (υ = 1, 2, . . .), при которых матрица Q1,υ(h) будет обратима

и выполняются неравенства (18), (19) теоремы 2. Здесь аналогично, поскольку A1(t, x) = 1 и

T∫

0

A(τ, x)dτ = T �= 0,

всегда можно выбрать υ ∈ N, при котором будут выполняться неравенства (18), (19) теоремы 2.
Условие (iii) теоремы 3 выполнены.
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Проверим условие (iv) теоремы 3. Имеем

q = max
(
K1(h, υ), αK1(h, υ) + 1

)
max
t∈[0,T ]

∥∥[Bω(t)]
−1

∥∥ω
[
α+ β + σ

] · K̃(β + σ) =

=
(
K1(h, υ) + 1

) 1
ω
ω
[
1 + 1 + 1

] · K̃(1 + 1) > 6K̃ =

= 6max
(
e2K0 [1 +K0], K

[
2[1 +K0] + 1

])
� 6e2K0 � 6,

т.е. q > 1. Условие (iv) теоремы 3 не выполняется. Задача (36), (2), (3) имеет бесконечно много
решений вида u(t, x) = C0 sin(x+ t), где C0 = const.

Замечание. Случай, когда A(t, x) = B(t, x) = 0, исследован в [3] при предположении непре-
рывной дифференцируемости матрицы C(t, x) и функции f(t, x) по t, x. Установлены условия
существования решения, периодического по обеим переменным. Случаи, когда A(t, x) = 0 или
B(t, x) = 0, требуют специального изучения. Для этих случаев также потребуется дополнитель-
ная гладкость коэффициентов и правой части системы (1).
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