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Аннотация. Во многих задачах динамики возникают системы, пространствами положений кото-
рых являются четырехмерные многообразия. Фазовыми пространствами таких систем естествен-
ным образом становятся касательные расслоения к соответствующим многообразиям. Рассмат-
риваемые динамические системы обладают переменной диссипацией, и полный список первых
интегралов состоит из трансцендентных функций, выражающихся через конечную комбинацию
элементарных функций. В работе показана интегрируемость более общих классов однородных
динамических систем с переменной диссипацией на касательных расслоениях к четырехмерным
многообразиям.
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Abstract. In many problems of dynamics, systems arise whose position spaces are four-dimensional
manifolds. Naturally, the phase spaces of such systems are the tangent bundles of the corresponding
manifolds. Dynamical systems considered have variable dissipation, and the complete list of first
integrals consists of transcendental functions expressed in terms of finite combinations of elementary
functions. In this paper, we prove the integrability of more general classes of homogeneous dynamical
systems with variable dissipation on tangent bundles of four-dimensional manifolds.
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1. Уравнения геодезических
на касательном расслоении к четырехмерному многообразию

Необходимо напомнить ряд результатов, без которых рассмотрение систем с диссипацией невоз-
можно (см. также [1, 4, 13, 61, 65]).

1.1. Общие обозначения. Рассмотрим гладкое четырехмерное риманово многообразие M4

с метрикой gij , которая в заданных локальных координатах x = (x1, x2, x3, x4) на многообразии
порождает гладкую аффинную связность Γi

jk(x). Рассмотрим также касательное расслоение

T∗M4{z4, z3, z2, z1;x1, x2, x3, x4}
к гладкому многообразию M4, где z = (z4, z3, z2, z1)—координаты в касательном пространстве.
Если zi = ẋi, i = 1, . . . , 4, где точкой обозначена производная по натуральному параметру, то

уравнения геодезических линий на нем примут вид

ẍi + Γi
11(x)(ẋ

1)2 + 2Γi
12(x)(ẋ

1)(ẋ2) + 2Γi
13(x)(ẋ

1)(ẋ3) + 2Γi
14(x)(ẋ

1)(ẋ4)+

+ Γi
22(x)(ẋ

2)2 + 2Γi
23(x)(ẋ

2)(ẋ3) + 2Γi
24(x)(ẋ

2)(ẋ4) + Γi
33(x)(ẋ

3)2+

+ 2Γi
34(x)(ẋ

3)(ẋ4) + Γi
44(x)(ẋ

4)2 = 0, i = 1, . . . , 4. (1.1.1)

1.2. Специальные обозначения. Обозначим для наглядности в случае четырехмерного мно-
гообразия координаты (x1, x2, x3, x4) через (α, β), β = (β1, β2, β3). Тогда уравнения (1.1.1) на
касательном расслоении T∗M4{α̇, β̇1, β̇2, β̇3;α, β1, β2, β3} примут вид

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈+ Γα
αα(α, β)α̇

2 + 2Γα
α1(α, β)α̇β̇1 + 2Γα

α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γα
α3(α, β)α̇β̇3+

+ Γα
11(α, β)β̇

2
1 + 2Γα

12(α, β)β̇1β̇2 + 2Γα
13(α, β)β̇1β̇3 + Γα

22(α, β)β̇
2
2+

+ 2Γα
23(α, β)β̇2β̇3 + Γα

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈1 + Γ1
αα(α, β)α̇

2 + 2Γ1
α1(α, β)α̇β̇1 + 2Γ1

α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ1
α3(α, β)α̇β̇3+

+ Γ1
11(α, β)β̇

2
1 + 2Γ1

12(α, β)β̇1β̇2 + 2Γ1
13(α, β)β̇1β̇3 + Γ1

22(α, β)β̇
2
2+

+ 2Γ1
23(α, β)β̇2β̇3 + Γ1

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈2 + Γ2
αα(α, β)α̇

2 + 2Γ2
α1(α, β)α̇β̇1 + 2Γ2

α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2
α3(α, β)α̇β̇3+

+ Γ2
11(α, β)β̇

2
1 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 + 2Γ2
13(α, β)β̇1β̇3 + Γ2

22(α, β)β̇
2
2+

+ 2Γ2
23(α, β)β̇2β̇3 + Γ2

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈3 + Γ3
αα(α, β)α̇

2 + 2Γ3
α1(α, β)α̇β̇1 + 2Γ3

α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ3
α3(α, β)α̇β̇3+

+ Γ3
11(α, β)β̇

2
1 + 2Γ3

12(α, β)β̇1β̇2 + 2Γ3
13(α, β)β̇1β̇3 + Γ3

22(α, β)β̇
2
2+

+ 2Γ3
23(α, β)β̇2β̇3 + Γ3

33(α, β)β̇
2
3 = 0.

(1.2.1)

Пример 1. В случае обобщенных сферических координат (α, β1, β2, β3), когда метрика на че-
тырехмерной сфере индуцирована евклидовой метрикой объемлющего пятимерного простран-
ства, уравнения (1.2.1) примут вид

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈− [β̇2
1 + β̇2

2 sin
2 β1 + β̇2

3 sin
2 β1 sin

2 β2] sinα cosα = 0,

β̈1 + 2α̇β̇1
cosα

sinα
− (β̇2

2 + β̇2
3 sin

2 β2) sin β1 cos β1 = 0,

β̈2 + 2α̇β̇2
cosα

sinα
+ 2β̇1β̇2

cos β1
sinβ1

− β̇2
3 sin β2 cos β2 = 0,

β̈3 + 2α̇β̇3
cosα

sinα
+ 2β̇1β̇3

cos β1
sinβ1

+ 2β̇2β̇3
cosβ2
sinβ2

= 0,

(1.2.2)
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т.е. 12 ненулевых коэффициентов связности равны

Γα
11(α, β) = − sinα cosα, Γα

22(α, β) = − sinα cosα sin2 β1, Γα
33(α, β) = − sinα cosα sin2 β1 sin

2 β2,

Γ1
α1(α, β) =

cosα

sinα
, Γ1

22(α, β) = − sinβ1 cos β1, Γ1
33(α, β) = − sin2 β2 sinβ1 cos β1,

Γ2
α2(α, β) =

cosα

sinα
, Γ2

12(α, β) =
cos β1
sin β1

, Γ2
33(α, β) = − sinβ2 cos β2,

Γ3
α3(α, β) =

cosα

sinα
, Γ3

13(α, β) =
cos β1
sin β1

, Γ3
23(α, β) =

cosβ2
sinβ2

.

Пример 2. В случае обобщенных сферических координат (α, β1, β2, β3), но когда метрика на
четырехмерной сфере индуцирована метрикой специального силового поля при наличии некото-
рой группы симметрий (см. [6, 41–43]), уравнения (1.2.1) примут вид

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈−
[
β̇2
1 + β̇2

2 sin
2 β1 + β̇2

3 sin
2 β1 sin

2 β2

] sinα

cosα
= 0,

β̈1 + α̇β̇1
1 + cos2 α

sinα cosα
− (β̇2

2 + β̇2
3 sin

2 β2) sin β1 cos β1 = 0,

β̈2 + α̇β̇2
1 + cos2 α

sinα cosα
+ 2β̇1β̇2

cos β1
sin β1

− β̇2
3 sin β2 cos β2 = 0,

β̈3 + α̇β̇3
1 + cos2 α

sinα cosα
+ 2β̇1β̇3

cos β1
sin β1

+ 2β̇2β̇3
cos β2
sin β2

= 0,

(1.2.3)

т.е. 12 ненулевых коэффициентов связности равны

Γα
11(α, β) = − sinα

cosα
, Γα

22(α, β) = − sinα

cosα
sin2 β1, Γα

33(α, β) = − sinα

cosα
sin2 β1 sin

2 β2,

Γ1
α1(α, β) =

1 + cos2 α

2 sinα cosα
, Γ1

22(α, β) = − sinβ1 cos β1, Γ1
33(α, β) = − sin2 β2 sin β1 cos β1,

Γ2
α2(α, β) =

1 + cos2 α

2 sinα cosα
, Γ2

12(α, β) =
cos β1
sin β1

, Γ2
33(α, β) = − sin β2 cosβ2,

Γ3
α3(α, β) =

1 + cos2 α

2 sinα cosα
, Γ3

13(α, β) =
cos β1
sin β1

, Γ3
23(α, β) =

cos β2
sin β2

.

1.3. Замены координат касательного пространства. Исследуем структуру уравне-
ний (1.1.1) при изменении координат на касательном расслоении T∗M4. Рассмотрим обратимую
замену координат касательного пространства, зависящую от точки x многообразия:

ẋi =

4∑

j=1

Rij(x)zj ; zj =

4∑

i=1

Tji(x)ẋ
i, (1.3.1)

при этом Rij, Tji, i, j = 1, . . . , 4, — функции от x1, . . . , x4, а также RT = E, где R = (Rij), T = (Tji).
Назовем также уравнения (1.3.1) новыми кинематическими соотношениями, т.е. соотношениями
на касательном расслоении T∗M4 (ср. [8, 9, 11]). Справедливы тождества

żj =

4∑

i=1

Ṫjiẋ
i +

4∑

i=1

Tjiẍ
i, Ṫji =

4∑

k=1

Tji,kẋ
k, (1.3.2)

где

Tji,k =
∂Tji

∂xk
, j, i, k = 1, . . . , 4.

Подставляя в (1.3.2) уравнения (1.1.1), имеем

żi =

4∑

j,k=1

Tij,kẋ
j ẋk −

4∑

j,p,q=1

TijΓ
j
pqẋ

pẋq; (1.3.3)



80 М. В. ШАМОЛИН

при этом в последней системе вместо ẋi, i = 1, . . . , 4, нужно подставить формулы (1.3.1), и правые
части соотношений (1.3.3) будут квадратичными формами по z1, . . . , z4 (см. также [3, 10, 15, 16]).
Другими словами, равенство (1.3.3) можно переписать в виде

żi +
4∑

j,k=1

Qijkẋ
j ẋk

∣
∣
(1.3.1) = 0, где Qijk(x) =

4∑

s=1

Tis(x)Γ
s
jk(x)− Tij,k(x). (1.3.4)

Непосредственно из формул (1.3.3) вытекает следующее утверждение.

Предложение 1.1. Система (1.1.1) в той области, где detR(x) �= 0, эквивалентна состав-
ной системе (1.3.1), (1.3.3).

Таким образом, результат перехода от уравнений геодезических (1.1.1) к эквивалентной систе-
ме уравнений (1.3.1), (1.3.3) зависит как от замены переменных (1.3.1) (т.е. вводимых кинема-
тических соотношений), так и от аффинной связности Γi

jk(x). В частности, для примеров 1, 2
получаем в явном виде следующие утверждения.

Следствие 1.1. В случае обобщенных сферических координат (α, β1, β2, β3), когда метрика на
четырехмерной сфере индуцирована евклидовой метрикой объемлющего пятимерного простран-
ства (см. также пример 1), система, эквивалентная при sinα cosα sinβ1 sin β2 �= 0 уравнениям
геодезических (1.2.2), примет следующий вид :

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −z4, ż4 = −z21 + z22 + z23
cosα sinα

,

ż3 =
z3z4

cosα sinα
+

z21 + z22
cosα sinα

,

ż2 =
z2z4

cosα sinα
− z2z3

cosα sinα

cos β1
sin β1

− z21
cosα sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

,

ż1 =
z1z4

cosα sinα
− z1z3

cosα sinα

cos β1
sin β1

+
z1z2

cosα sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

,

β̇1 =
z3

cosα sinα
, β̇2 = − z2

cosα sinα sin β1
,

β̇3 =
z1

cosα sinα sinβ1 sin β2
,

(1.3.5)

если первое, шестое, седьмое и восьмое уравнения системы (1.3.5) рассматривать как новые
кинематические соотношения.

Следствие 1.2. В случае обобщенных сферических координат (α, β1, β2, β3), но когда метри-
ка на четырехмерной сфере индуцирована метрикой специального силового поля при наличии
некоторой группы симметрий (см. [21,36,38,39], а также пример 2), система, эквивалентная
при sinα cosα sinβ1 sin β2 �= 0 уравнениям геодезических (1.2.3), примет следующий вид :

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −z4, ż4 = −(z21 + z22 + z23)
cosα

sinα
,

ż3 = z3z4
cosα

sinα
+ (z21 + z22)

cosα

sinα
,

ż2 = z2z4
cosα

sinα
− z2z3

cosα

sinα

cos β1
sin β1

− z21
cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

,

ż1 = z1z4
cosα

sinα
− z1z3

cosα

sinα

cos β1
sin β1

+ z1z2
cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

,

β̇1 = z3
cosα

sinα
, β̇2 = −z2

cosα

sinα sin β1
,

β̇3 = z1
cosα

sinα sin β1 sin β2
,

(1.3.6)

если первое, шестое, седьмое и восьмое уравнения системы (1.3.6) рассматривать как новые
кинематические соотношения.
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Очевидно, что системы (1.3.5) и (1.3.6) имеют аналитический первый интеграл следующего
вида:

z21 + . . . + z24 = const, (1.3.7)
т.е. в других координатах для системы (1.3.5) — аналитический первый интеграл

α̇2 + β̇2
1 sin

2 α cos2 α+ β̇2
2 sin

2 α cos2 α sin2 β1 + β̇2
3 sin

2 α cos2 α sin2 β1 sin
2 β2 = const,

а для системы (1.3.6) —

α̇2 + β̇2
1

sin2 α

cos2 α
+ β̇2

2

sin2 α

cos2 α
sin2 β1 + β̇2

3

sin2 α

cos2 α
sin2 β1 sin

2 β2 = const.

1.4. Первые интегралы для уравнений геодезических. Случай I. Рассмотрим кинема-
тические соотношения следующего вида (случай I):

α̇ = −z4, β̇1 = z3f1(α), β̇2 = z2f2(α)g1(β1), β̇3 = z1f3(α)g2(β1)h(β2), (1.4.1)

где f1(α), f2(α), f3(α), g1(β1), g2(β1), h(β2)—не равные тождественно нулю достаточно гладкие
функции на своей области определения. Такие координаты z1, . . . , z4 в касательном пространстве
вводятся тогда, когда рассматриваются следующие уравнения геодезических (см. [45, 48, 49, 51]):

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈+ Γα
11(α, β)β̇

2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 + Γα

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈1 + 2Γ1
α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1

22(α, β)β̇
2
2 + Γ1

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈2 + 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 + Γ2
33(α, β)β̇

2
3 = 0,

β̈3 + 2Γ3
α3(α, β)α̇β̇3 + 2Γ3

13(α, β)β̇1β̇3 + 2Γ3
23(α, β)β̇2β̇3 = 0;

(1.4.2)

остальные коэффициенты связности равны нулю.
В случае (1.4.1) уравнения (1.3.3) примут вид

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ż1 =

[

2Γ3
α3(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]

z1z4 − f1(α)

[

2Γ3
13(α, β) +

d ln |g2(β1)|
dβ1

]

z1z3−

− f2(α)g1(α)

[

2Γ3
23(α, β) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]

z1z2,

ż2 =

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

z2z4 − f1(α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g1(β1)|
dβ1

]

z2z3−

− f2
3 (α)

f2(α)

g22(β1)

g1(β1)
h2(β2)Γ

2
33(α, β)z

2
1 ,

ż3 =

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

z3z4 − f2
2 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
2−

− f2
3 (α)

f1(α)
g22(β1)h

2(β2)Γ
1
33(α, β)z

2
1 ,

ż4 = f2
1 (α)Γ

α
11(α, β)z

2
3 + f2

2 (α)g
2
1(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
2 + f2

3 (α)g
2
2(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β)z

2
1 ,

(1.4.3)

и уравнения геодезических (1.4.2) после соответствующего выбора кинематических соотно-
шений (1.4.1) почти всюду эквивалентны составной системе (1.4.1), (1.4.3) на многообразии
T∗M4{z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3}.
Для полного интегрирования системы (1.4.1)–(1.4.3) восьмого порядка необходимо знать, во-

обще говоря, семь независимых первых интегралов.
Следующее утверждение фиксирует исследуемую систему в задаче интегрирования уравнений

геодезических.

Следствие 1.3. Если f1(α), f2(α), f3(α), g1(β1), g2(β1), h(β2)—не равные тождественно ну-
лю достаточно гладкие функции на своей области определения, то система, эквивалентная
уравнениям геодезических (1.4.2), может быть приведена к следующему виду:
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⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −z4,

ż4 = f2
1 (α)Γ

α
11(α, β)z

2
3 + f2

2 (α)g
2
1(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
2 + f2

3 (α)g
2
2(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β)z

2
1 ,

ż3 =

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

z3z4 − f2
2 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
2−

−f2
3 (α)

f1(α)
g22(β1)h

2(β2)Γ
1
33(α, β)z

2
1 ,

ż2 =

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

z2z4 − f1(α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g1(β1)|
dβ1

]

z2z3−

−f2
3 (α)

f2(α)

g22(β1)

g1(β1)
h2(β2)Γ

2
33(α, β)z

2
1 ,

ż1 =

[

2Γ3
α3(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]

z1z4 − f1(α)

[

2Γ3
13(α, β) +

d ln |g2(β1)|
dβ1

]

z1z3−

−f2(α)g1(β1)

[

2Γ3
23(α, β) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]

z1z2,

β̇1 = z3f1(α), β̇2 = z2f2(α)g1(β1),

(1.4.4)

β̇3 = z1f3(α)g2(β1)h(β2). (1.4.5)

Если при этом аффинная связность Γi
jk(α, β) при всех i, j, k не зависит от угла β3, то проис-

ходит отделение независимой подсистемы седьмого порядка (1.4.4).

Можно выписать достаточные условия существования квадратичного по скоростям z1, . . . , z4
первого интеграла более общего вида, нежели (1.3.7), а именно,

4∑

i,j=1;i�j

aij(α, β)zizj = const, (1.4.6)

не требуя даже положительной определенности матрицы (aij(α, β)), но мы пока ограничимся
следующим случаем (см. также [44,46, 51, 52]).

Предложение 1.2. Если всюду на своей области определения справедлива система диффе-
ренциальных равенств

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

+ f2
1 (α)Γ

α
11(α, β) ≡ 0, (1.4.7a)

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

+ f2
2 (α)g

2
1(β1)Γ

α
22(α, β) ≡ 0, (1.4.7b)

f2
1 (α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g1(β1)|
dβ1

]

+ f2
2 (α)g

2
1(β1)Γ

1
22(α, β) ≡ 0, (1.4.7c)

2Γ3
α3(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

+ f2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β) ≡ 0, (1.4.7d)

f2
1 (α)

[

2Γ3
13(α, β) +

d ln |g2(β1)|
dβ1

]

+ f2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)Γ
1
33(α, β) ≡ 0, (1.4.7e)

f2
2 (α)g

2
1(β1)

[

2Γ3
23(α, β) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]

+ f2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)Γ
2
33(α, β) ≡ 0, (1.4.7f)

то система (1.4.4), (1.4.5) имеет аналитический первый интеграл следующего вида:

Φ1(z4, z3, z2, z1) = z21 + . . .+ z24 = C2
1 = const. (1.4.8)

Доказательство. Действительно, дифференцирование функции (1.4.8) в силу системы (1.4.4),
(1.4.5) дает
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2

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

+ f2
1 (α)Γ

α
11(α, β)

]

z23z4+

+ 2

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

+ f2
2 (α)g

2
1(β1)Γ

α
22(α, β)

]

z22z4+

+ 2

[

2Γ3
α3(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

+ f2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β)

]

z21z4−

− 2

[

f2
1 (α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g1(β1)|
dβ1

]

+ f2
2 (α)g

2
1(β1)Γ

1
22(α, β)

]
z22z3
f1(α)

−

− 2

[

f2
1 (α)

[

2Γ3
13(α, β) +

d ln |g2(β1)|
dβ1

]

+ f2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)Γ
1
33(α, β)

]
z21z3
f1(α)

−

− 2

[

f2
2 (α)g

2
1(β1)

[

2Γ3
23(α, β) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]

+ f2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)Γ
2
33(α, β)

]
z21z2

f2(α)g1(β1)
≡ 0,

поскольку выполнена система дифференциальных равенств (1.4.7). �
Согласно предложению 1.2 найдем наиболее общий вид правых частей систем, эквивалент-

ных уравнениям геодезических (1.2.2) и (1.2.3) из примеров 1 и 2, соответственно, и имеющих
аналитический первый интеграл вида (1.4.8).

Следствие 1.4. В случае обобщенных сферических координат (α, β1, β2, β3), когда метрика
на четырехмерной сфере индуцирована евклидовой метрикой объемлющего пятимерного про-
странства (см. также пример 1), однопараметрическая система, эквивалентная почти всюду
уравнениям геодезических (1.2.2) и имеющая первый интеграл вида (1.4.8), примет следующий
вид :

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −z4, ż4 = −(z21 + z22 + z23)
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

,

ż3 = z3z4
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

+ (z21 + z22)
1

sinα

cos β1
sin β1

1
√

1 + ν1 sin
2 α

,

ż2 = z2z4
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

− z2z3
1

sinα

cos β1
sin β1

1
√

1 + ν1 sin
2 α

−

−z21
1

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

1
√

1 + ν1 sin
2 α

,

ż1 = z1z4
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

− z1z3
1

sinα

cos β1
sin β1

1
√

1 + ν1 sin
2 α

+

+z1z2
1

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

1
√

1 + ν1 sin
2 α

,

β̇1 = z3
1

sinα
√

1 + ν1 sin
2 α

, β̇2 = −z2
1

sinα sin β1
√

1 + ν1 sin
2 α

,

β̇3 = z1
1

sinα sin β1 sin β2
√

1 + ν1 sin
2 α

, ν1 ∈ R,

(1.4.9)

если первое, шестое, седьмое и восьмое уравнения системы (1.4.9) рассматривать как новые
кинематические соотношения.

Следствие 1.5. В случае обобщенных сферических координат (α, β1, β2, β3), но когда метри-
ка на четырехмерной сфере индуцирована метрикой специального силового поля при наличии
некоторой группы симметрий (см. [55,56,58], а также пример 2), однопараметрическая систе-
ма, эквивалентная почти всюду уравнениям геодезических (1.2.3) и имеющая первый интеграл
вида (1.4.8), примет следующий вид :
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⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −z4, ż4 = −(z21 + z22 + z23)
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

,

ż3 = z3z4
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

+ (z21 + z22)
cosα

sinα

cos β1
sin β1

1
√

1 + ν1 sin
2 α

,

ż2 = z2z4
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

− z2z3
cosα

sinα

cos β1
sin β1

1
√

1 + ν1 sin
2 α

−

−z21
cosα

sinα

1

sin β1

cos β2
sin β2

1
√

1 + ν1 sin
2 α

,

ż1 = z1z4
cosα

sinα

1

1 + ν1 sin
2 α

− z1z3
cosα

sinα

cos β1
sin β1

1
√

1 + ν1 sin
2 α

+

+z1z2
cosα

sinα

1

sinβ1

cos β2
sin β2

1
√

1 + ν1 sin
2 α

,

β̇1 = z3
cosα

sinα
√

1 + ν1 sin
2 α

, β̇2 = −z2
cosα

sinα sinβ1
√

1 + ν1 sin
2 α

,

β̇3 = z1
cosα

sinα sin β1 sin β2
√

1 + ν1 sin
2 α

, ν1 ∈ R,

(1.4.10)

если первое, шестое, седьмое и восьмое уравнения системы (1.4.10) рассматривать как новые
кинематические соотношения.

Системы (1.3.5) и (1.3.6) получаются из систем (1.4.9) и (1.4.10) при ν1 = −1 и ν1 = 0 соответ-
ственно.
Важно заметить, что, на первый взгляд, при интегрировании системы равенств (1.4.7) должны

получиться шесть произвольных постоянных, определяющие шестипараметрические семейства
искомых систем вида (1.4.9) и (1.4.10). Но, оказывается, система равенств (1.4.7) определяет не
более чем шестипараметрическое семейство искомых систем. Утверждается, что в данном случае
возможно найти лишь однопараметрические искомые семейства.
Система равенств (1.4.7) может трактоваться как возможность преобразования квадратичной

формы метрики многообразия к каноническому виду с законом сохранения энергии (1.4.8) (или
см. (2.2.1) в части 2) в зависимости от рассматриваемой задачи. История и текущее состояние
рассмотрения данной более общей проблемы достаточно обширны (отметим лишь работы [20,26,
27]). Как известно, поиск первых интегралов опирается на наличие в системе дополнительных
групп симметрий.
Можно доказать отдельную теорему существования решения f1(α), f2(α), f3(α), g1(β1), g2(β1),

h(β2) системы равенств (1.4.7) квазилинейных уравнений для наличия аналитического первого
интеграла (1.4.8) для системы (1.4.4), (1.4.5) уравнений геодезических. Далее будет показано,
что данные рассуждения справедливы или для системы уравнений геодезических (системы при
отсутствии силового поля), или для систем при наличии потенциального силового поля. Но для
систем с диссипацией условия (1.4.7) приобретут несколько иной смысл.
Тем не менее, в дальнейшем будем предполагать в системе (1.4.4), (1.4.5) выполнение условия

f1(α) ≡ f2(α) ≡ f3(α) = f(α); (1.4.11)

при этом функции gl(β1), l = 1, 2, h(β2) должны удовлетворять преобразованным уравнениям из
системы равенств (1.4.7):

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g1(β1)|
dβ1

+ g21(β1)Γ
1
22(α, β) ≡ 0,

2Γ3
13(α, β) +

d ln |g2(β1)|
dβ1

+ g22(β1)h
2(β2)Γ

1
33(α, β) ≡ 0,

g21(β1)

[

2Γ3
23(α, β) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]

+ g22(β1)h
2(β2)Γ

2
33(α, β) ≡ 0.

(1.4.12)
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Таким образом, функции gl(β1), l = 1, 2, h(β2) зависят от коэффициентов связности; ограничения
на функцию f(α) будут даны ниже.

Предложение 1.3. Если выполнены свойства (1.4.11), (1.4.12) и при этом справедливы ра-
венства

Γ1
α1(α, β) = Γ2

α2(α, β) = Γ3
α3(α, β) = Γ1(α), (1.4.13)

то система (1.4.4), (1.4.5) имеет гладкий первый интеграл вида

Φ2(z3, z2, z1;α) =
√

z21 + z22 + z23Φ0(α) = C2 = const, Φ0(α) = f(α) exp

⎧
⎨

⎩
2

α∫

α0

Γ1(b)db

⎫
⎬

⎭
. (1.4.14)

Доказательство. Дифференцирование функции (1.4.14) в силу системы (1.4.4), (1.4.5) при усло-
виях (1.4.11)—(1.4.13) дает

{[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α)− dΦ0(α)

dα

}

z4

√

z21 + z22 + z23 .

Но функция Φ0(α) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению

dΦ0(α)

dα
=

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α). �

Предложение 1.4. Если выполнены условия предложения 1.3 и справедливы равенства

g1(β1) ≡ g2(β2) = g(β1), (1.4.15)

Γ2
12(α, β) ≡ Γ3

13(α, β) = Γ2(β1), (1.4.16)

то система (1.4.4), (1.4.5) имеет гладкий первый интеграл следующего вида:

Φ3(z2, z1;α, β1) =
√

z21 + z22 Φ0(α)Ψ1(β1) = C3 = const, Ψ1(β1) = g(β1) exp

⎧
⎪⎨

⎪⎩
2

β1∫

β1,0

Γ2(b)db

⎫
⎪⎬

⎪⎭
.

(1.4.17)

Доказательство. Дифференцирование функции (1.4.17) в силу системы (1.4.4), (1.4.5) при усло-
виях (1.4.15), (1.4.16), а также в услових предложения 1.3 дает

{[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α) − dΦ0(α)

dα

}

z4

√

z21 + z22Ψ1(β1)−

−
{[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

Ψ1(β1)− dΨ1(β1)

dβ1

}

z3f(α)
√

z21 + z22Φ0(α).

Но функции Φ0(α) и Ψ1(β1) удовлетворяют, соответственно, обыкновенным дифференциальным
уравнениям

dΦ0(α)

dα
=

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α),
dΨ1(β1)

dβ1
=

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

Ψ1(β1). �

Предложение 1.5. Если выполнены условия предложений 1.3, 1.4 и справедливо равенство

Γ3
23(α, β) = Γ3(β2), (1.4.18)

то система (1.4.4), (1.4.5) имеет гладкий первый интеграл следующего вида:

Φ4(z1;α, β1, β2) = z1Φ0(α)Ψ1(β1)Ψ2(β2) = C4 = const, Ψ2(β2) = h(β2) exp

⎧
⎪⎨

⎪⎩
2

β2∫

β2,0

Γ3(b)db

⎫
⎪⎬

⎪⎭
.

(1.4.19)



86 М. В. ШАМОЛИН

Доказательство. Дифференцирование функции (1.4.19) в силу системы (1.4.4), (1.4.5) при рас-
сматриваемых условиях дает

z1z4Ψ1(β1)Ψ2(β2)

[[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α)− dΦ0(α)

dα

]

+

+ z1z3f(α)Φ0(α)Ψ2(β2)

[

−
[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

Ψ1(β1) +
dΨ1(β1)

dβ1

]

+

+ z1z2f(α)g(β1)Φ0(α)Ψ1(β1)

[

−
[

2Γ3(β2) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]

Ψ2(β2) +
dΨ2(β2)

dβ2

]

.

Но функции Φ0(α), Ψ1(β1) и Ψ2(β2) удовлетворяют соответственно обыкновенным дифференци-
альным уравнениям

dΦ0(α)

dα
=

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α),

dΨ1(β1)

dβ1
=

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

Ψ1(β1),
dΨ2(β2)

dβ2
=

[

2Γ3(β2) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]

Ψ2(β2). �

Замечание 1.1. Если выполнена группа дифференциальных равенств (1.4.7), а также усло-
вия (1.4.13), (1.4.16), (1.4.18), то выполнены равенства

Γα
11(α, β) = Γα

11(α), Γα
22(α, β) = Γα

22(α, β1), Γ1
22(α, β) = Γ1

22(α, β1),

Γα
33(α, β) = Γα

33(α, β1, β2), Γ1
33(α, β) = Γ1

33(α, β1, β2), Γ2
33(α, β) = Γ2

33(α, β1, β2),

а значит, в системе (1.4.4), (1.4.5) появляется независимая подсистема седьмого порядка, состоя-
щая из первых семи уравнений (уравнение на β̇3 отделяется):

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −z4,

ż4 = f2
1 (α)Γ

α
11(α)z

2
3 + f2

2 (α)g
2
1(β1)Γ

α
22(α, β1)z

2
2 + f2

3 (α)g
2
2(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β1, β2)z

2
1 ,

ż3 =

[

2Γ1(α) +
d ln |f1(α)|

dα

]

z3z4 − f2
2 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β1)z

2
2−

−f2
3 (α)

f1(α)
g22(β1)h

2(β2)Γ
1
33(α, β1, β2)z

2
1 ,

ż2 =

[

2Γ1(α) +
d ln |f2(α)|

dα

]

z2z4 − f1(α)

[

2Γ2(β1) +
d ln |g1(β1)|

dβ1

]

z2z3−

−f2
3 (α)

f2(α)

g22(β1)

g1(β1)
h2(β2)Γ

2
33(α, β1, β2)z

2
1 ,

ż1 =

[

2Γ1(α) +
d ln |f3(α)|

dα

]

z1z4 − f1(α)

[

2Γ2(β1) +
d ln |g2(β1)|

dβ1

]

z1z3−

−f2(α)g1(β1)

[

2Γ3(β2) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]

z1z2,

β̇1 = z3f1(α), β̇2 = z2f2(α)g1(β1),

(1.4.20)

β̇3 = z1f3(α)g2(β1)h(β2). (1.4.21)

Предложение 1.6. Если выполнены условия предложений 1.3—1.5, то система (1.4.20),
(1.4.21) имеет первый интеграл следующего вида:

Φ5(β2, β3) = β3 ±
β2∫

β2,0

C4h(b)
√

C2
3Ψ

2
2(b)− C2

4

db = C5 = const, (1.4.22)
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где после взятия интеграла (1.4.22) вместо постоянных C3, C4 можно формально подставить
левые части равенств (1.4.17), (1.4.19) соответственно.

Схема доказательства. Если выполнены условия предложений 1.3—1.5, то система (1.4.20),
(1.4.21) обладает тремя первыми интегралами (1.4.14), (1.4.17) и (1.4.19). Нам понадобятся лишь
два последних из них. На уровнях C3 и C4 первых интегралов (1.4.17) и (1.4.19), соответственно,
справедливо равенство

z1
z2

= ∓ C4
√

C2
3Ψ

2
2(β2)− C2

4

. (1.4.23)

Угол β3 будем искать из уравнения
dβ3
dβ2

=
z1
z2

h(β2), полученного из системы (1.4.20), (1.4.21).

Используя в этом уравнении равенство (1.4.23), получаем требуемое утверждение. �
Прямым следствием из предложений 1.2–1.6 является следующая теорема.

Теорема 1.1. Если выполнены условия предложений 1.2–1.5, то система (1.4.20), (1.4.21)
обладает полным набором, состоящим из пяти независимых первых интегралов вида (1.4.8),
(1.4.14), (1.4.17), (1.4.19), (1.4.22).

Тот факт, что полный набор состоит из пяти, а не из семи первых интегралов, будет доказан
ниже.

1.5. Первые интегралы для уравнений геодезических. Случай II. Теперь рассмотрим
кинематические соотношения в следующем виде (случай II):

α̇ = z4f4(α), β̇1 = z3f1(α), β̇2 = z2f2(α)g1(β1), β̇3 = z1f3(α)g2(β1)h(β2), (1.5.1)

где f1(α), f2(α), f3(α), g1(β1), g2(β1), h(β2)—не равные тождественно нулю достаточно гладкие
функции на своей области определения. Такие координаты z1, . . . , z4 в касательном пространстве
вводятся, когда рассматриваются следующие уравнения геодезических (см. [60, 62, 64]):

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈+ Γα
αα(α, β)α̇

2 + Γα
11(α, β)β̇

2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 + Γα

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈1 + 2Γ1
α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1

22(α, β)β̇
2
2 + Γ1

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈2 + 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 + Γ2
33(α, β)β̇

2
3 = 0,

β̈3 + 2Γ3
α3(α, β)α̇β̇3 + 2Γ3

13(α, β)β̇1β̇3 + 2Γ3
23(α, β)β̇2β̇3 = 0,

(1.5.2)

а остальные коэффициенты связности равны нулю. В случае (1.5.1) уравнения (1.3.3) примут вид
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ż1 = −f4(α)

[

2Γ3
α3(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]

z1z4 − f1(α)

[

2Γ3
13(α, β) +

d ln |g2(β1)|
dβ1

]

z1z3−

− f2(α)g1(α)

[

2Γ3
23(α, β) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]

z1z2,

ż2 = −f4(α)

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

z2z4 − f1(α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g1(β1)|
dβ1

]

z2z3−

− f2
3 (α)

f2(α)

g22(β1)

g1(β1)
h2(β2)Γ

2
33(α, β)z

2
1 ,

ż3 = −f4(α)

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

z3z4 − f2
2 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
2−

− f2
3 (α)

f1(α)
g22(β1)h

2(β2)Γ
1
33(α, β)z

2
1 ,

ż4 = −f4(α)

[

Γα
αα(α, β) +

d ln |f4(α)|
dα

]

z24 −
f2
1 (α)

f4(α)
Γα
11(α, β)z

2
3 − f2

2 (α)

f4(α)
g21(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
2−

− f2
3 (α)

f4(α)
g22(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β)z

2
1 ,

(1.5.3)
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и уравнения геодезических (1.5.2) после соответствующего выбора кинематических соотноше-
ний (1.5.1) почти всюду эквивалентны составной системе (1.5.1), (1.5.3) на касательном расслое-
нии T∗M4{z4, z3, z2, z1;α, β1, β2, β3}.
Для полного интегрирования системы (1.5.1), (1.5.3) восьмого порядка необходимо знать, во-

обще говоря, семь независимых первых интегралов.
Следующее утверждение фиксирует исследуемую систему в задаче интегрирования уравнений

геодезических.

Следствие 1.6. Если f1(α), f2(α), f3(α), g1(β1), g2(β1), h(β2)—не равные тождественно ну-
лю достаточно гладкие функции на своей области определения, то система, эквивалентная
уравнениям геодезических (1.5.2), может быть приведена к следующему виду:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = z4f4(α),

ż4 = −f4(α)

[

Γα
αα(α, β) +

d ln |f4(α)|
dα

]

z24 −
f2
1 (α)

f4(α)
Γα
11(α, β)z

2
3 −

f2
2 (α)

f4(α)
g21(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
2−

−f2
3 (α)

f4(α)
g22(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β)z

2
1 ,

ż3 = −f4(α)

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

z3z4 − f2
2 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
2−

−f2
3 (α)

f1(α)
g22(β1)h

2(β2)Γ
1
33(α, β)z

2
1 ,

ż2 = −f4(α)

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

z2z4 − f1(α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g1(β1)|
dβ1

]

z2z3−

−f2
3 (α)

f2(α)

g22(β1)

g1(β1)
h2(β2)Γ

2
33(α, β)z

2
1 ,

ż1 = −f4(α)

[

2Γ3
α3(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]

z1z4 − f1(α)

[

2Γ3
13(α, β) +

d ln |g2(β1)|
dβ1

]

z1z3−

−f2(α)g1(α)

[

2Γ3
23(α, β) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]

z1z2,

β̇1 = z3f1(α), β̇2 = z2f2(α)g1(β1),

(1.5.4)

β̇3 = z1f3(α)g2(β1)h(β2). (1.5.5)

Если при этом аффинная связность Γi
jk(α, β) при всех i, j, k не зависит от угла β3, то проис-

ходит отделение независимой подсистемы седьмого порядка (1.5.4).

Можно выписать достаточные условия существования квадратичного по скоростям z1, . . . , z4
первого интеграла более общего вида (1.4.6), нежели (1.3.7), для рассматриваемой системы, но
мы пока ограничимся следующим случаем.

Предложение 1.7. Если всюду на своей области определения справедлива система диффе-
ренциальных равенств

f2
4 (α)

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

+ f2
1 (α)Γ

α
11(α, β) ≡ 0, (1.5.6a)

f2
4 (α)

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

+ f2
2 (α)g

2
1(β1)Γ

α
22(α, β) ≡ 0, (1.5.6b)

f2
4 (α)

[

2Γ3
α3(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]

+ f2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β) ≡ 0, (1.5.6c)

f2
1 (α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g1(β1)|
dβ1

]

+ f2
2 (α)g

2
1(β1)Γ

1
22(α, β) ≡ 0, (1.5.6d)
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f2
1 (α)

[

2Γ3
13(α, β) +

d ln |g2(β1)|
dβ1

]

+ f2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)Γ
1
33(α, β) ≡ 0, (1.5.6e)

f2
2 (α)g

2
1(β1)

[

2Γ3
23(α, β) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]

+ f2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)Γ
2
33(α, β) ≡ 0, (1.5.6f)

Γα
αα(α, β) +

d ln |f4(α)|
dα

≡ 0, (1.5.6g)

то система (1.5.4), (1.5.5) имеет аналитический первый интеграл следующего вида:

Φ1(z4, z3, z2, z1) = z21 + . . .+ z24 = C2
1 = const. (1.5.7)

Доказательство. Дифференцирование функции (1.5.7) в силу системы (1.5.4), (1.5.5) дает

− 2f4(α)

[

Γα
αα(α, β) +

d ln |f4(α)|
dα

]

z34−

− 2

[

f2
4 (α)

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

+ f2
1 (α)Γ

α
11(α, β)

]
z23z4
f4(α)

−

− 2

[

f2
4 (α)

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

+ f2
2 (α)g

2
1(β1)Γ

α
22(α, β)

]
z22z4
f4(α)

−

− 2

[

f2
4 (α)

[

2Γ3
α3(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]

+ f2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β)

]
z21z4
f4(α)

−

− 2

[

f2
1 (α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g1(β1)|
dβ1

]

+ f2
2 (α)g

2
1(β1)Γ

1
22(α, β)

]
z22z3
f1(α)

−

− 2

[

f2
1 (α)

[

2Γ3
13(α, β) +

d ln |g2(β1)|
dβ1

]

+ f2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)Γ
1
33(α, β)

]
z21z3
f1(α)

−

− 2

[

f2
2 (α)g

2
1(β1)

[

2Γ3
23(α, β) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]

+ f2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2)Γ
2
33(α, β)

]
z21z2

f2(α)g1(β1)
≡ 0,

поскольку выполнена система дифференциальных равенств (1.5.6). �

Пример 3. Уравнения (1.2.1) геодезических в четырехмерном пространстве Лобачевского
(с координатами x = β1, y = β2, z = β3, w = α) примут вид

α̈− 1

α
(α̇2 − β̇2

1 − β̇2
2 − β̇2

3) = 0, β̈1 − 2

α
α̇β̇1 = 0, β̈2 − 2

α
α̇β̇2 = 0, β̈3 − 2

α
α̇β̇3 = 0, (1.5.8)

т.е. ненулевые коэффициенты связности равны

Γα
αα(α, β) = − 1

α
, Γα

11(α, β) = Γα
22(α, β) = Γα

33(α, β) =
1

α
, Γ1

α1(α, β) = Γ2
α2(α, β) = Γ3

α3(α, β) = − 1

α
.

Согласно предложению 1.7 найдем наиболее общий вид правых частей систем, эквивалент-
ных уравнениям геодезических (1.5.8) из примера 3 и имеющих аналитический первый интеграл
вида (1.5.7).

Следствие 1.7. В случае геодезических в четырехмерном пространстве Лобачевского (с ко-
ординатами x = β1, y = β2, z = β3, w = α; см. также пример 3) четырехпараметрическая
система, эквивалентная при ν1, ν3 �= 0, α �= 0 уравнениям геодезических (1.5.8), и имеющая
первый интеграл вида (1.5.7), примет следующий вид :

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = z4ν1α, ż4 = −z23
ν1α

2

α2 + ν2
− z22

ν1α
2

α2 + ν3
− z21

ν1α
2

α2 + ν4
,

ż3 = z3z4
ν1α

2

α2 + ν2
, ż2 = z2z4

ν1α
2

α2 + ν3
, ż1 = z1z4

ν1α
2

α2 + ν4
,

β̇1 = z3
ν1α

2

√
α2 + ν2

, β̇2 = z2
ν1α

2

√
α2 + ν3

, β̇3 = z1
ν1α

2

√
α2 + ν4

, ν1, ν2, ν3, ν4 ∈ R,

(1.5.9)
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если первое, шестое, седьмое и восьмое уравнения системы (1.5.9) рассматривать как новые
кинематические соотношения.

Важно заметить, что, на первый взгляд, при интегрировании системы равенств (1.5.6) долж-
ны получиться семь произвольных постоянных, определяющие семипараметрические семейства
искомых систем вида (1.5.9). Оказывается, система равенств (1.5.6) определяет не более чем се-
мипараметрическое семейство искомых систем. Утверждается, что в данном случае возможно
найти лишь четырехпараметрические искомые семейства.
Систему равенств (1.5.6) по-прежнему можно трактовать как возможность преобразования

квадратичной формы метрики многообразия к каноническому виду с законом сохранения энер-
гии (1.5.7) в зависимости от рассматриваемой задачи. История и текущее состояние рассмотрения
данной более общей проблемы достаточно обширны (отметим лишь работы [5,20,26,27]). Но, как
известно, поиск первых интегралов опирается на наличие в системе дополнительных групп сим-
метрий.
По-прежнему актуально следующее замечание. Можно доказать отдельную теорему существо-

вания решения f1(α), f2(α), f3(α), f4(α), g1(β1), g2(β1), h(β2) системы дифференциальных ра-
венств (1.5.6) квазилинейных уравнений для наличия аналитического первого интеграла (1.5.7)
для системы (1.5.4), (1.5.5) уравнений геодезических. Далее будет показано, что данные рассуж-
дения справедливы или для системы уравнений геодезических (системы при отсутствии силового
поля), или для систем при наличии потенциального силового поля. Для систем с диссипацией
условия (1.5.6) приобретут несколько иной смысл.
Тем не менее, в дальнейшем будем предполагать в системе (1.5.4), (1.5.5) выполнение условия

f1(α) = f2(α) = f3(α) = f(α); (1.5.10)

при этом функции g1(β1), g2(β1), h(β2) должны удовлетворять, вообще говоря, преобразованным
уравнениям из системы равенств (1.5.6):

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g1(β1)|
dβ1

+ g21(β1)Γ
1
22(α, β) ≡ 0,

2Γ3
13(α, β) +

d ln |g2(β1)|
dβ1

+ g22(β1)h
2(β2)Γ

1
33(α, β) ≡ 0,

g21(β1)

[

2Γ3
23(α, β) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]

+ g22(β1)h
2(β2)Γ

2
33(α, β) ≡ 0.

(1.5.11)

Таким образом, функции gl(β1), l = 1, 2, h(β2) зависят от коэффициентов связности, а ограни-
чения на функции f(α), f4(α) будут приведены ниже.

Предложение 1.8. Если выполнены свойства (1.5.10), (1.5.11) и справедливы равенства

Γ1
α1(α, β) = Γ2

α2(α, β) = Γ3
α3(α, β) = Γ1(α), (1.5.12)

то система (1.5.4), (1.5.5) имеет гладкий первый интеграл вида

Φ2(z3, z2, z1;α) =
√

z21 + z22 + z23 Φ0(α) = C2 = const, Φ0(α) = f(α) exp

⎧
⎨

⎩
2

α∫

α0

Γ1(b)db

⎫
⎬

⎭
. (1.5.13)

Доказательство. Дифференцирование функции (1.5.13) в силу системы (1.5.4), (1.5.5) при усло-
виях (1.5.10)–(1.5.12) дает

−f4(α)

{[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α) − dΦ0(α)

dα

}

z4

√

z21 + z22 + z23 .

Но функция Φ0(α) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению

dΦ0(α)

dα
=

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α). �
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Предложение 1.9. Если выполнены условия предложения 1.8, а также справедливы равен-
ства

g1(β1) ≡ g2(β2) = g(β1), (1.5.14)

Γ2
12(α, β) ≡ Γ3

13(α, β) = Γ2(β1), (1.5.15)

то система (1.5.4), (1.5.5) имеет гладкий первый интеграл следующего вида:

Φ3(z2, z1;α, β1) =
√

z21 + z22 Φ0(α)Ψ1(β1) = C3 = const, Ψ1(β1) = g(β1) exp

⎧
⎪⎨

⎪⎩
2

β1∫

β1,0

Γ2(b)db

⎫
⎪⎬

⎪⎭
.

(1.5.16)

Доказательство. Дифференцирование функции (1.5.16) в силу системы (1.5.4), (1.5.5) при усло-
виях (1.5.14), (1.5.15), а также в услових предложения 1.8 дает

− f4(α)

{[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α)− dΦ0(α)

dα

}

z4

√

z21 + z22Ψ1(β1)−

−
{[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

Ψ1(β1)− dΨ1(β1)

dβ1

}

z3f(α)
√

z21 + z22Φ0(α).

Но функции Φ0(α) и Ψ1(β1) удовлетворяют, соответственно, обыкновенным дифференциальным
уравнениям

dΦ0(α)

dα
=

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α),
dΨ1(β1)

dβ1
=

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

Ψ1(β1). �

Предложение 1.10. Если выполнены условия предложений 1.8, 1.9 и справедливо равенство

Γ3
23(α, β) = Γ3(β2), (1.5.17)

то система (1.5.4), (1.5.5) имеет гладкий первый интеграл следующего вида:

Φ4(z1;α, β1, β2) = z1Φ0(α)Ψ1(β1)Ψ2(β2) = C4 = const, Ψ2(β2) = h(β2) exp

⎧
⎪⎨

⎪⎩
2

β2∫

β2,0

Γ3(b)db

⎫
⎪⎬

⎪⎭
.

(1.5.18)

Доказательство. Дифференцирование функции (1.5.18) в силу системы (1.5.4), (1.5.5) при рас-
сматриваемых условиях дает

− f4(α)z1z4Ψ1(β1)Ψ2(β2)

[[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α) − dΦ0(α)

dα

]

+

+ z1z3f(α)Φ0(α)Ψ2(β2)

[

−
[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

Ψ1(β1) +
dΨ1(β1)

dβ1

]

+

+ z1z2f(α)g(β1)Φ0(α)Ψ1(β1)

[

−
[

2Γ3(β2) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]

Ψ2(β2) +
dΨ2(β2)

dβ2

]

.

Но функции Φ0(α), Ψ1(β1) и Ψ2(β2) удовлетворяют, соответственно, обыкновенным дифферен-
циальным уравнениям

dΦ0(α)

dα
=

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

Φ0(α),

dΨ1(β1)

dβ1
=

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

Ψ1(β1),
dΨ2(β2)

dβ2
=

[

2Γ3(β2) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]

Ψ2(β2). �
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Замечание 1.2. Если выполнена группа дифференциальных равенств (1.5.6), а также усло-
вия (1.5.12), (1.5.15), (1.5.17), то выполнены равенства

Γα
11(α, β) = Γα

11(α), Γα
22(α, β) = Γα

22(α, β1), Γ1
22(α, β) = Γ1

22(α, β1),

Γα
33(α, β) = Γα

33(α, β1, β2), Γ1
33(α, β) = Γ1

33(α, β1, β2), Γ2
33(α, β) = Γ2

33(α, β1, β2).

Следовательно, в системе (1.5.4), (1.5.5) появляется независимая подсистема седьмого порядка,
состоящая из первых семи уравнений (уравнение на β̇3 отделяется):

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = z4f4(α),

ż4 = −f2
1 (α)

f4(α)
Γα
11(α)z

2
3 −

f2
2 (α)

f4(α)
g21(β1)Γ

α
22(α, β1)z

2
2 −

f2
3 (α)

f4(α)
g22(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β1, β2)z

2
1 ,

ż3 = −f4(α)

[

2Γ1(α) +
d ln |f1(α)|

dα

]

z3z4 − f2
2 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β1)z

2
2−

−f2
3 (α)

f1(α)
g22(β1)h

2(β2)Γ
1
33(α, β1, β2)z

2
1 ,

ż2 = −f4(α)

[

2Γ1(α) +
d ln |f2(α)|

dα

]

z2z4 − f1(α)

[

2Γ2(β1) +
d ln |g1(β1)|

dβ1

]

z2z3−

−f2
3 (α)

f2(α)

g22(β1)

g1(β1)
h2(β2)Γ

2
33(α, β1, β2)z

2
1 ,

ż1 = −f4(α)

[

2Γ1(α) +
d ln |f3(α)|

dα

]

z1z4 − f1(α)

[

2Γ2(β1) +
d ln |g2(β1)|

dβ1

]

z1z3−

−f2(α)g1(β1)

[

2Γ3(β2) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]

z1z2,

β̇1 = z3f1(α), β̇2 = z2f2(α)g1(β1),

(1.5.19)

β̇3 = z1f3(α)g2(β1)h(β2). (1.5.20)

Предложение 1.11. Если выполнены условия предложений 1.8—1.10, то система (1.5.19),
(1.5.20) имеет первый интеграл следующего вида:

Φ5(β2, β3) = β3 ±
β2∫

β2,0

C4h(b)
√

C2
3Ψ

2
2(b)− C2

4

db = C5 = const, (1.5.21)

где после взятия интеграла (1.5.21) вместо постоянных C3, C4 можно формально подставить
левые части равенств (1.5.16), (1.5.18) соответственно.

Схема доказательства. Если выполнены условия предложений 1.8—1.10, то система (1.5.19),
(1.5.20) обладает тремя первыми интегралами (1.5.13), (1.5.16) и (1.5.18). Нам понадобятся лишь
два последних из них. На уровнях C3 и C4 первых интегралов (1.5.16) и (1.5.18) соответственно
справедливо равенство

z1
z2

= ∓ C4
√

C2
3Ψ

2
2(β2)− C2

4

. (1.5.22)

Угол β3 будем искать из уравнения
dβ3
dβ2

=
z1
z2

h(β2), полученного из системы (1.5.19), (1.5.20).

Используя в этом уравнении равенство (1.5.22), и получаем требуемое утверждение. �
Прямым следствием из предложений 1.2–1.6 является следующая теорема.

Теорема 1.2. Если выполнены условия предложений 1.2–1.5, то система (1.5.19), (1.5.20)
обладает полным набором, состоящим из пяти независимых первых интегралов вида (1.5.7),
(1.5.13), (1.5.16), (1.5.18), (1.5.21).
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Тот факт, что полный набор состоит из пяти, а не семи первых интегралов, будет доказан
ниже.
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