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Аннотация. В работе предъявлены тензорные инварианты (дифференциальные формы) для
однородных динамических систем на касательных расслоениях к гладким трехмерным много-
образиям. Показана связь наличия данных инвариантов и полным набором первых интегралов,
необходимых для интегрирования геодезических, потенциальных и диссипативных систем.
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Abstract. In this paper, we present tensor invariants (differential forms) for homogeneous dynamical
systems on the tangent bundles of smooth three-dimensional manifolds and demonstrate the connection
between the presence of these invariants and the existence of a complete set of first integrals, which is
necessary for integrating geodesic, potential, and dissipative systems.
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1. Введение. Известно [14, 15, 60], что наличие достаточного количества не только первых
интегралов, но и других тензорных инвариантов позволяет полностью проинтегрировать систе-
му дифференциальных уравнений. Так, например, наличие инвариантной дифференциальной
формы фазового объема позволяет понизить порядок рассматриваемой системы. Для консер-
вативных систем этот факт достаточно естественен. Для систем же, обладающих притягиваю-
щими или отталкивающими (асимптотическими) предельными множествами, не только некото-
рые первые интегралы, но и коэффициенты имеющихся инвариантных дифференциальных форм
должны, вообще говоря, состоять из трансцендентных (в смысле комплексного анализа) функ-
ций [25,55, 57].
Как показано ранее, задача о движении четырехмерного маятника на обобщенном сфериче-

ском шарнире в неконсервативном поле сил, т. е. в «потоке набегающей среды, заполняющей
всеобъемлющее четырехмерное пространство», приводит к системе на касательном расслоении
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к трехмерной сфере, при этом метрика специального вида на ней индуцирована дополнитель-
ными группами симметрий [36, 38, 39]. Динамические системы, описывающие движение такого
маятника, обладают знакопеременной диссипацией, и полный список первых интегралов состо-
ит из трансцендентных функций, выражающихся через конечную комбинацию элементарных
функций. В дальнейшем также разобраны задачи о движении точки по трехмерным поверхно-
стям вращения, в пространстве Лобачевского и т. д. Полученные результаты особенно важны
в смысле присутствия в системе именно неконсервативного поля сил [55–57].
В работе предъявлены тензорные инварианты (дифференциальные формы) для однородных

динамических систем на касательных расслоениях к гладким трехмерным многообразиям. По-
казана связь наличия данных инвариантов и полным набором первых интегралов, необходимых
для интегрирования геодезических, потенциальных и диссипативных систем. При этом вводимые
силовые поля делают рассматриваемые системы диссипативными с диссипацией разного знака
и обобщают ранее рассмотренные (см. также [25,55, 56]).

2. Инварианты систем уравнений геодезических. Рассмотрим гладкое трехмерное ри-
маново многообразие M3{α, β} с координатами (α, β), β = (β1, β2), с аффинной связно-
стью Γi

jk(α, β) и изучим структуру уравнений геодезических линий на касательном расслоении
TM3{α̇, β̇1, β̇2;α, β1, β2} (ср. с [13, 57, 58]). Для этого изучим далее достаточно общий случай за-
дания кинематических соотношений в следующем виде:

α̇ = z3f3(α), β̇1 = z2f1(α), β̇2 = z1f2(α)g(β1), (1)

где f1(α), f2(α), f3(α), g(β1)—достаточно гладкие функции, не равные тождественно нулю. Та-
кие координаты z1, z2 z3 в касательном пространстве вводятся тогда, когда рассматриваются
уравнения геодезических [37, 57, 59], например, с семью ненулевыми коэффициентами связности
(в частности, на трехмерных поверхностях вращения, в пространстве Лобачевского и т. д.):

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

α̈+ Γα
αα(α, β)α̇

2 + Γα
11(α, β)β̇

2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 = 0,

β̈1 + 2Γ1
α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1

22(α, β)β̇
2
2 = 0,

β̈2 + 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 = 0,

(2)

т. е. остальные коэффициенты связности равны нулю. В случае (1) соотношения на касательном
расслоении TM3{z3, z2, z1;α, β1, β2} примут вид

ż1 = −f3(α)

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

z1z3 − f1(α)
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d ln |f1(α)|
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1
22(α, β)z

2
1 ,

ż3 = −f3(α)

[

Γα
αα(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]

z23 −
f2
1 (α)

f3(α)
Γα
11(α, β)z

2
2 − f2

2 (α)

f3(α)
g2(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
1 ,

(3)

и уравнения (2) геодезических почти всюду эквивалентны составной системе (1), (3) на многооб-
разии TM3{z3, z2, z1;α, β1, β2} с новыми координатами z1, z2, z3 на касательном пространстве.
Для полного интегрирования системы (1), (3) достаточно знать, вообще говоря, четыре неза-

висимых тензорных инварианта: или четыре первых интеграла, или четыре независимых диф-
ференциальных формы, или какую-то комбинацию из интегралов и форм общим количеством
четыре. При этом, конечно, инварианты (в частности, для уравнений геодезических) можно ис-
кать и в более общем виде, чем рассмотрено далее (ср. с [51, 52, 54]).
То, что полный набор состоит из четырех, а не из пяти, тензорных инвариантов, будет показано

ниже.
В [36,41] рассмотрены примеры систем геодезических на трехмерной сфере с различными мет-

риками, а в [57] — примеры систем геодезических на трехмерных поверхностях вращения и в про-
странстве Лобачевского.
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Теорема 1. Если выполнены условия

f1(α) ≡ f2(α) = f(α), (4)

Γ1
α1(α, β) ≡ Γ2

α2(α, β) = Γ1(α), Γ2
12(α, β) = Γ2(β1), (5)

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Γα
αα(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

≡ 0,

f2
3 (α)

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

+ f2(α)Γα
11(α, β) ≡ 0,

Γα
11(α, β) ≡ Γα

22(α, β)g
2(β1) = Γ3(α),

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1
+ g2(β1)Γ

1
22(α, β) ≡ 0,

(6)

то система (1), (3) обладает полным набором, состоящим из четырех первых интегралов вида

Φ1(z3, z2, z1) = z21 + z22 + z23 = C2
1 = const. (7)

Φ2(z2, z1;α) =
√

z21 + z22Φ0(α) = C2 = const, Φ0(α) = f(α) exp

⎧
⎨

⎩
2

α∫

α0

Γ1(b)db

⎫
⎬

⎭
. (8)

Φ3(z1;α, β1) = z1Φ0(α)Φ(β1) = C3 = const, Φ(β1) = g(β1) exp

⎧
⎪⎨

⎪⎩
2

β1∫

β1,0

Γ2(b)db

⎫
⎪⎬

⎪⎭
. (9)

Φ4(β1, β2) = β2 ±
β1∫

β1,0

C3g(b)
√

C2
2Φ

2(b)− C2
3

db = C4 = const. (10)

Более того, после некоторого ее приведения— замен независимой переменной

d

dt
= f3(α)

d

dτ
(11)

и фазовых переменных zk, k = 1, 2, фазовый поток системы (1), (3) сохраняет объем на каса-
тельном расслоении TM3, т.е. сохраняется соответствующая дифференциальная форма.

Система равенств (6) может трактоваться как возможность преобразования квадратичной
формы метрики к каноническому виду с законом сохранения энергии (7) (или см. ниже (13))
в зависимости от рассматриваемой задачи. История и текущее состояние рассмотрения данной
более общей проблемы достаточно обширны (отметим лишь работы [1–3, 11]). Ну а поиск как
интеграла (7), так и (8)—(10) опирается на наличие в системе дополнительных групп симмет-
рий [12,57, 62].

3. Инварианты потенциальных систем. Несколько модифицируем систему (1), (3), вводя
в нее консервативное гладкое силовое поле в проекциях на оси żk, k = 1, 2, 3, соответственно:

F̃ (z3, z2, z1;α, β1, β2) =

⎛

⎝
F1(β2)f2(α)g(β1)

F2(β1)f1(α)
F3(α)f3(α)

⎞

⎠ .

Рассматриваемая система на касательном расслоении TM3{z3, z2, z1;α, β1, β2} примет вид
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⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = z3f3(α),

ż3 = F3(α)f3(α) − f3(α)

[

Γα
αα(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]

z23−

−f2
1 (α)

f3(α)
Γα
11(α, β)z

2
2 − f2

2 (α)

f3(α)
g2(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
1 ,

ż2 = F2(β1)f1(α)− f3(α)

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

z2z3 − f2
2 (α)

f1(α)
g2(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
1 ,

ż1 = F1(β2)f2(α)g(β1)− f3(α)

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

z1z3−

−f1(α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]

z1z2,

β̇1 = z2f1(α), β̇2 = z1f2(α)g(β1),

(12)

и она почти всюду эквивалентна системе

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

α̈− F3(α)f
2
3 (α) + Γα

αα(α, β)α̇
2 + Γα

11(α, β)β̇
2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 = 0,

β̈1 − F2(β1)f
2
1 (α) + 2Γ1

α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1
22(α, β)β̇

2
2 = 0,

β̈2 − F1(β2)f
2
2 (α)g

2(β1) + 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 = 0

на касательном расслоении TM3{α̇, β̇1, β̇2;α, β1, β2}.

Теорема 2. Если выполнены условия (4)–(6), то система (12) обладает полным набором,
состоящим из четырех первых интегралов вида

Φ1(z3, z2, z1;α, β) = z21 + z22 + z23 + V (α, β) = C1 = const, (13)

V (α, β) = V3(α) + V2(β1) + V1(β2) = −2

α∫

α0

F3(a)da− 2

β1∫

β1,0

F2(b)db− 2

β2∫

β2,0

F1(b)db,

а также при F2(β1) ≡ F1(β2) ≡ 0—первых интегралов (8)–(10).
Более того, после некоторого ее приведения— замен независимой переменной вида (11) и фа-

зовых переменных zk, k = 1, 2, фазовый поток системы (12) сохраняет объем на касательном
расслоении TM3, т.е. сохраняется соответствующая дифференциальная форма.

4. Инварианты систем со знакопеременной диссипацией. Далее несколько модифици-
руем систему (12), вводя в нее гладкое силовое поле с диссипацией. Ее наличие (вообще говоря,
знакопеременной) характеризует не только коэффициент bδ(α), b > 0, в первом уравнении си-
стемы (14) (в отличие от системы (12)), но и следующая зависимость (внешнего) силового поля
в проекциях на оси żk, k = 1, 2, 3, соответственно:

F̃ (z3, z2, z1;α, β1, β2) =

⎛

⎝
F1(β2)f2(α)g(β1)

F2(β1)f1(α)
F3(α)f3(α)

⎞

⎠+

⎛

⎝
z1F

1
1 (α)

z2F
1
2 (α)

z3F
1
3 (α)

⎞

⎠ .
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Рассматриваемая система на касательном расслоении TM3{z3, z2, z1;α, β1, β2} примет вид
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = z3f3(α) + bδ(α),

ż3 = F3(α)f3(α) − f3(α)

[

Γα
αα(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]

z23−

−f2
1 (α)

f3(α)
Γα
11(α, β)z

2
2 − f2

2 (α)

f3(α)
g2(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
1 + z3F

1
3 (α),

ż2 = F2(β1)f1(α)− f3(α)

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]

z2z3−

−f2
2 (α)

f1(α)
g2(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
1 + z2F

1
2 (α),

ż1 = F1(β2)f2(α)g(β1)− f3(α)

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]

z1z3−

−f1(α)

[

2Γ2
12(α, β) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]

z1z2 + z1F
1
1 (α),

β̇1 = z2f1(α), β̇2 = z1f2(α)g(β1),

(14)

и она почти всюду эквивалентна следующей системе:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈−
{

bδ̃(α) + F 1
3 (α) + bδ(α)

[

2Γα
αα(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]}

α̇−

−F3(β1)f
2
3 (α) + bδ(α)F 1

3 (α) + b2δ2(α)

[

Γα
αα(α, β) +

d ln |f3(α)|
dα

]

+

+Γα
αα(α, β)α̇

2 + Γα
11(α, β)β̇

2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 = 0,

β̈1 −
{

F 1
2 (α) + bδ(α)

[

2Γ1
α1(α, β) +

d ln |f1(α)|
dα

]}

β̇1−

−F2(β1)f
2
1 (α) + 2Γ1

α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1
22(α, β)β̇

2
2 = 0,

β̈2 −
{

F 1
1 (α) + bδ(α)

[

2Γ2
α2(α, β) +

d ln |f2(α)|
dα

]}

β̇2−

−F1(β2)f
2
2 (α)g

2(β1) + 2Γ2
α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2

12(α, β)β̇1β̇2 = 0,

на касательном расслоении TM3{α̇, β̇1, β̇2;α, β1, β2}. Здесь, как и выше, δ̃(α) = dδ(α)/dα.
Будем интегрировать систему шестого порядка (14) при выполнении свойств (4)—(6), а так-

же при F2(β1) ≡ F1(β2) ≡ 0. При этом происходит отделение независимой подсистемы пятого
порядка:

⎧
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α̇ = z3f3(α) + bδ(α),

ż3 = F3(α)f3(α)− f2(α)

f3(α)
Γ3(α)(z

2
2 + z21) + z3F

1
3 (α),

ż2 = −f3(α)

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

z2z3−

−f(α)g2(β1)Γ
1
22(β1)z

2
1 + z2F

1
2 (α),

ż1 = −f3(α)

[

2Γ1(α) +
d ln |f(α)|

dα

]

z1z3−

−f(α)

[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

z1z2 + z1F
1
1 (α),

β̇1 = z2f(α),

(15)
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при наличии также шестого уравнения

β̇2 = z1f(α)g(β1). (16)

Примем также следующие условия на диссипативное силовое поле. Будем предполагать, что
выполнены равенства

F 1
1 (α) ≡ F 1

2 (α) = F 1(α). (17)
Для полного интегрирования системы (15), (16) необходимо знать, вообще говоря, пять неза-

висимых первых интегралов. Однако после замены переменных

z1, z2 → z, z∗, z =
√

z21 + z22 , z∗ =
z2
z1

, (18)

система (15), (16) распадается следующим образом:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = z3f3(α) + bδ(α),

ż3 = F3(α)f3(α)− f2(α)

f3(α)
Γ3(α)z

2 + z3F
1
3 (α),

ż =
f2(α)

f3(α)
Γ3(α)zz3 + zF 1(α),

(19)

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

ż∗ = ±z
√

1 + z2∗f(α)
[

2Γ2(β1) +
d ln |g(β1)|

dβ1

]

,

β̇1 = ± zz∗
√

1 + z2∗
f(α),

(20)

β̇2 = ± z
√
1 + z2∗

f(α)g(β1). (21)

Видно, что для полной интегрируемости системы (19)—(21) достаточно указать два независи-
мых тензорных инварианта системы (19), один — системы (20) (после соответствующей замены
независимого переменного в ней), и дополнительный тензорный инвариант, «привязывающий»
уравнение (21) (т. е. всего четыре).
Будем также предполагать, что для некоторого κ ∈ R выполнены равенства

f2(α)

f2
3 (α)

Γ3(α) = κ
d

dα
ln |Δ(α)| = κ

Δ̃(α)

Δ(α)
, (22)

Δ̃(α) =
dΔ(α)

dα
, Δ(α) =

δ(α)

f3(α)
,

а для некоторых λ0
3, λ

1
k ∈ R, k = 1, 2, 3, должны выполняться равенства

F3(α) = λ0
3

d

dα

Δ2(α)

2
= λ0

3Δ̃(α)Δ(α);

F 1
k (α) = λ1

kf3(α)
d

dα
Δ(α) = λ1

kΔ̃(α)f3(α), k = 1, 2, 3.

(23)

Условие (22) назовем «геометрическим», а условия из группы (23) — «энергетическими». При этом
λ1
1 = λ1

2 = λ1, в силу (17).
Условие (22) названо геометрическим, в том числе, потому, что накладывает условие на ключе-

вой коэффициент связности Γ3, приводя соответствующие коэффициенты системы к однородному
виду относительно функции Δ(α). Условия же группы (23) названы энергетическими, в том чис-
ле, потому, что силы становятся, в некотором смысле, «потенциальными» по отношению к функ-
циям Δ2(α)/2 и Δ(α), приводя соответствующие коэффициенты системы к однородному виду
также относительно функции Δ(α) (см. также [46,47, 49, 51]).

Теорема 3. Пусть выполняются условия (22) и (23). Тогда система (19)–(21) обладает че-
тырьмя независимыми, вообще говоря, трансцендентными первыми интегралами (см. [10, 24,
26]).
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В общем случае первые интегралы выписываются громоздко (поскольку приходится интегри-
ровать уравнение Абеля [10,50]). В частности, если κ = −1, λ1 = λ1

3, явный вид ключевого первого
интеграла таков:

Θ1(z3, z;α) = G1

(
z3

Δ(α)
,

z

Δ(α)

)

=

=
f2
3 (α)(z

2
3 + z2) + (b− λ1)z3δ(α)f3(α)− λ0

3δ
2(α)

zδ(α)f3(α)
= C1 = const. (24)

При этом дополнительный первый интеграл для системы (19) имеет следующий структурный
вид:

Θ2(z3, z;α) = G2

(

Δ(α),
z3

Δ(α)
,

z

Δ(α)

)

= C2 = const. (25)

Первый интеграл для системы (20) будет иметь вид

Θ3(z∗;β1) =
√

1 + z2∗
Φ(β1)

= C3 = const; (26)

о функции Φ(β1) см. (9).
Дополнительный первый интеграл, «привязывающий» уравнение (21), находится по аналогии

с (10):

Θ4(β1, β2) = β2 ±
β1∫

β1,0

C3g(b)
√

C2
2Φ

2(b)− C2
3

db = C4 = const, (27)

где после взятия интеграла (27) вместо постоянных C2, C3 можно подставить левые части первых
интегралов (8), (9) соответственно.
Выражение функций (24), (25) через конечную комбинацию элементарных функций зависит

и от явного вида функции Δ(α). Так, например, при κ = −1, λ1 = λ1
3 дополнительный первый

интеграл системы (19) найдется из дифференциального соотношения

d ln |Δ(α)| = (b+ u3)du3
U2(C1, u3)

, u3 =
z3

Δ(α)
, u =

z

Δ(α)
,

U1(u3) = u23 + (b− λ1)u3 − λ0
3, U2(C1, u3) = 2U1(u3)− C1

2

{

C1 ±
√

C2
1 − 4U1(u3)

}

, C1 �= 0.

Правая часть данного соотношения выражается через конечную комбинацию элементарных
функций, а левая — в зависимости от функции Δ(α).

Теорема 4. Если для систем вида (19)–(21) выполняются геометрическое и энергетические
свойства (22), (23), то у нее также существуют следующие четыре функционально независи-
мые инвариантные дифференциальные формы с трансцендентными коэффициентами, зависи-
мые с первыми интегралами (24)–(27) (ср. [31, 32, 34, 35]):

ρ1(z3, z;α)dz3 ∧ dz ∧ dα, ρ2(z3, z;α)dz3 ∧ dz ∧ dα,

ρ3(z∗;β1) =
1

√
1 + z2∗

dz∗ ∧ dβ1, ρ4(z3;α, β1, β2)dz3 ∧ dα ∧ dβ1 ∧ dβ2,

(форма ρ3(z∗;β1)—после замены независимого переменного в системе (20)), где

ρ1(z3, z;α) = exp

{

(b+ λ1)

∫
du3

U2(C1, u3)

}

· u
2
3 + u2 + (b− λ1)u3 − λ0

3

u
;

ρ2(z3, z;α) = Δ(α) exp

{

(b+ λ1)

∫
du3

U2(C1, u3)

}

· exp
{

−
∫

(b+ u3)du3
U2(C1, u3)

}

;

ρ4(z3;α, β1, β2) = exp

{

(b+ λ1)

∫
du3

U2(C1, u3)

}

·Θ4(β1, β2).
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Для полной интегрируемости системы (19)—(21) можно использовать или четыре первых инте-
грала, или четыре независимых дифференциальных формы, или какую-то комбинацию (только
независимых элементов) из интегралов и форм общим количеством четыре (ср. с [33, 36, 40]).
О строении первых интегралов для рассматриваемых систем с диссипацией см. также [23, 27,

57]. Заметим лишь, что для систем с диссипацией трансцендентность функций (в смысле ком-
плексного анализа — наличия существенно особых точек после продолжения функций) как тен-
зорных инвариантов наследуется из нахождения в системе притягивающих или отталкивающих
предельных множеств [10, 24, 29, 30].
В заключение можно сослаться на многочисленные приложения [23,28,42,43], касающиеся ин-

тегрирования систем с диссипацией, на касательном расслоении к трехмерной сфере, а также
более общих систем на расслоении трехмерных поверхностей вращения и пространства Лобачев-
ского (см. также [21–23]).
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