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Аннотация. Рассматривается нелинейное операторное уравнение с векторным параметром, для
которого не выполняется теорема о неявном операторе, поскольку оператор в главной части урав-
нения не является непрерывно обратимым в заданной точке. Доказана теорема, которая дает до-
статочные условия существования и позволяет строить малое непрерывное решение в некоторой
области.
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Abstract. In this paper, we examine a nonlinear operator equation with vector parameter, which does
not satisfy the implicit operator theorem since the operator in the principal term is not continuously
invertible at a given point. We prove a sufficient conditions of existing small continuous solution and
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Пусть X, Y — банаховы пространства, Λ—линейное нормированное пространство. Рассматри-
вается нелинейное операторное уравнение

F (x, λ) = 0, (1)

где F : X × Λ → Y .
Оператор F является непрерывным в окрестности нуля по x и λ. Имеет место равенство

F (0, 0) = 0. Изучим вопрос о существовании таких малых непрерывных решений уравнения (1),
что x(0) = 0, а также о способе их построения.

Определение 1. Будем говорить, что открытое множество S ⊂ Λ есть секториальная окрест-
ность точки 0 ∈ Λ, если 0 ∈ ∂S, где ∂S — граница множества S.
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Предположим, что оператор F (x, λ) имеет производную Фреше по первому аргументу, непре-
рывную по x и λ в окрестности нуля, и пусть выполнена оценка:

‖F−1
x (0, λ)‖ = O

(
1

a(λ)

)
∀λ ∈ S, (2)

где a(λ)—непрерывный функционал, a(λ) : S → R+; a(0) = 0, т.е.

lim
S�λ→0

a(λ) = 0;

S — секториальная окрестность нуля.
Приведем для уравнения (1) достаточные условия существования в секториальной окрестности

нуля S малого решения x(λ), а также предложим способ построения этого решения.
Заметим, что стандартная теорема о неявном операторе в данном случае не применима, так

как оператор Fx(0, 0) не является непрерывно обратимым в силу оценки (2) и равенства a(0) = 0.
В [6] были выделены классы уравнений вида (1), которые при выполнении оценки вида (2)

приводятся к эквивалентным уравнениям, имеющим единственное малое решение, существование
которого можно доказать при помощи принципа сжимающих отображений. Асимптотику таких
решений можно построить с помощью метода последовательных приближений. Ряд результатов,
продолжающих это исследование, представлен в работах [1–5].

Пусть r—положительное число и S — секториальная окрестность нуля. Введем множество

Ω = {(x, λ) ∈ X × Λ, | ‖x‖ � a(λ)r, λ ∈ S}.
Определение 2. Если найдутся такие числа r0 ∈ (0, r] и ε > 0, что из всех малых решений

уравнения (1), определенных в области Ω, только одно решение x∗(λ) попадает в область

Ω0 = {(x, λ) ∈ X × Λ | ‖x‖ � a(λ)r0, λ ∈ S, 0 < ‖λ‖ < ε},
то решение x∗(λ) будем называть минимальным решением уравнения (1) в области S, непрерыв-
ным в точке λ = 0 (далее кратко «минимальной непрерывной ветвью»).

Заметим, что если уравнение (1) при всех λ ∈ S имеет решение x(λ) = 0, то минимальной
непрерывной ветвью будет нулевое решение. Данное определение подразумевает либо единствен-
ность решения, которое мы называем минимальной непрерывной ветвью, либо отсутствие такого
решения вовсе.

Ниже для уравнения (1) приведена теорема, условия которой являются достаточными для
существования минимальной непрерывной ветви в секториальной окрестности нуля S0 ⊆ S ⊂ Λ.

Теорема 1. Пусть в области Ω выполнены следующие условия:
(i) оператор F (x, λ) непрерывен по x и λ и имеет частную производную Фреше Fx(x, λ),

непрерывную по x и λ;
(ii) F (0, 0) = 0; оператор Fx(0, λ) непрерывно обратим при всех λ ∈ S на всем пространстве

Y , причем при S 	 λ → 0 имеет место оценка (2);
(iii) найдется некоторая константа L > 0, что для каждого λ ∈ S справедливо неравенство

|Fx(x, λ) − Fx(0, λ)‖ � L‖x‖;
(iv) при S 	 λ → 0 имеет место оценка

‖F (0, λ)‖ = o(a2(λ)).

Тогда найдутся такие число r0 ∈ (0, r] и секториальная окрестность нуля S0 ⊆ S такие, что
для каждого λ ∈ S0 уравнение (1) имеет в шаре ‖x‖ � a(λ)r0 минимальную непрерывную ветвь
x(λ) → 0 при S0 	 λ → 0, которую можно построить методом последовательных приближе-
ний.

Доказательство. Уравнение (1) рассматривается в области Ω, как указано выше, и S — сектори-
альная окрестность нуля. Перепишем уравнение (1) в эквивалентной форме

x = x− F−1
x (0, λ)F (x, λ),
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которая справедлива для всех λ ∈ S в силу оценки (2). В полученном уравнении сделаем замену
x = a(λ)V , где a(λ)—функционал из (2). Получим

a(λ)V = a(λ)V − F−1
x (0, λ)F (a(λ)V, λ).

Поскольку a(λ) 
= 0 при всех λ ∈ S, получаем

V = V − 1

a(λ)
F−1
x (0, λ)F (a(λ)V, λ).

Обозначив правую часть последнего равенства через Φ(V, λ), имеем

V = Φ(V, λ). (3)

Покажем, что существуют такие секториальная окрестность нуля S0 ⊆ S и число 0 < r0 � r, что
для всех λ ∈ S0 в шаре ‖V ‖ � r0 к уравнению (3) применим принцип сжимающих отображений.

Для этого сначала покажем, что существует такое число 0 < r0 � r, что для всех λ ∈ S
оператор Φ(V, λ) является сжатием в шаре ‖V ‖ � r0. Действительно, учитывая вид оператора
Φ(V, λ), имеем:

‖Φ(V1, λ)− Φ(V2, λ)‖ =

∥∥∥∥V1 − 1

a(λ)
F−1
x (0, λ)F (a(λ)V1, λ)− V2 +

1

a(λ)
F−1
x (0, λ)F (a(λ)V2, λ)

∥∥∥∥.
В полученном выражении перегруппируем слагаемые и вынесем оператор F−1

x (0, λ) за скобку:∥∥∥∥(V1 − V2)− 1

a(λ)
F−1
x (0, λ)

[
F (a(λ)V1, λ)− F (a(λ)V2, λ)

]∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥F−1
x (0, λ) ×

[
Fx(0, λ)(V1 − V2)− 1

a(λ)
(F (a(λ)V1, λ)− F (a(λ)V2, λ))

]∥∥∥∥.
Оценим норму произведения:∥∥∥∥F−1

x (0, λ) ×
[
Fx(0, λ)(V1 − V2)− 1

a(λ)

(
F (a(λ)V1, λ)− F (a(λ)V2, λ)

)]∥∥∥∥ �

� ‖F−1
x (0, λ)‖ ×

∥∥∥∥Fx(0, λ)(V1 − V2)− 1

a(λ)

(
F (a(λ)V1, λ)− F (a(λ)V2, λ)

)∥∥∥∥.
В последнем выражении воспользуемся формулой конечных приращений Лагранжа, которая име-
ет вид

F (a(λ)V1, λ)− F (a(λ)V2, λ) =

1∫
0

Fx

(
a(λ)(V2 +Θ(V1 − V2)), λ

)
dΘ

(
a(λ)V1 − a(λ)V2

)
.

Тогда, продолжая оценку, имеем:

‖F−1
x (0, λ)‖ ×

∥∥∥∥Fx(0, λ)(V1 − V2)− 1

a(λ)

(
F (a(λ)V1, λ)− F (a(λ)V2, λ)

)∥∥∥∥ �

� ‖F−1
x (0, λ)‖×

∥∥∥∥∥∥Fx(0, λ)(V1 − V2)− 1

a(λ)

1∫
0

Fx

(
a(λ)(V2 +Θ(V1 − V2)), λ

)
dΘ

(
a(λ)V1 − a(λ)V2

)∥∥∥∥∥∥ .
Сокращая на a(λ) в числителе и знаменателе, получаем:

‖F−1
x (0, λ)‖ ×

∥∥∥∥∥∥Fx(0, λ)(V1 − V2)− 1

a(λ)

1∫
0

Fx

(
a(λ)(V2 +Θ(V1 − V2)), λ

)
dΘ

(
a(λ)V1 − a(λ)V2

)
∥∥∥∥∥∥ =

= ‖F−1
x (0, λ)‖ ×

∥∥∥∥∥∥Fx(0, λ)(V1 − V2)−
1∫

0

Fx

(
a(λ)(V2 +Θ(V1 − V2)), λ

)
dΘ(V1 − V2)

∥∥∥∥∥∥ .
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Вынесем V1 − V2 за скобку:

‖F−1
x (0, λ)‖ ×

∥∥∥∥∥∥Fx(0, λ)(V1 − V2)−
1∫

0

Fx

(
a(λ)(V2 +Θ(V1 − V2)), λ

)
dΘ(V1 − V2)

∥∥∥∥∥∥ =

= ‖F−1
x (0, λ)‖ ×

∥∥∥∥∥∥
⎡
⎣Fx(0, λ) −

1∫
0

Fx

(
a(λ)(V2 +Θ(V1 − V2)), λ

)
dΘ

⎤
⎦ (V1 − V2)

∥∥∥∥∥∥ .
Внесём Fx(0, λ) под знак интеграла, так как он не зависит от Θ:

‖F−1
x (0, λ)‖ ×

∥∥∥∥∥∥
⎡
⎣Fx(0, λ) −

1∫
0

Fx

(
a(λ)(V2 +Θ(V1 − V2)), λ

)
dΘ

⎤
⎦ (V1 − V2)

∥∥∥∥∥∥ =

=
∥∥F−1

x (0, λ)
∥∥ ×

∥∥∥∥∥∥
1∫

0

[
Fx(0, λ) − Fx

(
a(λ)(V2 +Θ(V1 − V2)), λ

)]
dΘ(V1 − V2)

∥∥∥∥∥∥ .
Далее применим оценку нормы произведения и оценку нормы интеграла. Получим:

‖F−1
x (0, λ)‖ ×

∥∥∥∥∥∥
1∫

0

[
Fx(0, λ) − Fx

(
a(λ)(V2 +Θ(V1 − V2)), λ

)]
dΘ(V1 − V2)

∥∥∥∥∥∥ �

� ‖F−1
x (0, λ)‖ ×

1∫
0

∥∥∥Fx(0, λ)− Fx

(
a(λ)(V2 +Θ(V1 − V2)), λ

)∥∥∥ dΘ‖V1 − V2‖.

Согласно условию (iii) доказываемой теоремы имеем:

‖F−1
x (0, λ)‖ ×

1∫
0

∥∥∥Fx(0, λ) − Fx

(
a(λ)(V2 +Θ(V1 − V2)), λ

)∥∥∥ dΘ‖V1 − V2‖ �

� ‖F−1
x (0, λ)‖ ×

1∫
0

L
∥∥∥a(λ)(V2 +Θ(V1 − V2)

)∥∥∥dΘ‖V1 − V2‖.

Вынесем L и a(λ) из под знака интеграла, а под знаком интеграла применим неравенство тре-
угольника для норм:

‖F−1
x (0, λ)‖ ×

1∫
0

L
∥∥∥a(λ)(V2 +Θ(V1 − V2)

)∥∥∥dΘ‖V1 − V2‖ �

� ‖F−1
x (0, λ)‖ × La(λ)

1∫
0

(
‖V2‖+Θ

(‖V1‖+ ‖V2‖
))

dΘ‖V1 − V2‖.

Дальнейшую оценку будем производить в шаре ‖V ‖ � r0, где 0 < r0 � r:

‖F−1
x (0, λ)‖ × La(λ)

1∫
0

(
‖V2‖+Θ

(‖V1‖+ ‖V2‖
))

dΘ‖V1 − V2‖ �

� ‖F−1
x (0, λ)‖ × La(λ)r0

1∫
0

(1 + 2Θ)dΘ‖V1 − V2‖.
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После вычисления интеграла получим:

‖F−1
x (0, λ)‖ × La(λ)r0

1∫
0

(1 + 2Θ)dΘ‖V1 − V2‖ = a(λ)‖F−1
x (0, λ)‖ × 2Lr0‖V1 − V2‖.

Согласно условию (ii) доказываемой теоремы неравенство

a(λ)‖F−1
x (0, λ)‖ � C

имеет место при всех λ ∈ S, где C —константа. Пусть q —число из интервала (0, 1). Выберем r0
так, чтобы r0 = min{r, q/(2CL)}. Тогда оператор Φ(V, λ) будет сжатием с коэффициентом сжатия
q в шаре ‖V ‖ � r0 для всех λ ∈ S.

Теперь покажем, что существует секториальная окрестность нуля S0 ⊆ S такая, что для всех
λ ∈ S0 и значениях V из шара ‖V ‖ � r0 значения оператора Φ(V, λ) удовлетворяют оценке
‖Φ(V, λ)‖ � r0, т.е. отображают замкнутый шар Sr0(0) в себя. Действительно,

‖Φ(V, λ)‖ =
∥∥∥Φ(V, λ)− Φ(0, λ) + Φ(0, λ)

∥∥∥ �
∥∥∥Φ(V, λ)− Φ(0, λ)

∥∥∥ + ‖Φ(0, λ)‖.

Здесь мы добавили и вычли Φ(0, λ) и применили неравенство треугольника для норм. Далее,
учитывая сжимаемость оператора Φ(V, λ) в шаре ‖V ‖ � r0 при всех λ ∈ S, имеем:∥∥∥Φ(V, λ)− Φ(0, λ)

∥∥∥ + ‖Φ(0, λ)‖ � q‖V ‖+ ‖Φ(0, λ)‖ � qr0 + ‖Φ(0, λ)‖.

Выпишем оператор Φ(0, λ) и применим оценку нормы произведения:

qr0 + ‖Φ(0, λ)‖ = qr0 +
1

a(λ)
‖F−1

x (0, λ)F (0, λ)‖ � qr0 +
‖F−1

x (0, λ)‖
a(λ)

‖F (0, λ)‖.

В силу условий (ii) и (iv) доказываемой теоремы второе слагаемое в последнем выражении яв-
ляется сколь угодно малой величиной при S 	 λ → 0. Поэтому существует такая секториальная
окрестность нуля S0 ⊆ S, что для всех λ ∈ S0

‖F−1
x (0, λ)‖
a(λ)

‖F (0, λ)‖ � (1− q)r0,

откуда и получаем, что для всех λ ∈ S0 в шаре ‖V ‖ � r0 выполняется неравенство ‖Φ(V, λ)‖ � r0.
Тогда на основании принципа сжимающих отображений уравнение (3) для всех λ ∈ S0 в шаре

‖V ‖ � r0 имеет единственное малое решение, которое можно строить методом последовательных
приближений по формуле

Vn = Φ(Vn−1, λ), (4)

сходящимся при любом начальном приближении V0 из шара ‖V0‖ � r0, в том числе при V0 = 0.
Тогда искомое решение уравнения (3)

V∗ = lim
n→∞Vn,

а x∗ = a(λ)V∗ будет малым решением уравнения (1). Следует отметить, что уравнение (1) кроме
x∗ может иметь и другие малые решения. �

Пример 1. Покажем, что уравнение

F (x, λ) ≡
1∫

0

tsx(s)ds+ λx(t)−
1∫

0

x3(s)ds − f(t, λ) = 0,

где x(t) ∈ C[0,1], f(t, λ) = m(t)λn, m(t) ∈ C[0,1], n > 2, S —проколотая окрестность нуля, имеет
непрерывное при t ∈ [0, 1] решение xλ(t) → 0 при S 	 λ → 0.
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Решение. Дифференциал Фреше имеет вид

Fx(x, λ)h =

1∫
0

tsh(s)ds+ λh(t)− 3

1∫
0

x2(s)h(s)ds.

Согласно условиям теорем, оценка на норму оператора F−1
x (0, λ) должна удовлетворять усло-

вию (2). Найдем F−1
x (0, λ). Для этого разрешим уравнение

1∫
0

tsh(s)ds + λh(t) = f(t) (5)

относительно h(t), где
1∫

0

ts[·]ds+ λ[·] ≡ Fx(0, λ).

Вынесем множитель t за знак интеграла и введем обозначение
1∫

0

s · h(s)ds = C1. (6)

Тогда из (5) получим:

h(t) =
1

λ
(f(t)− tC1).

Подставляя полученное выражение для h(t) в равенство (6), получим алгебраическое уравнение
относительно C1, после разрешения которого получим

C1 =
3

3λ+ 1

1∫
0

sf(s)ds.

Тогда оператор F−1
x (0, λ) имеет вид

F−1
x (0, λ)f =

f(t)

λ
− 3t

(3λ+ 1)λ

1∫
0

sf(s)ds.

Следовательно, оценка (2) выполняется:

‖F−1
x (0, λ)‖ = O

(
1

|λ|
)

при λ → 0, λ 
= 0.

Теперь проверим, что выполнены остальные условия теоремы 1.
(i) Оператор F (x, λ) является непрерывным по x и λ в некоторой окрестности нуля ‖x‖ � r,

|λ| < ρ. Производная Фреше Fx(x, λ) тоже непрерывна по x и λ в некоторой окрестности
нуля ‖x‖ � r, |λ| < ρ.

(ii) Оператор Fx(0, λ) непрерывно обратим в некоторой проколотой окрестности нуля, и имеет
место оценка (2).

(iii) Из оценки

‖Fx(x, λ)h − Fx(0, λ)h‖ =

∥∥∥∥∥∥3
1∫

0

x2(s)h(s)ds

∥∥∥∥∥∥ � 3r‖x‖‖h‖,

где ‖x‖ � r, следует, что

‖Fx(x, λ)− Fx(0, λ)‖ � 3r‖x‖.
(iv) ‖F (0, λ)‖ = ‖f(t, λ)‖ = ‖m(t)λn‖ = ‖m(t)‖|λ|n, где n > 2.
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Следовательно, выполнены все условия теоремы 1. Поэтому можно утверждать, что данное урав-
нение имеет решение x(λ) → 0 при λ → 0 в некоторой проколотой окрестности нуля 0 < |λ| < r0.
Это решение будет иметь вид x = λV , где V (λ) строится методом последовательных приближений
при начальном приближении V0 = 0. �
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