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Аннотация. В работе рассматриваются задачи, в которых используются одновременно два ти-
па управляющего воздействия: распределенное и стартовое. Основные результаты касаются раз-
решимости класса задач оптимального управления для систем, состояние которых описыва-
ется уравнением в банаховом пространстве, разрешенным относительно дробной производной
Герасимова—Капуто, нелинейным по младшим дробным производным. Рассматриваются выпук-
лые полунепрерывные снизу, коэрцитивные функционалы, компромиссные или не зависящие от
управления. Абстрактные результаты продемонстрированы на примере задачи управления для
дробной модели метастабильных состояний в полупроводниках.

Ключевые слова: оптимальное управление, смешанное управление, уравнение дробного поряд-
ка, производная Герасимова—Капуто, нелинейное эволюционное уравнение.
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Abstract. In this work, we consider problems in which two types of controls (distributed and starting
control functions) are used simultaneously. The main results concern the solvability of a class of optimal
control problems for systems whose states are described by equations in Banach spaces that are resolved
with respect to the Gerasimov–Caputo fractional derivative and nonlinear in the lowest fractional
derivatives. We consider convex lower semicontinuous, coercive functionals, which are compromise or
control-independent. Abstract results are demonstrated by an example of a control problem for a
fractional model of metastable states in semiconductors.
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1. Введение. Поиски новых возможностей моделирования сложных процессов привели к раз-
витию дробного интегро-дифференциального исчисления [1, 9, 10, 18, 20]. Различные задачи для
систем, описываемых дробными дифференциальными уравнениями, вызывают все больший ин-
терес исследователей [11–13,17,19,27]. В данной работе мы рассмотрим задачу смешанного управ-
ления в банаховых пространствах U , X , Y для эволюционного уравнения дробного порядка

Dα
t z(t) = Az(t) + F (t, z(t), z(1)(t), . . . , z(r)(t)) +Bu(t), t ∈ (t0, T ), (1)

z(k)(t0) = vk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (2)
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(u, v0, v1, . . . , vm−1) ∈ U∂ , (3)
J(z, u, v0, v1, . . . , vm−1) → inf . (4)

Здесь m − 1 < α � m ∈ N, Dα
t —дробная производная Герасимова—Капуто, A ∈ L(X ) (т.е.

линейный и непрерывный оператор из X в X ), r ∈ {0, 1, . . . ,m − 1}, B ∈ L(U ;X ) (линейный
и непрерывный оператор из U в X ), F : (t0, T )×Zm−1 → Z —нелинейный оператор, U∂ —непустое
выпуклое и замкнутое множество допустимых управлений в некотором пространстве управлений,
J —функционал качества.
Управление в задаче (1)—(4) состоит из набора функций (u, v0, v1, . . . , vm−1), в котором u пред-

ставляет распределенное управление, а v = (v0, v1, . . . , vm−1)— стартовое. Внимание авторов со-
средоточено на выводе условий разрешимости задачи (1)—(4).
Ранее авторами рассматривались задачи смешанного управления для уравнений целого поряд-

ка [7,8,15,23]. Для эволюционных уравнений дробного порядка в работах М. В. Плехановой иссле-
довались задачи с управлением одного типа, стартовым [2] или распределённым [4,5,21,22,24–26].
Доказательства в данной работе опираются на схему исследования А. В. Фурсикова [14], при

которой решение находится среди наборов, состоящих из функции состояния и функций старто-
вого управления. Проверяется выполнение условия непустоты множества допустимых наборов,
непрерывность в выбранных функциональных пространствах операторов, задающих уравнение
состояния, так называемое условие компактности и коэрцитивность выпуклого, ограниченного
снизу и полунепрерывного снизу функционала качества. Для непустоты множества допустимых
наборов используются условия существования сильного решения задачи Коши (1), (2), получен-
ные в работе [21]. Нелинейный оператор должен удовлетворять условию равномерной липшице-
вости. В случае, когда нелинейный оператор не обладает таким свойством, но при этом является
локально липшицевым по фазовым переменным, также удается установить разрешимость задачи
управления при условии существования хотя бы одного допустимого набора «состояние-управ-
ление». Именно в подобном ключе рассмотрена задача управления для дробной модели метаста-
бильных состояний в полупроводниках, для установления разрешимости которой использованы
полученные абстрактные результаты.

2. Сильное решение для полулинейного дробного уравнения. Примем следующие обо-
значения: gδ(t) := Γ(δ)−1tδ−1 для δ > 0, t > 0, g̃δ(t) := Γ(δ)−1(t− t0)

δ−1,

Jδ
t h(t) :=

t∫

t0

gδ(t− s)h(s)ds

для t > t0. Пусть m − 1 < α � m ∈ N, Dm
t — обычная производная порядка m ∈ N, J0

t —
тождественный оператор. Производная Герасимова—Капуто функции h определена следующим
образом (см. [16, с. 11]):

Dα
t h(t) = Dm

t Jm−α
t

(
h(t)−

m−1∑
k=0

h(k)(t0)g̃k+1(t)

)
, t � t0.

Результаты этого параграфа, приведенные ниже, получены в работе [5].
Пусть Z — банахово пространство, A ∈ L(Z). Для нелинейного уравнения

Dα
t z(t) = Az(t) + F (t, z(t), z(1)(t), . . . , z(m−1)(t)) (5)

рассмотрим задачу Коши

z(k)(t0) = zk, k = 0, 1, . . . ,m− 1. (6)

Здесь нелинейный оператор F : (t0, T )×Zm → Z предполагается каратеодориевым, т.е. для всех
z0, z1, . . . , zm−1 ∈ Z он задает измеримое отображение на (t0, T ) и для почти всех t ∈ (t0, T )
является непрерывным по z0, z1, . . . , zm−1 ∈ Z.
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Зафиксируем некоторое q > 1. Сильным решением задачи (5), (6) на интервале (t0, T ) называ-
ется функция z ∈ Cm−1([t0, T ];Z), для которой

Jm−α
t

(
z −

m−1∑
k=0

z(k)(t0)g̃k+1

)
∈ Wm

q (t0, T ;Z),

выполняются условия (6) и почти всюду на (t0, T ) выполняется равенство (5).
Далее черта над символом будет означать, что речь идет о наборе m элементов с индексами от

нуля до m−1, например, z = (z0, z1, . . . , zm−1). Отображение F : (t0, T )×Zm → Z будем называть
равномерно липшицевым по y, если существует такое l > 0, что при почти всех t ∈ (t0, T ), всех
y, z из Zm выполняется неравентво

‖F (t, y)− F (t, z)‖Z � l
m−1∑
k=0

‖yk − zk‖Z .

Теорема 1. Пусть q > (α − m + 1)−1, A ∈ L(Z), отображение F : (t0, T ) × Zm → Z кара-
теодориево, равномерно липшицево по y, при некотором v ∈ Zm F (·, v) ∈ Lq(t0, T ;Z). Тогда при
любых z0, z1, . . . , zm−1 ∈ Z задача (5), (6) имеет единственное сильное решение на (t0, T ).

3. Смешанное управление для полулинейного невырожденного уравнения дробного
порядка. Пусть Z, Z1 —рефлексивные банаховы пространства, Z компактно вложено в Z1, U —
банахово пространство, A ∈ L(Z), B ∈ L(U ;Z), F : (t0, T ) × Zm−1 → Z. Введём в рассмотрение
пространство управлений U = Lq(t0, T ;U)×Zm с нормой

‖(u, v)‖2U = ‖u‖2Lq(t0,T ;U) + ‖v‖2Zm .

Рассмотрим задачу смешанного управления

Dα
t z(t) = Az(t) + F (t, z(t), z(1)(t), . . . , z(r)(t)) +Bu(t), t ∈ (t0, T ), (7)

z(k)(t0) = vk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (8)
(u, v) = (u, v0, v1, . . . , vm−1) ∈ U∂ , (9)

J(z, u, v̄) = J(z, u, v0, v1, . . . , vm−1) → inf, (10)

где U∂ —множество допустимых управлений, U∂ ⊂ U, J —некоторый функционал качества, m ∈
N, m− 1 < α � m, r ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}.

Лемма 1 (см. [24]). Пусть X0, X1 — рефлексивные банаховы пространства, X — банахово про-
странство, X0 компактно вложено в X , которое непрерывно вложено в X1, q, q1 ∈ (1,+∞).
Тогда при m ∈ N пространство

Wm
q,q1(t0, T ;X0,X1) ≡

{
z ∈ Wm−1

q (t0, T ;X0) : z
(m) ∈ Lq1(t0, T ;X1)

}

с нормой
‖x‖Wm

q,q1
(t0,T ;X0,X1) = ‖x‖Wm−1

q (t0,T ;X0)
+ ‖x(m)‖Lq1 (t0,T ;X1)

является банаховым пространством, непрерывно вложенным в C([t0, T ];X1) и компактно вло-
женным в Wm−1

q (t0, T ;X ).

Следствие 1 (см. [24]). Пусть X0, X1 —рефлексивные банаховы пространства, X0 компакт-
но вложено в X1, q ∈ (1,+∞). Тогда при m ∈ N Wm

q (t0, T ;X0) компактно вложено
в Wm−1

q (t0, T ;X1).

Решения задачи (7), (8) будем искать в пространстве

Qα,q(t0, T ;Z) :=

{
z ∈ Cm−1([t0, T ];Z) : Jm−α

t

(
z −

m−1∑
k=0

z(k)(t0)g̃k+1

)
∈ Wm

q (t0, T ;Z)

}
.

Лемма 2 (см. [21]). Qα,q(t0, T ;Z) является банаховым пространством с нормой

‖z‖Qα,q(t0,T ;Z) = ‖z‖Cm−1([t0,T ];Z) + ‖Dα
t z‖Lq(t0,T ;Z).
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Введем в рассмотрение непрерывный оператор γ0 : C([t0, T ];Z) → Z, γ0x = x(t0). Естественно,
он является непрерывным и на пространстве Qα,q(t0, T ;Z), т.е. γ0 ∈ L(Qα,q(t0, T ;Z);Z).
Множество наборов (z, u, v̄) = (z, u, v0, v1, . . . , vm−1) будем называть множеством допустимых

наборов W задачи (7)—(10), если z ∈ Qα,q(t0, T ;Z)— сильное решение задачи (7), (8) с (u, v̄) ∈
U∂ и J(z, u, v̄) < ∞. Решением задачи (7)—(10) называется набор (ẑ, û, v̂0, v̂1, . . . , v̂m−1) ∈ W,
минимизирующий функционал качества:

J(ẑ, û, v̄) = inf
(z,u,v̄)∈W

J(z, u, v̄).

Теорема 2. Пусть α > 1, q > (α−m+1)−1, r = m− 2, отображение F : (t0, T )×Zm−1
1 → Z1

каратеодориево, равномерно липшицево по z ∈ Zm−1
1 , F : (t0, T )×Zm−1 → Z каратеодориево, рав-

номерно липшицево по z ∈ Zm−1, при некотором y ∈ Zm−1 выполняется F (·, y) ∈ Lq(t0, T ;Z).
Предположим, что U∂ —непустое выпуклое замкнутое подмножество в U = Lq(t0, T ;U)×Zm,
пространство Qα,q(t0, T ;Z) непрерывно вложено в банахово пространство Y, которое, в свою
очередь, непрерывно вложено в Wm−2

q (t0, T ;Z1), функционал качества J выпуклый, ограничен-
ный снизу и полунепрерывный снизу на множестве Y × Lq(t0, T ;U) × Zm, коэрцитивный на
Qα,q(t0, T ;Z) × Lq(t0, T ;U) × Zm. Тогда задача (7)—(10) имеет решение (ẑ, û, v̂0, v̂1, . . . , v̂m−1) ∈
Qα,q(t0, T ;Z)× U∂ .

Доказательство. С учётом условий на отображение F : (t0, T ) × Zm−1 → Z по теоремe 1 мно-
жество допустимых наборов W непусто, поскольку задача (7), (8) разрешима при любом допу-
стимом управлении (u, v0, v1, . . . , vm−1) ∈ U∂ . Используем [14, c. 17, теорема 2.4] для абстрактной
задачи управления с нелинейным уравнением состояния для доказательства существования оп-
тимального управления. Определим пространства Y1 = Qα,q(t0, T ;Z), U = Lq(t0, T ;U) × Zm,
V = Lq(t0, T ;Z1)×Zm и операторы

L(z, u, v̄) =
(
Dα

t z −Az −Bu, γ0z − v0, γ0z
(1) − v1, . . . , γ0z

(m−1) − vm−1

)
,

F(z(·)) = −
(
F (·, z(·), z(1)(·), . . . , z(m−2)(·)), 0, 0, . . . , 0

)
,

задающие уравнение состояния для задачи управления в виде L(z, u, v̄)+F(z) = 0. Непрерывность
оператора L : Y1 × U → V следует из неравенств∥∥∥(Dα

t z −Az −Bu, γ0z − v0, γ0z
(1) − v1, . . . , γ0z

(m−1) − vm−1)
∥∥∥
Lq(t0,T ;Z)×Zm

�

� C1

(‖z‖Qα,q(t0,T ;Z) + ‖u‖Lq(t0,T ;U) + ‖v̄‖Zm

)
� C1‖(z, u, v̄)‖Qα,q(t0,T ;Z)×U.

Из соотношения ‖zn − z‖Qα,q(t0,T ;Z) → 0 при n → ∞ и равномерной липшицевости оператора F
получим∥∥∥F (·, zn(·), z(1)n (·), . . . , z(m−2)

n (·)) − F
(·, z(·), z(1)(·), . . . , z(m−2)(·))

∥∥∥
Lq(t0,T ;Z1)

�

� C1

m−2∑
k=0

‖z(k)n − z(k)‖C([t0,T ];Z1) � C2

m−2∑
k=0

‖z(k)n − z(k)‖C([t0,T ];Z) → 0;

следовательно, оператор F : Qα,q(t0, T ;Z) → V непрерывен.
ВзявY−1 = Wm−2

q (t0, T ;Z1), проверим остальные условия теоремы 2.4 [14, c. 17]. Пространство
Qα,q(t0, T ;Z) непрерывно вложено в Wm−1

q (t0, T ;Z) и поэтому в силу следствия 1 компактно
вложено в Wm−2

q (t0, T ;Z1). Для v∗ ∈ (Lq(t0, T ;Z1))
∗ в силу равномерной липшицевости F

∣∣∣v∗
(
F
(
·, zn(·), z(1)n (·), . . . , z(m−2)

n (·)
)
, 0, 0, . . . , 0

)
− F

(
·, z(·), z(1)(·), . . . , z(m−2)(·)

)
, 0, 0, . . . , 0

)∣∣∣ �
� C1‖v∗‖(Lq(t0,T ;Z1))∗

∥∥∥F
(
·, zn(·), z(1)n (·), . . . , z(m−2)

n (·)
)
− F

(
·, z(·), z(1)(·), . . . , z(m−2)(·)

)∥∥∥
Lq(t0,T ;Z1)

�

� C2‖v∗‖(Lq(t0,T ;Z1))∗‖zn − z‖Wm−2
q (t0,T ;Z1)

.
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Это позволяет сделать вывод о непрерывной продолжимости функционала w(·) = v∗(F(·)) из
Qα,q(t0, T ;Z) на Y−1. �
Для задачи без учета затрат на управление, т.е. с функционалом

J0(z) → inf (11)

аналогичный результат получаеся при добавлении требования ограниченности множества допу-
стимых управлений U∂ , которое позволяет получить коэрцитивность J0 как функционала от z,
u, v̄.

Теорема 3. Пусть α > 1, q > (α−m+1)−1, r = m− 2, отображение F : (t0, T )×Zm−1
1 → Z1

каратеодориево, равномерно липшицево по z ∈ Zm−1
1 , F : (t0, T )×Zm−1 → Z каратеодориево, рав-

номерно липшицево по z ∈ Zm−1, при некотором y ∈ Zm−1 выполняется F (·, y) ∈ Lq(t0, T ;Z).
Предположим, что U∂ —непустое выпуклое замкнутое ограниченное подмножество в U =
Lq(t0, T ;U) × Zm, пространство Qα,q(t0, T ;Z) непрерывно вложено в банахово пространство
Y, которое, в свою очередь, непрерывно вложено в Wm−2

q (t0, T ;Z1), функционал J0 выпуклый,
ограниченный снизу и полунепрерывный снизу на множестве Y, коэрцитивный на Qα,q(t0, T ;Z).
Тогда задача (7)—(9), (11) имеет решение (ẑ, û, v̂0, v̂1, . . . , v̂m−1) ∈ Qα,q(t0, T ;Z) × U∂.

Рассмотрим задачу минимизации функционала

J(z, u, v̄) = ‖z − zd‖q1Cm−1([t0,T ];Z)
+ δ‖u − ud‖q2Lq(t0,T ;U) + δ

m−1∑
k=0

‖vk − vdk‖q3Z → inf (12)

при заданных q1, q2, q3 � 1, zd ∈ Cm−1([t0, T ];Z), ud ∈ Lq(t0, T ;U), vdk ∈ Z, k = 0, 1, . . . ,m − 1,
δ � 0.

Следствие 2. Пусть α > 1, q > (α−m+1)−1, r = m−2, отображение F : (t0, T )×Zm−1
1 → Z1

каратеодориево, равномерно липшицево по z ∈ Zm−1
1 , F : (t0, T )×Zm−1 → Z каратеодориево, рав-

номерно липшицево по z ∈ Zm−1, при некотором y ∈ Zm−1 выполняется F (·, y) ∈ Lq(t0, T ;Z).
Предположим, что U∂ —непустое выпуклое замкнутое подмножество пространства U =
Lq(t0, T ;U)×Zm. Тогда при δ > 0 существует решение (ẑ, û, v̂0, v̂1, . . . , v̂m−1) ∈ Qα,q(t0, T ;Z)×U∂

задачи (7)—(9), (12). Для δ = 0 утверждение справедливо при дополнительном условии ограни-
ченности U∂.

Доказательство. Возьмем Y = Cm−1([t0, T ];Z) и при δ > 0 получим требуемое по теореме 2,
а при δ = 0—по теореме 3, если докажем коэрцитивность функционала. Имеем при J(z, u, v̄) � R
для некоторого p > 0

‖z‖Qα,q(t0,T ;Z) + ‖u‖Lq(t0,T ;U) + ‖v̄‖Zm � ‖Dα
t z‖Lq(t0,T ;Z) + C1J

p(z, u, v̄) + C2 �
� ‖A‖L(Z)‖z‖Lq(t0,T ;Z) + ‖F (·, z(·), z(1)(·), . . . , z(m−2)(·)) − F (·, 0̄)‖Lq(t0,T ;Z)+

+ ‖F (·, 0̄)‖Lq(t0,T ;Z) + C1J
p(z, u, v̄) + C2 �

� ‖A‖L(Z)‖z‖Lq(t0,T ;Z) + l‖z‖Wm−2
q (t0,T ;Z) + ‖F (·, 0̄)‖Lq(t0,T ;Z) +C1J

p(z, u, v̄) + C2 �
� C3J

p(z, u, v̄) + C4 � C3R
p + C4.

При δ = 0 здесь используется ограниченность множества U∂ . �
Аналогичный результат для задачи управления с функционалом

J(z, u, v) = ‖z−zd‖q1Cm−1([t0,T ];Z)
+‖Dα

t z−Dα
t zd‖q1Lq(t0,T ;Z)+δ‖u−ud‖q2Lq(t0,T ;U)+δ

m−1∑
k=0

‖vk−vdk‖q3Z → inf

нетрудно получить, взяв Y = Qα,q(t0, T ;Z). Коэрцитивность в этом случае получается сразу.
В приложениях условие равномерной липшицевости оператора F часто является слишком

сильным. Но доказываемая с помощью этого условия непустота множества W в некоторых слу-
чаях очевидна. Рассмотрим задачу оптимального управления в такой ситуации.



СМЕШАННОЕ УПРАВЛЕНИЕ ДЛЯ ПОЛУЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 69

Назовем отображение F : [t0, T ] × Zm
1 → Z1 локально липшицевым по z ∈ Z1 равномерно по

t ∈ [t0, T ], если для любого z ∈ Zm
1 существуют δ, l > 0, такие, что при всех y ∈ Zm

1 , для которых
m−1∑
k=0

‖yk − zk‖Z1 < δ,

для всех t ∈ [t0, T ] выполняется неравенство
∥∥∥F (t, y0, y1, . . . , ym−1)− F (t, z0, z1, . . . , zm−1)

∥∥∥
Z1

� l

m−1∑
k=0

‖yk − zk‖Z1 .

Теорема 4. Пусть α, q > 1, r = m − 2, отображение F ∈ C([t0, T ] × Zm−1
1 ;Z1) локаль-

но липшицево по y ∈ Z1 равномерно по t ∈ [t0, T ], при этом F ∈ C([t0, T ] × Zm−1;Z), U∂ —
непустое выпуклое замкнутое подмножество пространства U = Lq(t0, T ;U) × Zm, для неко-
торого набора (u, v0, v1, . . . , vm−1) ∈ U∂ существует сильное решение задачи (7), (8); простран-
ство Qα,q(t0, T ;Z) непрерывно вложено в банахово пространство Y, которое, в свою очередь,
непрерывно вложено в Wm−2

q (t0, T ;Z1), функционал J выпуклый, ограниченный снизу и полуне-
прерывный снизу на Y × Lq(t0, T ;U) × Zm, коэрцитивный на Qα,q(t0, T ;Z) × Lq(t0, T ;U) × Zm.
Тогда существует решение (ẑ, û, v̂0, v̂1, . . . , v̂m−1) ∈ Qα,q(t0, T ;Z) × U∂ задачи (7)—(10).

Доказательство. Пусть ‖zn−z‖Qα,q(t0,T ;Z) → 0 при n → ∞; тогда при достаточно большом n ∈ N

сразу для всех t ∈ [t0, T ] ‖z(k)n (t)− z(k)(t)‖Z < δ/m при k = 0, 1, . . . ,m−1, поэтому в силу условия
локальной липшицевости оператора F∥∥∥F

(
·, zn(·), z(1)n (·), . . . , z(m−2)

n (·)
)
− F

(
·, z(·), z(1)(·), . . . , z(m−2)(·)

)∥∥∥
Lq(t0,T ;Z1)

�

� C1

m−2∑
k=0

‖z(k)n − z(k)‖Lq(t0,T ;Z1) � C2

m−2∑
k=0

‖z(k)n − z(k)‖Lq(t0,T ;Z) → 0.

Следовательно, оператор F : Qα,q(t0, T ;Z) → V := Lq(t0, T ;Z1) × Zm, определенный как при
доказательстве теоремы 2, непрерывен.
В остальном доказательство не отличается от доказательства теоремы 2. �
Для задачи без учета затрат на управление добавляем условие ограниченности множества U∂ .

Теорема 5. Пусть α, q > 1, r = m − 2, отображение F ∈ C([t0, T ] × Zm−1
1 ;Z1) локально

липшицево по y ∈ Z1 равномерно по t ∈ [t0, T ], при этом F ∈ C([t0, T ] × Zm−1;Z), U∂ —непу-
стое выпуклое замкнутое ограниченное подмножество пространства U = Lq(t0, T ;U) × Zm,
для некоторого набора (u, v0, v1, . . . , vm−1) ∈ U∂ существует сильное решение задачи (7), (8);
пространство Qα,q(t0, T ;Z) непрерывно вложено в банахово пространство Y, которое, в свою
очередь, непрерывно вложено в Wm−2

q (t0, T ;Z1), функционал J0 выпуклый, ограниченный сни-
зу и полунепрерывный снизу на Y, коэрцитивный на Qα,q(t0, T ;Z). Тогда существует решение
(ẑ, û, v̂0, v̂1, . . . , v̂m−1) ∈ Qα,q(t0, T ;Z) × U∂ задачи (7)—(9), (11).

Таким образом, в случае гарантированной непустоты множества допустимых наборов W в за-
даче управления условие равномерной липшицевости по фазовым переменным z отображения F
можно заменить на значительно более слабое условие его локальной липшицевости по z, равно-
мерной по t ∈ [t0, T ].

Следствие 3. Пусть α, q > 1, отображение F ∈ C([t0, T ]×Zm−1
1 ;Z1) локально липшицево по

y ∈ Z1 равномерно по t ∈ [t0, T ], при этом F ∈ C([t0, T ]×Zm−1;Z), существует такая функция
f ∈ C(R

m−1
+ ;R+), что для всех t ∈ [t0, T ], zk ∈ Z, k = 0, 1, . . . ,m− 2,

‖F (t, z0, z1, . . . , zm−2)‖Z � f(‖z0‖Z , ‖z1‖Z , . . . , ‖zm−2‖Z); (13)

U∂ —непустое выпуклое замкнутое подмножество пространства U = Lq(t0, T ;U) × Zm, для
некоторого набора (u, v0, v1, . . . , vm−1) ∈ U∂ существует сильное решение задачи (7), (8). Тогда
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при δ > 0 существует решение (ẑ, û, v̂0, v̂1, . . . , v̂m−1) ∈ Qα,q(t0, T ;Z) × U∂ задачи (7)—(9), (12).
Для δ = 0 утверждение справедливо при дополнительном условии ограниченности U∂.

Доказательство. Как и при доказательстве следствия 2, возьмем Y = Cm−1([t0, T ];Z). Получим
при J(z, u, v̄) � R

‖z‖Qα,q(t0,T ;Z) + ‖u‖Lq(t0,T ;U) + ‖v̄‖Zm � ‖Dα
t z‖Lq(t0,T ;Z) + C1J

p(z, u, v̄) + C2 �
� ‖A‖L(Z)‖z‖Lq(t0,T ;Z) + ‖F (·, z(·), z(1)(·), . . . , z(m−2)(·))‖Lq(t0,T ;Z) + C1J

p(z, u, v̄) + C2 �
� C3J

p(z, u, v̄) + C4+

+ C5 sup

{
‖F (t, z0, . . . , zm−2)‖Z : t ∈ [t0, T ],

m−2∑
k=0

‖zk‖Z � Rp + ‖zd‖Cm−1([t0,T ];Z)

}
�

� C3R
p+C4+C5 sup

{
f(t, y0, y1 . . . , ym−2) : t ∈ [t0, T ], yk ∈ [0, Rp + ‖zd‖Cm−1([t0,T ];Z)]

}
� C3R

p+C6

в силу (13). При δ > 0 получим требуемое по теореме 4, а при δ = 0 с учетом ограниченности
U∂ —по теореме 5. �

4. Смешанное управление для дробной модели метастабильных состояний в полу-
проводниках. Рассмотрим задачу оптимального управления с начальными условиями

∂kw

∂tk
(x1, x2, x3, t0) = vk(x1, x2, x3), k = 0, 1, . . . ,m− 1, xj ∈ (aj , bj), j = 1, 2, 3, (14)

и краевыми условиями

w(a1, x2, x3, t) = w(b1, x2, x3, t), wx1(a1, x2, x3, t) = wx1(b1, x2, x3, t), t ∈ (t0, T ), (15)
w(x1, a2, x3, t) = w(x1, b2, x3, t), wx2(x1, a2, x3, t) = wx2(x1, b2, x3, t), t ∈ (t0, T ), (16)
w(x1, x2, a3, t) = w(x1, x2, b3, t), wx3(x1, x2, a3, t) = wx3(x1, x2, b3, t), t ∈ (t0, T ), (17)

для нелинейного невырожденного уравнения, при α = 1 описывающего метастабильные состоя-
ния в полупроводниках при наличии отрицательной дифференциальной поляризуемости,

Dα
t w +Dα

t Δw +Δw + wx1 + wwx1 + u = 0, xj ∈ (aj , bj), j = 1, 2, 3, t ∈ (t0, T ), (18)

с функционалом качества

J(w, u) = ‖w − wd‖Cm−1([t0,T ];X ) + δ‖u− ud‖qLq(t0,T ;U) + δ

m−1∑
k=0

‖v − udk‖2Z → inf (19)

при заданных Π = (a1, b1)× (a2, b2)× (a3, b3),

X =
{
v ∈ H2(Π) : v(a1, x2, x3) = v(b1, x2, x3), vx1(a1, x2, x3) = vx1(b1, x2, x3),

v(x1, a2, x3) = v(x1, b2, x3), vx2(x1, a2, x3) = vx2(x1, b2, x3),

v(x1, x2, a3) = v(x1, x2, b3), vx3(x1, x2, a3) = vx3(x1, x2, b3)
}
,

wd ∈ Cm−1([t0, T ];X ), ud ∈ Lq(t0, T ;U), δ > 0. Определим Y = L2(Π), U = L2(Π). В каче-
стве множества допустимых управлений U∂ возьмем множество функций (u, v0, v1, . . . , vm−1) ∈
Lq(t0, T ;L2(Π))× (L2(Π))

m, при (t, x) ∈ (t0, T )×Π удовлетворяющих неравенствам

0 � u(t, x) � γ(t, x), 0 � vk(x) � γk(x), k = 0, 1, . . . ,m− 1, (20)

где γ ∈ C([t0, T ]×Π;R+), γk ∈ C(Π;R+), k = 0, 1, . . . ,m− 1, Π = [a1, b1]× [a2, b2]× [a3, b3].

Теорема 6. Пусть α, q > 1,
k21

(b1 − a1)2
+

k22
(b2 − a2)2

+
k23

(b3 − a3)2
	= 1

4π2
(21)

при любых k1, k2, k3 ∈ Z. Тогда существует решение (ŵ, û, v̂0, v̂1, . . . , v̂m−1) ∈ Qα,q(t0, T ;X ) × U∂

задачи (14)—(20).
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Доказательство. Для начала определим операторы L = I+Δ,M = −Δ ∈ L(X ;L2(Π)), нелиней-
ный оператор N(v) = vx1 + vvx1 . Заметим, что

L = P

(
i
∂

∂x1
, i

∂

∂x1
, i

∂

∂x1

)
,

где P (λ1, λ2, λ3) = 1 − λ2
1 − λ2

2 − λ2
3. Спектр оператора ∂/∂xj с периодическими условиями на

концах отрезка (aj , bj) есть σj = {2πk(bj − aj)
−1 : k ∈ Z}, поэтому условие (21) влечет суще-

ствование оператора A = L−1 ∈ L(L2(Π);X ). Возьмём Z = X , Z1 = W 1
4 (Π). Для области Π

размерность d = 3 < 4, поэтому пространство Z по теореме Реллиха—Кондрашова компактно
вложено в W 1

4 (Π).
При v ∈ W 1

4 (Π) имеем

‖L−1Nv‖W 1
4 (Π) � C1‖L−1Nv‖H2(Π) � C2‖Nv‖L2(Π) � C2

(
‖v‖W 1

2 (Π) + ‖v‖L4(Π)‖v‖W 1
4 (Π)

)
�

� C3

(
‖v‖W 1

4 (Π) + ‖v‖2W 1
4 (Π)

)
� C4

(
‖v‖H2(Π) + ‖v‖2H2(Π)

)
.

Отсюда следует действие отображений F1 := L−1N : W 1
4 (Π) → W 1

4 (Π) и F := L−1N : X → X .
Кроме того, это означает выполнение условия (13) при f(y) = C4(y+y2). Аналогично при v1, v2 ∈
W 1

4 (Π) из фиксированной окрестности в W 1
4 (Π) получим∥∥∥L−1Nv1 − L−1Nv2

∥∥∥
W 1

4 (Π)
� C1

∥∥∥L−1Nv1 − L−1Nv2

∥∥∥
H2(Π)

� C2‖Nv1 −Nv2‖L2(Π) �

� C3

(
‖v1 − v2‖W 1

4 (Π) + ‖v1‖W 1
4 (Π)‖v1 − v2‖W 1

4 (Π) + ‖v2‖W 1
4 (Π)‖v1 − v2‖W 1

4 (Π)

)
�

� C3‖v1 − v2‖W 1
4 (Π) � C4‖v1 − v2‖H2(Π).

Таким образом, отображения F1, F локально липшицевы.
Из условий задачи очевидно, что для набора управлений (u, v0, v1, . . . , vm−1) ≡ 0 ∈ U∂ суще-

ствует тождественно нулевое решение начально-краевой задачи (14)—(18). Осталось сослаться на
следствие 3. �
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