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Аннотация. Во многих задачах динамики возникают системы, пространствами положений кото-
рых являются четырехмерные многообразия. Фазовыми пространствами таких систем естествен-
ным образом становятся касательные расслоения к соответствующим многообразиям. Рассмат-
риваемые динамические системы обладают переменной диссипацией, и полный список первых
интегралов состоит из трансцендентных функций, выражающихся через конечную комбинацию
элементарных функций. В работе показана интегрируемость более общих классов однородных
динамических систем с переменной диссипацией на касательных расслоениях к четырехмер-
ным многообразиям. Первая часть работы: Интегрируемые однородные динамические системы
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Настоящая работа является продолжением исследования, начатого в [70, 71]. Ссылки ви-
да (1.m.n) и «предложение 2.n» относятся к первой и второй частям работы.

3. Уравнения движения на касательном расслоении к четырехмерному
многообразию в силовом поле с диссипацией

3.1. Приведенная система. Случай I. Модифицируя систему (??), получим систему с дис-
сипацией. Наличие диссипации (вообще говоря, знакопеременной) характеризует не только ко-
эффициент bδ(α), b > 0, в первом уравнении системы (3.1.1) (в отличие от системы (??)), но
и следующая зависимость (внешнего) силового поля в проекциях на оси ż1, . . . , ż4 соответствен-
но:
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Рассматриваемая система на касательном расслоении T∗M4{z4, . . . , z1;α, β1, β2, β3} примет вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
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ż3 =

[
2Γ1

α1(α, β) +
d ln |f1(α)|

dα

]
z3z4 − f2

2 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
2−

−f2
3 (α)

f1(α)
g22(β1)h

2(β2)Γ
1
33(α, β)z

2
1 + z3F

1
3 (α),
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β̇1 = z3f1(α), β̇2 = z2f2(α)g1(β1), β̇3 = z1f3(α)g2(β1)h(β2).

(3.1.1)

Система (3.1.1) почти всюду эквивалентна следующей системе:
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(3.1.2)

здесь и далее δ̃(α) = dδ(α)/dα.
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3.2. Первые интегралы для уравнений в поле с диссипацией. Случай I. Перейдем
теперь к интегрированию искомой системы восьмого порядка (3.1.1) при выполнении свойств (??),
(??), (??), (??), (??), (??). Тогда система (3.1.1) допускает отделение независимой подсистемы
седьмого порядка:
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при наличии также восьмого уравнения

β̇3 = z1f(α)g(β1)h(β2). (3.2.2)

Замечание 3.1. Будем переходить теперь к интегрированию искомой системы восьмого по-
рядка (3.2.1), (3.2.2) при выполнении равенств

Γα
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2(β1) = Γα
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2(β2) = Γ4(α). (3.2.3)

Введем также ограничение и на функцию f(α): она должна удовлетворять первому дифферен-
циальному равенству из (??), преобразованному в обыкновенное дифференциальное уравнение:
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2(α) = 0. (3.2.4)

При переходе от системы (3.1.1) к системе (3.2.1), (3.2.2) использовалась система дифференци-
альных равенств (??), а также группа условий (??), (??), (??), (??), (??). Но нетрудно показать,
что из только что всех перечисленных условий условия (3.2.3), (3.2.4) вытекают. Но если систему
дифференциальных равенств (??) заменить на ее ослабленный вариант — систему дифферен-
циальных равенств (??) — то для проведения дальнейшего анализа выполнение условий (3.2.3),
(3.2.4) нужно требовать.

Далее наложим определенные ограничения на силовое поле, которое, как отмечалось, в явном
виде вводит в систему диссипацию разного знака. Поэтому также предположим, что выполнены
(в некотором смысле, технические) равенства:
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Для полного интегрирования (по Якоби [4,12,17,18]) рассматриваемой системы (3.2.1), (3.2.2)
при условии (3.2.5) необходимо знать, вообще говоря, семь независимых первых интегралов. Од-
нако после замены переменных
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система (3.2.1), (3.2.2) распадается следующим образом:⎧⎪⎪⎪⎨
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ẇ2 = ±w3

√
1 + w2

2

1 + w2
1

f(α)g(β1)

[
2Γ3(β2) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]
,

β̇2 = ± w2w3√
(1 + w2

1)(1 + w2
2)
f(α)g(β1),

(3.2.8)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
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Видно, что для полной интегрируемости системы (3.2.7)–(3.2.10) достаточно указать два неза-
висимых первых интеграла системы (3.2.7), по одному — для систем (3.2.8) и (3.2.9) (меняя
в них независимые переменные), и дополнительный первый интеграл, «привязывающий» урав-
нение (3.2.10)(т.е. всего пять).
Продолжим определенные ограничения на силовое поле. Будем также предполагать, что для

некоторых κ, λ0, λ1, λ4 ∈ R выполнены группы равенств

f2(α)Γ4(α) = κ
d

dα
ln |δ(α)|, (3.2.11)

а также
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d
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2
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4 (α) = λ4
d

dα
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Теорема 3.1. Пусть выполнены условия (3.2.11) и (3.2.12). Тогда система (3.2.7)—(3.2.10)
обладает полным набором, состоящим из пяти независимых, вообще говоря, трансцендентных
первых интегралов.

Условие (3.2.11) назовем геометрическим, а условия группы (3.2.12) — энергетическими.
Условие (3.2.11) названо геометрическим в том числе потому, что накладывает условие на клю-

чевой коэффициент связности Γ4(α), приводя соответствующие коэффициенты системы к одно-
родному виду относительно функции δ(α) при участии функции f(α), входящей в кинематиче-
ские соотношения.
Условия группы (3.2.12) названы энергетическими в том числе потому, что (внешние) силы

становятся в некотором смысле «потенциальными» по отношению к «силовой» функции δ2(α)/2
(или δ(α)), приводя соответствующие коэффициенты системы к однородному виду (опять же
относительно функции δ(α)). При этом функция δ(α) и вносит в систему диссипацию разных
знаков или так называемую (знако)переменную диссипацию (см. также [19,22, 24, 25]).
Схема доказательства. Для доказательства теоремы 3.1 для начала поставим в соответствие
системе третьего порядка (3.2.7) неавтономную систему второго порядка⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩
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(3.2.13)

Далее, вводя однородные переменные по формулам

w3 = u1δ(α), w4 = u2δ(α), (3.2.14)
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приведем систему (3.2.13) к следующему виду:
⎧⎪⎪⎪⎨
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с учетом (3.2.4) последняя система почти всюду эквивалентна системе
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где

H4(α) =
F (α)

δ(α)
.

Теперь для интегрирования системы (3.2.16) нам потребуется выполнение геометрического
и энергетических условий (3.2.11) и (3.2.12), которые можно переписать следующим образом.

(i) Для некоторого κ ∈ R должно выполняться равенство

Γ4(α)f
2(α) = κ

δ̃(α)

δ(α)
. (3.2.17)

(ii) Для некоторых λ0, λ1, λ4 ∈ R должны выполняться равенства

H4(α) = λ0δ̃(α), F 1(α) = λ1δ̃(α), F 1
4 (α) = λ4δ̃(α). (3.2.18)

Действительно, после выполнения условий (3.2.11) и (3.2.12) (или (3.2.17) и (3.2.18)) систе-
ма (3.2.16) приводится к обыкновенному дифференциальному уравнению первого порядка

du2
du1

=
λ0 + κu21 + u22 + (λ4 − b)u2
(1− κ)u1u2 + (λ1 − b)u1

. (3.2.19)

Уравнение (3.2.19) имеет вид уравнения Абеля (см. [29, 30, 32]); его общее решение имеет доста-
точно громоздкий вид. В частности, при κ = −1, λ1 = λ4 оно имеет следующий первый интеграл:

u22 + u21 + (λ1 − b)u2 + λ0

u1
= C1 = const, (3.2.20)

который в прежних переменных выглядит следующим образом:

Θ1(w4, w3;α) =
w2
4 + w2

3 + (λ1 − b)w4δ(α) + λ0δ
2(α)

w3δ(α)
= C1 = const. (3.2.21)

Замечание 3.2. Если α—периодическая координата периода 2π, то система (3.2.7) (как часть
системы (3.2.7)—(3.2.10)) становится динамической системой с переменной диссипацией с нуле-
вым средним (см. [21, 23, 25, 31]). При этом она превращается в систему консервативную при
выполнении условия (3.2.4), геометрического и энергетических условий (3.2.11), (3.2.12) (но при
любой гладкой функции F (α)) и, в частности, при λ1 = λ4 = −b, κ = −1:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = −w4 + bδ(α),

ẇ4 = F (α) + κ
δ̃(α)

δ(α)
w2
3 − bw4δ̃(α),

ẇ3 = −κ
δ̃(α)

δ(α)
w3w4 − bw3δ̃(α).

(3.2.22)
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Действительно, система (3.2.22) обладает двумя гладкими первыми интегралами вида

Φ1(w4, w3;α) = w2
3 + w2

4 − 2bw4δ(α) + V (α) = C1 = const, V (α) = 2

α∫

α0

F (a)da, (3.2.23)

Φ2(w3;α) = w3δ(α) = C2 = const. (3.2.24)

В самом деле, в силу предыдущих свойств первых интегралов, имеем:

Φ2(w3;α) = w3f(α) exp

⎧⎨
⎩2

α∫

α0

Γ1(b)db

⎫⎬
⎭ =

= w3f(α) exp

⎧⎨
⎩−

α∫

α0

[
Γ4(b)f

2(b) +
d ln |f(b)|

db

]
db

⎫⎬
⎭

∼= w3 exp

⎧⎨
⎩−

α∫

α0

Γ4(b)f
2(b)db

⎫⎬
⎭ ,

где «∼=» означает равенство с точностью до мультипликативной постоянной. В силу (3.2.11)
(или (3.2.17)) последняя величина, в частности, при κ = −1, λ1 = λ4 = −b, перепишется в виде

w3 exp

⎧⎨
⎩

α∫

α0

d

db
ln |δ(b)|db

⎫⎬
⎭

∼= w3δ(α) (3.2.25)

с точностью до мультипликативной постоянной.
Очевидно, что отношение двух первых интегралов (3.2.23), (3.2.24) также является первым

интегралом системы (3.2.22). При λ1 = λ4 �= −b каждая из функций

w2
4 + w2

3 + (λ1 − b)w4δ(α) + λ0δ
2(α) (3.2.26)

и (3.2.24) по отдельности не является первым интегралом системы (3.2.7), однако их отношение
является первым интегралом системы (3.2.7) (при κ = −1) при любых λ1 = λ4, b.

Найдем явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего порядка (3.2.7) при
κ = −1, λ1 = λ4. Для этого преобразуем для начала инвариантное соотношение (3.2.20) при
u1 �= 0 следующим образом:

(
u2 +

λ1 − b

2

)2

+

(
u1 − C1

2

)2

=
(λ1 − b)2 + C2

1

4
− λ0. (3.2.27)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

(λ1 − b)2 + C2
1 − 4λ0 � 0, (3.2.28)

и фазовое пространство системы (3.2.7) расслаивается на семейство поверхностей, задаваемых
равенством (3.2.27).
Таким образом, в силу соотношения (3.2.20) первое уравнение системы (3.2.16) при услови-

ях (3.2.11) и (3.2.12) и при κ = −1, λ1 = λ4 примет вид

δ(α)

δ̃(α)

du2
dα

=
2(λ0 + (λ1 − b)u2 + u22)− C1U1(C1, u2)

−u2 + b
, (3.2.29)

U1(C1, u2) =
1

2

{
C1 ±

√
C2
1 − 4(u22 + (λ1 − b)u2 + λ0)

}
, (3.2.30)

при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (3.2.28). Поэтому квадратура
для поиска дополнительного первого интеграла системы (3.2.7) примет вид

∫
dδ(α)

δ(α)
=

∫
(b− u2)du2

2(λ0 + (λ1 − b)u2 + u22)− C1{C1 ±
√

C2
1 − 4(u22 + (λ1 − b)u2 + λ0)}/2

. (3.2.31)
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Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), очевидно, равна ln |δ(α)|. Если

u2 +
λ1 − b

2
= r1, b21 = (λ1 − b)2 + C2

1 − 4λ0, (3.2.32)

то правая часть равенства (3.2.31) примет вид

− 1

4

∫
d(b21 − 4r21)

(b21 − 4r21)± C1

√
b21 − 4r21

− b

∫
dr1

(b21 − 4r21)± C1

√
b21 − 4r21

=

= −1

2
ln

∣∣∣∣∣
√

b21 − 4r21
C1

± 1

∣∣∣∣∣∓
b

2
I1, (3.2.33)

I1 =

∫
dr3√

b21 − r23(r3 ± C1)
, r3 =

√
b21 − 4r21 . (3.2.34)

При вычислении интеграла (3.2.34) возможны три случая.
I. (λ1 − b)2 > 4λ0:

I1 = − 1

2
√

(λ1 − b)2 − 4λ0

ln

∣∣∣∣∣
√

(λ1 − b)2 − 4λ0 +
√

b21 − r23
r3 ± C1

± C1√
(λ1 − b)2 − 4λ0

∣∣∣∣∣+

+
1

2
√

(λ1 − b)2 − 4λ0

ln

∣∣∣∣∣
√

(λ1 − b)2 − 4λ0 −
√

b21 − r23
r3 ± C1

∓ C1√
(λ1 − b)2 − 4λ0

∣∣∣∣∣+ const. (3.2.35)

II. (λ1 − b)2 < 4λ0:

I1 =
1√

4λ0 − (λ1 − b)2
arcsin

±C1r3 + b21
b1(r3 ±C1)

+ const. (3.2.36)

III. (λ1 − b)2 = 4λ0:

I1 = ∓
√

b21 − r23
C1(r3 ± C1)

+ const. (3.2.37)

Возвращаясь к переменной

r1 =
z2

δ(α)
+

λ1 − b

2
, (3.2.38)

получим окончательный вид для величины I1:
I. (λ1 − b)2 > 4λ0:

I1 = − 1

2
√

(λ1 − b)2 − 4λ0

ln

∣∣∣∣∣
√

(λ1 − b)2 − 4λ0 ± 2r1√
b21 − 4r21 ± C1

± C1√
(λ1 − b)2 − 4λ0

∣∣∣∣∣+

+
1

2
√

(λ1 − b)2 − 4λ0

ln

∣∣∣∣∣
√

(λ1 − b)2 − 4λ0 ∓ 2r1√
b21 − 4r21 ± C1

∓ C1√
(λ1 − b)2 − 4λ0

∣∣∣∣∣+ const. (3.2.39)

II. (λ1 − b)2 < 4λ0:

I1 =
1√

4λ0 − (λ1 − b)2
arcsin

±C1

√
b21 − 4r21 + b21

b1(
√

b21 − 4r21 ± C1)
+ const. (3.2.40)

III. (λ1 − b)2 = 4λ0:

I1 = ∓ 2r1

C1(
√

b21 − 4r21 ± C1)
+ const. (3.2.41)

Итак, мы нашли дополнительный первый интеграл для системы третьего порядка (3.2.7) при
вышеперечисленных условиях (в том числе, при κ = −1, λ1 = λ4) — предъявлен полный на-
бор первых интегралов, являющихся трансцендентными функциями своих фазовых переменных
(см. [28, 31, 32, 34, 35]).
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Замечание 3.3. В выражение найденного дополнительного первого интеграла формально
можно вместо C1 подставить левую часть первого интеграла (3.2.20). Тогда полученный допол-
нительный первый интеграл имеет следующий структурный вид:

Θ2(w4, w3;α) = G

(
δ(α),

w4

δ(α)
,
w3

δ(α)

)
= C2 = const. (3.2.42)

Выражение первого интеграла (3.2.42) через конечную комбинацию элементарных функций за-
висит не только от вычисления квадратур, но также и от явного вида функции δ(α) (а она,
в принципе, может быть функцией неэлементарной).

Таким образом, для интегрирования системы восьмого порядка (3.2.7)—(3.2.10) при некото-
рых условиях уже найдены два независимых первых интеграла системы (3.2.7). Для полной же
ее интегрируемости достаточно найти по одному первому интегралу — для систем (3.2.8) и (3.2.9)
(меняя в них независимые переменные), становящихся независимыми подсистемами после со-
ответствующих замен независимого переменного, а также еще один (дополнительный) первый
интеграл, «привязывающий» уравнение (3.2.10).
Первые интегралы для систем (3.2.8) и (3.2.9) будут иметь следующий вид:

Θs+2(ws;βs) =

√
1 + w2

s

Ψs(βs)
= Cs+2 = const, s = 1, 2; (3.2.43)

о функциях Ψs(βs), s = 1, 2, см. (??), (??). В предыдущих переменных z первые интегралы (3.2.43)
будут выглядеть следующим образом:

Θ′
3(z3, z2, z1;β1) =

√
z21 + z22 + z23√
z21 + z22Ψ1(β1)

= C ′
3 = const,

Θ′
4(z2, z1;β2) =

√
z21 + z22

z1Ψ2(β2)
= C ′

4 = const.

(3.2.44)

Дополнительный первый интеграл, «привязывающий» уравнение (3.2.10), находится по аналогии
с (??):

Θ5(β2, β3) = β3 ±
β2∫

β2,0

C4h(b)√
C2
3Ψ

2
2(b)− C2

4

db = C5 = const, (3.2.45)

где после взятия интеграла (3.2.45) вместо постоянных C3, C4 можно формально подставить
левые части равенств (3.2.43) (или (3.2.44)) при s = 1, 2 соответственно.
Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (3.2.7)–(3.2.10) имеет пять

первых интегралов, являющихся, вообще говоря, трансцендентными функциями фазовых пере-
менных (в смысле комплексного анализа). Теорема 3.1 доказана. �

3.3. Приведенная система. Случай II. Модифицируя систему (??), получим систему с дис-
сипацией. Наличие диссипации (вообще говоря, знакопеременной) характеризует не только ко-
эффициент bδ(α), b > 0, в первом уравнении системы (3.3.1) (в отличие от системы (??)), но
и следующая зависимость (внешнего) силового поля в проекциях на оси ż1, . . . , ż4 соответствен-
но:

F̃ (z4, . . . , z1;α, β1, β2, β3) =

⎛
⎜⎜⎝
F1(β3)f3(α)g2(β1)h(β2)

F2(β2)f2(α)g1(β1)
F3(β1)f1(α)
F4(α)f4(α)

⎞
⎟⎟⎠+

⎛
⎜⎜⎝
z1F

1
1 (α)

z2F
1
2 (α)

z3F
1
3 (α)

z4F
1
4 (α)

⎞
⎟⎟⎠ .

Рассматриваемая система на касательном расслоении T∗M4{z4, . . . , z1;α, β1, β2, β3} примет вид
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = z4f4(α) + bδ(α),

ż4 = F4(α)f4(α)− f4(α)

[
Γα
αα(α, β) +

d ln |f4(α)|
dα

]
z24 −

f2
1 (α)

f4(α)
Γα
11(α, β)z

2
3−

−f2
2 (α)

f4(α)
g21(β1)Γ

α
22(α, β)z

2
2 − f2

3 (α)

f4(α)
g22(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β)z

2
1 + z4F

1
4 (α),

ż3 = F3(β1)f1(α) − f4(α)

[
2Γ1

α1(α, β) +
d ln |f1(α)|

dα

]
z3z4 − f2

2 (α)

f1(α)
g21(β1)Γ

1
22(α, β)z

2
2−

−f2
3 (α)

f1(α)
g22(β1)h

2(β2)Γ
1
33(α, β)z

2
1 + z3F

1
3 (α),

ż2 = F2(β2)f2(α)g1(β1)− f4(α)

[
2Γ2

α2(α, β) +
d ln |f2(α)|

dα

]
z2z4−

−f1(α)

[
2Γ2

12(α, β) +
d ln |g1(β1)|

dβ1

]
z2z3−

−f2
3 (α)

f2(α)

g22(β1)

g1(β1)
h2(β2)Γ

2
33(α, β)z

2
1 + z2F

1
2 (α),

ż1 = F1(β3)f3(α)g2(β1)h(β2)− f4(α)

[
2Γ3

α3(α, β) +
d ln |f3(α)|

dα

]
z1z4−

−f1(α)

[
2Γ3

13(α, β) +
d ln |g2(β1)|

dβ1

]
z1z3−

−f2(α)g1(α)

[
2Γ3

23(α, β) +
d ln |h(β2)|

dβ2

]
z1z2 + z1F

1
1 (α),

β̇1 = z3f1(α), β̇2 = z2f2(α)g1(β1), β̇3 = z1f3(α)g2(β1)h(β2).

(3.3.1)

Система (3.3.1) почти всюду эквивалентна следующей системе:
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̈−
{
bδ̃(α) + F 1

4 (α) + bδ(α)

[
2Γα

αα(α, β) +
d ln |f4(α)|

dα

]}
α̇−

−F4(β1)f
2
4 (α) + bδ(α)F 1

4 (α) + b2δ2(α)

[
Γα
αα(α, β) +

d ln |f4(α)|
dα

]
+

+Γα
αα(α, β)α̇

2 + Γα
11(α, β)β̇

2
1 + Γα

22(α, β)β̇
2
2 + Γα

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈1 −
{
F 1
3 (α) + bδ(α)

[
2Γ1

α1(α, β) +
d ln |f1(α)|

dα

]}
β̇1−

−F3(β1)f
2
1 (α) + 2Γ1

α1(α, β)α̇β̇1 + Γ1
22(α, β)β̇

2
2 + Γ1

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈2 −
{
F 1
2 (α) + bδ(α)

[
2Γ2

α2(α, β) +
d ln |f2(α)|

dα

]}
β̇2−

−F2(β2)f
2
2 (α)g

2
1(β1) + 2Γ2

α2(α, β)α̇β̇2 + 2Γ2
12(α, β)β̇1β̇2 + Γ2

33(α, β)β̇
2
3 = 0,

β̈3 −
{
F 1
1 (α) + bδ(α)

[
2Γ3

α3(α, β) +
d ln |f3(α)|

dα

]}
β̇3−

−F1(β3)f
2
3 (α)g

2
2(β1)h

2(β2) + 2Γ3
α3(α, β)α̇β̇3 + 2Γ3

13(α, β)β̇1β̇3+

+2Γ3
23(α, β)β̇2β̇3 = 0;

(3.3.2)

здесь, как и выше, δ̃(α) = dδ(α)/dα.

3.4. Первые интегралы для уравнений в поле с диссипацией. Случай II. Перейдем
теперь к интегрированию искомой системы восьмого порядка (3.3.1) при выполнении свойств (??),
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(??), (??), (??), (??), (??), а также при отсутствии проектирования внешней силы на оси ż1, ż2 и
ż3 (т.е. присутствует проекция внешней силы лишь на ось ż4):

F1(β3) ≡ F2(β2) ≡ F3(β1) ≡ 0.

Тогда система (3.3.1) допускает отделение независимой подсистемы седьмого порядка:
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = z4f4(α) + bδ(α),

ż4 = F4(α)f4(α)− f2(α)

f4(α)
Γα
11(α)z

2
3−

−f2(α)

f4(α)
g2(β1)Γ

α
22(α, β1)z

2
2 −

f2(α)

f4(α)
g2(β1)h

2(β2)Γ
α
33(α, β1, β2)z

2
1 + z4F

1
4 (α),

ż3 = −f4(α)

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
z3z4 − f(α)g2(β1)Γ

1
22(β1)z

2
2−

−f(α)g2(β1)h
2(β2)Γ

1
33(β1, β2)z

2
1 + z3F

1
3 (α),

ż2 = −f4(α)

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
z2z4 − f(α)

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
z2z3−

−f(α)g(β1)h
2(β2)Γ

2
33(β2)z

2
1 + z2F

1
2 (α),

ż1 = −f4(α)

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
z1z4 − f(α)

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
z1z3−

−f(α)g(α)

[
2Γ3(β2) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]
z1z2 + z1F

1
1 (α),

β̇1 = z3f1(α), β̇2 = z2f2(α)g1(β1),

(3.4.1)

при наличии также восьмого уравнения

β̇3 = z1f3(α)g2(β1)h(β2). (3.4.2)

Замечание 3.4. Будем переходить теперь к интегрированию искомой системы восьмого по-
рядка (3.4.1), (3.4.2) при выполнении равенств

Γα
11(α) = Γα

22(α, β1)g
2(β1) = Γα

33(α, β1, β2)g
2(β1)h

2(β2) = Γ4(α). (3.4.3)

Введем также ограничение и на функцию f(α): она должна удовлетворять первому дифферен-
циальному равенству из (??), преобразованному в обыкновенное дифференциальное уравнение:

f2
4 (α)

[
2Γ1(α) +

d ln |f(α)|
dα

]
+ f2(α)Γ4(α) = 0. (3.4.4)

При переходе от системы (3.3.1) к системе (3.4.1), (3.4.2) использовалась система дифференци-
альных равенств (??), а также группа условий (??), (??), (??), (??), (??). Нетрудно показать,
что из только что всех перечисленных условий условия (3.4.3), (3.4.4) вытекают. Но если систему
дифференциальных равенств (??) заменить на ее ослабленный вариант — систему дифферен-
циальных равенств (??) — то для проведения дальнейшего анализа выполнение условий (3.4.3),
(3.4.4) нужно требовать.

Далее наложим определенные ограничения на силовое поле, которое, как отмечалось, в явном
виде вводит в систему диссипацию разного знака. Поэтому также предположим, что выполнены
(в некотором смысле, технические) равенства:

F 1
1 (α) = F 1

2 (α) = F 1
3 (α) = F 1(α). (3.4.5)

Для полного интегрирования (по Якоби, см. [1, 4, 37, 40]) рассматриваемой системы (3.4.1),
(3.4.2) при условии (3.4.5) необходимо знать, вообще говоря, семь независимых первых интегра-
лов. Однако после замены переменных

w4 = z4, w3 =
√
z21 + z22 + z23 , w2 =

z2
z1

, w1 =
z3√

z21 + z22
, (3.4.6)
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система (3.4.1), (3.4.2) распадается следующим образом:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = w4f4(α) + bδ(α),

ẇ4 = F4(α)f4(α)− f2(α)

f4(α)
Γ4(α)w

2
3 +w4F

1
4 (α),

ẇ3 =
f2(α)

f4(α)
Γ4(α)w3w4 + w3F

1(α),

(3.4.7)

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

ẇ2 = ±w3

√
1 + w2

2

1 + w2
1

f(α)g(β1)

[
2Γ3(β2) +

d ln |h(β2)|
dβ2

]
,

β̇2 = ± w2w3√
(1 + w2

1)(1 + w2
2)
f(α)g(β1),

(3.4.8)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ẇ1 = ±w3

√
1 +w2

1f(α)

[
2Γ2(β1) +

d ln |g(β1)|
dβ1

]
,

β̇1 = ± w1w3√
1 + w2

1

f(α),
(3.4.9)

β̇3 = ± w3√
(1 + w2

1)(1 + w2
2)
f(α)g(β1)h(β2). (3.4.10)

Видно, что для полной интегрируемости системы (3.4.7)—(3.4.10) достаточно указать два неза-
висимых первых интеграла системы (3.4.7), по одному — для систем (3.4.8) и (3.4.9) (меняя
в них независимые переменные), и дополнительный первый интеграл, «привязывающий» урав-
нение (3.4.10) (т.е. всего пять).
Продолжим определенные ограничения на силовое поле. Будем также предполагать, что для

некоторых κ, λ0
4, λ

1
k ∈ R, k = 1, . . . , 4, выполнены группы равенств

f2(α)

f2
4 (α)

Γ4(α) = κ
d

dα
ln |Δ(α)|, Δ(α) =

δ(α)

f4(α)
, (3.4.11)

а также

F4(α) = λ0
4

d

dα

Δ2(α)

2
, F 1

k (α) = λ1
kf4(α)

d

dα
Δ(α), k = 1, . . . , 4. (3.4.12)

Здесь, как уже отмечалось, λ1
1 = λ1

2 = λ1
3 = λ1.

Теорема 3.2. Пусть выполнены условия (3.4.11) и (3.4.12). Тогда система (3.4.7)—(3.4.10)
обладает полным набором (пятью) независимых, вообще говоря, трансцендентных первых ин-
тегралов.

Условие (3.4.11) назовем геометрическим, а условия группы (3.4.12) — энергетическими.
Условие (3.4.11) названо геометрическим в том числе потому, что накладывает условие на клю-

чевой коэффициент связности Γ4(α), приводя соответствующие коэффициенты системы к одно-
родному виду относительно функции Δ(α) при участии функции f(α), входящей в кинематиче-
ские соотношения.
Условия группы (3.4.12) названы энергетическими в том числе потому, что (внешние) силы

становятся, в некотором смысле, «потенциальными» по отношению к «силовой» функцииΔ2(α)/2
(или Δ(α)), приводя соответствующие коэффициенты системы к однородному виду (опять же
относительно функции Δ(α)). При этом функция Δ(α) и вносит в систему диссипацию разных
знаков или так называемую (знако)переменную диссипацию (см. также [14,47, 50]).
Схема доказательства. Поставим в соответствие системе третьего порядка (3.4.7) неавтономную
систему второго порядка⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

dw4

dα
=

F4(α)f4(α) − f2(α)Γ4(α)w
2
3/f4(α) + w4F

1
4 (α)

w4f4(α) + bδ(α)
,

dw3

dα
=

f2(α)Γ4(α)w3w4/f4(α) + w3F
1(α)

w4f4(α) + bδ(α)
.

(3.4.13)
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Далее, вводя однородные переменные по формулам

w4 = u2Δ(α), w3 = u1Δ(α), Δ(α) =
δ(α)

f4(α)
, (3.4.14)

приведем систему (3.4.13) к следующему виду:
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

Δ(α)
du2
dα

+ Δ̃(α)u2 =
F4(α)f4(α)− f2(α)Γ4(α)Δ

2(α)u21/f4(α) + Δ(α)F 1
4 (α)u2

u2δ(α) + bδ(α)
,

Δ(α)
du1
dα

+ Δ̃(α)u1 =
f2(α)Γ4(α)Δ

2(α)u1u2/f4(α) + Δ(α)F 1(α)u1
u2δ(α) + bδ(α)

.

(3.4.15)

C учетом (3.4.4) система (3.4.15) почти всюду эквивалентна системе
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ(α)
du2
dα

=
1

u2δ(α) + bδ(α)

[
F4(α)f4(α)− f2(α)Γ4(α)Δ

2(α)u21/f4(α)− Δ̃(α)δ(α)u22+

+
[
Δ(α)F 1

4 (α)− bΔ̃(α)δ(α)
]
u2

]
,

Δ(α)
du1
dα

=
1

u2δ(α) + bδ(α)

[[
f2(α)Γ4(α)Δ

2(α)/f4(α)− Δ̃(α)δ(α)
]
u1u2+

+
[
Δ(α)F 1(α)− bΔ̃(α)δ(α)

]
u1

]
;

(3.4.16)

здесь и далее Δ̃(α) = dΔ(α)/dα.
Теперь для интегрирования системы (3.4.16) нам потребуется выполнение, которые можно

переписать следующим образом:

(i) Для некоторого κ ∈ R должно выполняться равенство

Γ4(α)
f2(α)

f2
4 (α)

= κ
Δ̃(α)

Δ(α)
. (3.4.17)

(ii) Для некоторых λ0
4, λ

1
k ∈ R, k = 1, . . . , 4, должны выполняться равенства

F4(α) = λ0
4Δ̃(α)Δ(α), F 1

k (α) = λ1
kf4(α)Δ̃(α), k = 1, . . . , 4. (3.4.18)

Действительно, после выполнения условий (3.4.11) и (3.4.12) (или (3.4.17) и (3.4.18)) систе-
ма (3.4.16) приводится к обыкновенному дифференциальному уравнению первого порядка

du2
du1

=
λ0
4 − κu21 − u22 + (λ1

4 − b)u2
(κ− 1)u1u2 + (λ1 − b)u1

. (3.4.19)

Уравнение (3.4.19) имеет вид уравнения Абеля (см. [29,30]); его общее решение имеет достаточно
громоздкий вид. В частности, при κ = −1, λ1 = λ1

4 оно имеет следующий первый интеграл:

−u22 − u21 + (λ1 − b)u2 + λ0
4

u1
= C1 = const, (3.4.20)

который в прежних переменных выглядит следующим образом:

Θ1(w4, w3;α) =
f2
4 (α)(w

2
4 +w2

3) + (b− λ1)w4δ(α)f4(α)− λ0
4δ

2(α)

w3δ(α)f4(α)
= C1 = const. (3.4.21)

Замечание 3.5. Если α—периодическая координата периода 2π, то система (3.4.7) (как часть
системы (3.4.7)–(3.4.10)) становится динамической системой с переменной диссипацией с нулевым
средним (см. также [53,54,57]). При этом она превращается в систему консервативную при выпол-
нении условия (3.4.4), геометрического и энергетических условий (3.4.11), (3.4.12) (но при любой
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гладкой функции F4(α)) и, в частности, при λ1 = λ1
4 = −b, κ = −1:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α̇ = w4f4(α) + bδ(α),

ẇ4 = F4(α)f4(α) − κf4(α)
Δ̃(α)

Δ(α)
w2
3 − bw4f4(α)Δ̃(α),

ẇ3 = κf4(α)
Δ̃(α)

Δ(α)
w3w4 − bw3f4(α)Δ̃(α).

(3.4.22)

Действительно, система (3.4.22) обладает двумя гладкими первыми интегралами вида

Φ1(w4, w3;α) = w2
3 + w2

4 + 2bw4Δ(α) + V (α) = C1 = const, V (α) = −2

α∫

α0

F4(a)da, (3.4.23)

Φ2(w3;α) = w3Δ(α) = C2 = const. (3.4.24)

В самом деле, в силу предыдущих свойств первых интегралов имеем

Φ2(w3;α) = w3f(α) exp

⎧⎨
⎩2

α∫

α0

Γ1(b)db

⎫⎬
⎭ =

= w3f(α) exp

⎧⎨
⎩−

α∫

α0

[
Γ4(b)

f2(b)

f2
4 (b)

+
d ln |f(b)|

db

]
db

⎫⎬
⎭

∼= w3 exp

⎧⎨
⎩−

α∫

α0

Γ4(b)
f2(b)

f2
4 (b)

db

⎫⎬
⎭ ,

где «∼=» означает равенство с точностью до мультипликативной постоянной. В силу (3.4.11)
(или (3.4.17)) последняя величина, в частности, при κ = −1, λ1 = λ1

4 = −b, перепишется в виде

w3 exp

⎧⎨
⎩

α∫

α0

d

db
ln |δ(b)|db

⎫⎬
⎭

∼= w3δ(α) (3.4.25)

с точностью до мультипликативной постоянной.
Очевидно, что отношение двух первых интегралов (3.4.23), (3.4.24) также является первым

интегралом системы (3.4.22). При λ1 = λ1
4 �= −b каждая из функций

w2
4 + w2

3 + (b− λ1)w4Δ(α)− λ0
4Δ

2(α) (3.4.26)

и (3.4.24) по отдельности не является первым интегралом системы (3.4.7), однако их отношение
является первым интегралом системы (3.4.7) (при κ = −1) при любых λ1 = λ1

4, b.

Найдем явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего порядка (3.4.7) при
κ = −1, λ1 = λ1

4. Для этого преобразуем для начала инвариантное соотношение (3.4.20) при
u1 �= 0 следующим образом:

(
u2 +

−λ1 + b

2

)2

+

(
u1 +

C1

2

)2

=
(λ1 − b)2 + C2

1

4
+ λ0

4. (3.4.27)

Видно, что параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

(λ1 − b)2 + C2
1 + 4λ0

4 � 0, (3.4.28)

и фазовое пространство системы (3.4.7) расслаивается на семейство поверхностей, задаваемых
равенством (3.4.27).
Таким образом, в силу соотношения (3.4.20) первое уравнение системы (3.4.16) при услови-

ях (3.4.11) и (3.4.12) и при κ = −1, λ1 = λ1
4 примет вид

−Δ(α)

Δ̃(α)

du2
dα

=
2(λ0

4 − (λ1 − b)u2 + u22) + C1U1(C1, u2)

u2 + b
, (3.4.29)

U1(C1, u2) =
1

2

{
−C1 ±

√
C2
1 − 4(u22 − (λ1 − b)u2 − λ0

4)

}
; (3.4.30)
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при этом постоянная интегрирования C1 выбирается из условия (3.4.28). Поэтому квадратура
для поиска дополнительного первого интеграла системы (3.4.7) примет вид

−
∫

dΔ(α)

Δ(α)
=

∫
(b+ u2)du2

2(λ0
4 − (λ1 − b)u2 + u22) + C1{−C1 ±

√
C2
1 − 4(u22 − (λ1 − b)u2 − λ0

4)}/2
. (3.4.31)

Левая часть (с точностью до аддитивной постоянной), очевидно, равна − ln |Δ(α)|. Если

u2 − λ1 − b

2
= r1, b21 = (λ1 − b)2 + C2

1 + 4λ0
4, (3.4.32)

то правая часть равенства (3.4.31) примет вид

− 1

4

∫
d(b21 − 4r21)

(b21 − 4r21)± C1

√
b21 − 4r21

+ b

∫
dr1

(b21 − 4r21)± C1

√
b21 − 4r21

=

= −1

2
ln

∣∣∣∣∣
√

b21 − 4r21
C1

± 1

∣∣∣∣∣∓
b

2
I1, (3.4.33)

I1 =

∫
dr3√

b21 − r23(r3 ± C1)
, r3 =

√
b21 − 4r21 . (3.4.34)

При вычислении интеграла (3.4.34) возможны три случая.
I. (λ1 − b)2 > −4λ0

4:

I1 = − 1

2
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
4

ln

∣∣∣∣∣
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
4 +

√
b21 − r23

r3 ± C1
± C1√

(λ1 − b)2 + 4λ0
4

∣∣∣∣∣+

+
1

2
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
4

ln

∣∣∣∣∣
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
4 −

√
b21 − r23

r3 ± C1
∓ C1√

(λ1 − b)2 + 4λ0
4

∣∣∣∣∣+ const. (3.4.35)

II. (λ1 − b)2 < −4λ0
4:

I1 =
1√

−4λ0
4 − (λ1 − b)2

arcsin
±C1r3 + b21
b1(r3 ± C1)

+ const. (3.4.36)

III. (λ1 − b)2 = −4λ0
4:

I1 = ∓
√

b21 − r23
C1(r3 ± C1)

+ const. (3.4.37)

Возвращаясь к переменной

r1 =
z3

Δ(α)
− λ1 − b

2
, (3.4.38)

имеем окончательный вид для величины I1:
I. (λ1 − b)2 > −4λ0

4:

I1 = − 1

2
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
4

ln

∣∣∣∣∣
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
4 ± 2r1√

b21 − 4r21 ± C1

± C1√
(λ1 − b)2 + 4λ0

4

∣∣∣∣∣+

+
1

2
√

(λ1 − b)2 + 4λ0

ln

∣∣∣∣∣
√

(λ1 − b)2 + 4λ0
4 ∓ 2r1√

b21 − 4r21 ± C1

∓ C1√
(λ1 − b)2 + 4λ0

4

∣∣∣∣∣+ const. (3.4.39)

II. (λ1 − b)2 < −4λ0
4:

I1 =
1√

−4λ0
4 − (λ1 − b)2

arcsin
±C1

√
b21 − 4r21 + b21

b1(
√

b21 − 4r21 ± C1)
+ const. (3.4.40)

III. (λ1 − b)2 = −4λ0
4:

I1 = ∓ 2r1

C1(
√

b21 − 4r21 ± C1)
+ const. (3.4.41)
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Итак, мы нашли дополнительный первый интеграл для системы третьего порядка (3.4.7) при
вышеперечисленных условиях (в том числе, при κ = −1, λ1 = λ1

4) — предъявлен полный на-
бор первых интегралов, являющихся трансцендентными функциями своих фазовых переменных
(см. [17, 52, 59, 63]).

Замечание 3.6. В выражение найденного дополнительного первого интеграла формально
можно вместо C1 подставить левую часть первого интеграла (3.4.20). Тогда полученный допол-
нительный первый интеграл имеет следующий структурный вид:

Θ2(w4, w3;α) = G

(
Δ(α),

w4

Δ(α)
,

w3

Δ(α)

)
= C2 = const. (3.4.42)

Выражение первого интеграла (3.4.42) через конечную комбинацию элементарных функций за-
висит не только от вычисления квадратур, но также и от явного вида функции Δ(α) (а она,
в принципе, может быть функцией неэлементарной).

Таким образом, для интегрирования системы восьмого порядка (3.4.7)–(3.4.10) при некоторых
условиях уже найдены два независимых первых интеграла системы (3.4.7). Для полной же ее
интегрируемости достаточно найти по одному первому интегралу — для систем (3.4.8) и (3.4.9)
(меняя в них независимые переменные), становящихся независимыми подсистемами после со-
ответствующих замен независимого переменного, а также еще один (дополнительный) первый
интеграл, «привязывающий» уравнение (3.4.10).
Первые интегралы для систем (3.4.8) и (3.4.9) будут иметь следующий вид:

Θs+2(ws;βs) =

√
1 + w2

s

Ψs(βs)
= Cs+2 = const, s = 1, 2; (3.4.43)

о функциях Ψs(βs), s = 1, 2, см. (??), (??).
В предыдущих переменных z первые интегралы (3.4.43) будут выглядеть следующим образом:

Θ′
3(z3, z2, z1;β1) =

√
z21 + z22 + z23√
z21 + z22Ψ1(β1)

= C ′
3 = const,

Θ′
4(z2, z1;β2) =

√
z21 + z22

z1Ψ2(β2)
= C ′

4 = const.

(3.4.44)

Дополнительный первый интеграл, «привязывающий» уравнение (3.4.10), находится по аналогии
с (??):

Θ5(β2, β3) = β3 ±
β2∫

β2,0

C4h(b)√
C2
3Ψ

2
2(b)− C2

4

db = C5 = const, (3.4.45)

где после взятия интеграла (3.4.45) вместо постоянных C3, C4 можно формально подставить
левые части равенств (3.4.43) (или (3.4.44)) при s = 1, 2 соответственно.
Итак, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (3.4.7)—(3.4.10) имеет пять

первых интегралов, являющихся, вообще говоря, трансцендентными функциями фазовых пере-
менных (в смысле комплексного анализа). Теорема 3.2 доказана. �

Заключение

Как известно, понятию интегрируемости придают различные значения в соответствии с тем,
в каких функциях производится интегрирование (аналитических, гладких, мероморфных и др.;
см. [3,4,16,66,67]). В данной работе обсуждается вопрос интегрируемости систем обыкновенных
дифференциальных уравнений в классе трансцендентных функций, т.е. функций, которые после
продолжения в комплексную область имеют существенно особые точки. Понятие интегрируемо-
сти в классе трансцендентных функций возникает по причине наличия у системы асимптотиче-
ских (или притягивающих, или отталкивающих) предельных множеств, т.е. множеств размерно-
сти d � 1, или притягивающих, или отталкивающих некоторые области фазового пространства
(см. [68, 69, 73]).
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Более того, если разрыв трансцендентных интегралов происходит на асимптотических пре-
дельных множествах, размерностей d � 1, то удается выяснить наличие в системе, например,
предельных циклов. И хотя в последнем случае трансцендентный первый интеграл, как правило,
не выражается через элементарные функции, он имеет многообразие неизолированных суще-
ственно особых точек.
В работе проанализированы как уже известные ранее работы автора, так и полученные впер-

вые случаи интегрируемости систем с диссипацией разного знака на касательном расслоении
к четырехмерному гладкому многообразию, являющемуся пространством положений (конфигу-
рационным пространством) рассматриваемой динамической системы. При этом в работе только
что был применен следующий подход. Мы начинаем рассмотрение систем, в которых отсутствует
какое-либо («внешнее» или «внутреннее») силовое поле (т.е. мы изучаем по сути дела геодези-
ческие потоки). В дальнейшем мы переходим к системам, в которых уже присутствует внешнее
силовое поле, но только консервативное. В результате же дальнейшего анализа мы проводим ис-
следование систем, в которых появляется внешнее неконсервативное силовое поле, обладающее
диссипацией, причем разных знаков (так называемая (знако)переменная диссипация) (ср. [72,74]).
В следующих работах автора будут получены аналогичные результаты и в системах более

высокого порядка (ср. [18, 58, 63, 69, 72]). Более того, в данном случае в многомерных системах
будет присутствовать силовое поле существенно неконсервативное, в отличие от монографий
автора [67, 68].
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