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Аннотация. Работа является второй частью обзора по вопросам интегрируемости систем с лю-
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В первой части подробно изложена порождающая задача из динамики многомерного твердого те-
ла, помещенного в неконсервативное поле сил. В данной второй части рассмотрены более общие
динамические системы на касательных расслоениях к n-мерной сфере. В третьей части, которая
будет опубликована в следующем выпуске, рассмотрены динамические системы на касательных
расслоениях к достаточно обширному классу других гладких многообразий. Доказаны теоремы
о достаточных условиях интегрируемости рассматриваемых динамических систем в классе транс-
цендентных функций.
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Введение. Данная работа является обзорной по проблеме интегрируемости неконсервативных
систем с n степенями свободы (ранее были опубликованы аналогичные работы по системам с че-
тырьмя и пятью степенями свободы). Если конфигурационное многообразие системы — гладкое
n-мерное многообразие, то его касательное (кокасательное) расслоение имеет естественную струк-
туру фазового пространства системы, увеличивая вдвое количество фазовых переменных.
Поскольку мы имеем дело с неконсервативными системами, а именно с системами, в которых

в определенном роде присутствует так называемая диссипация переменного знака (в одних об-
ластях фазового пространства присутствует «собственно» диссипация — некое рассеяние полной
энергии, которая не сохраняется, а в других — подкачка энергии, т.е. формально — «рассеяние»
с противоположным знаком), то ни о каком полном списке даже непрерывных (автономных)
первых интегралов не может идти и речи (см. [6, 22, 30, 33]).
Работа состоит из трех частей. В первой части (см. [71]) проведен достаточно подробный ана-

лиз некоторой естественной порождающей задачи из динамики n-мерного твердого тела, поме-
щенного в неконсервативное поле сил, при этом в системе присутствует также гладкое управле-
ние. При естественных предположениях данная задача редуцируется к динамическим системам
на касательном расслоении (n − 1)-мерной сферы и обладает полным набором, вообще говоря,
трансцендентных первых интегралов, выражающихся через конечные комбинации элементарных
функций. Трансцендентность в данном случае понимается в смысле теории функций комплекс-
ного переменного, когда у функции имеются существенно особые точки (см. также [5,24,31,41]).
В данной второй части рассмотрены более общие динамические системы на касательном рас-

слоении к n-мерной сфере. Указанные системы обобщают системы, рассмотренные ранее в первой
части. При этом системы более общего вида включают также и классическую задачу о движении
точки по n-мерной сфере, где при некоторых условиях также получены полные наборы, вообще
говоря, трансцендентных первых интегралов (см. также [50,51, 53]).
В заключительной третьей части, которая будет опубликована в следующем выпуске, рас-

смотрены динамические системы на касательных расслоениях к достаточно обширным классам
гладких n-мерных многообразий; для таких систем также предъявлены достаточные условия
интегрируемости.

2. Более общий класс динамических систем на касательном расслоении
многомерной сферы

Как известно, в динамике систем со многими степенями свободы часто возникают системы
с пространствами положений — конечномерными сферами. Таким образом, фазовыми простран-
ствами таких систем становятся касательные расслоения к данным сферам. Так, например, изуче-
ние n-мерного маятника на обобщенном сферическом шарнире приводит к динамической системе
на касательном расслоении к (n − 1)-мерной сфере. При этом динамические системы, описы-
вающие движение такого маятника, обладают знакопеременной диссипацией, и полный список
первых интегралов состоит из трансцендентных функций, выражающихся через конечную ком-
бинацию элементарных функций (см. [7, 17, 18, 73]).
Рассмотренные ранее автором задачи из динамики и свободного n-мерного твердого тела

в неконсервативном силовом поле также породили системы на касательном расслоении к (n−1)-
мерной сфере. При этом исследование проводилось, начиная от систем при отсутствии силового
поля, и продолжалось системами при наличии неконсервативных силовых полей с дополнитель-
ными группами симметрий (см. [20, 23, 37]).
Построение неконсервативного силового поля, действующего на n-мерное твердое тело, опира-

ется на результаты из динамики реальных твердых тел, находящихся, в поле силы воздействия
среды. Становится возможным изучение уравнений движения для n-мерного тела в аналогич-
но построенном поле сил и получение полного набора, вообще говоря, трансцендентных первых
интегралов, выражающихся через конечную комбинацию элементарных функций. Полученные
результаты особенно важны в смысле присутствия в системе именно неконсервативного силового
поля (см. [42, 43, 45]).
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Естественным образом в рассматриваемый класс задач помещается классическая задача о дви-
жении материальной точки по поверхности (n− 1)-мерной сферы, вложенной во объемлющее n-
мерное пространство, вообще говоря, в неконсервативном поле сил.
В данном разделе показана интегрируемость некоторых классов динамических систем, возни-

кающих в динамике n-мерного твердого тела, а также в динамике точки, на касательном рассло-
ении к (n−1)-мерной сфере. При этом рассматриваемые силовые поля обладают так называемой
переменной диссипацией с нулевым средним и обобщают ранее рассмотренные.

2.1. Уравнения геодезических на касательном расслоении к n-мерному многообра-
зию. Рассмотрим гладкое n-мерное риманово многообразие Mn с метрикой gij , которая в за-
данных локальных координатах x = (x1, . . . , xn) на многообразии порождает аффинную связ-
ность Γi

jk(x). Рассмотрим также касательное расслоение T∗Mn{zn, . . . , z1;x1, . . . , xn}, где z =

(zn, . . . , z1)—координаты в касательном пространстве.
Если zi = ẋi, i = 1, . . . , n, то уравнения геодезических линий на нем примут вид (дифференци-

рование в данном случае выполняется по натуральному параметру)

ẍi +
n∑

j,k=1

Γi
jk(x)ẋ

j ẋk = 0, i = 1, . . . , n. (2.1.1)

2.2. Системы на касательном расслоении к (n− 1)-мерной сфере. Рассмотрим следую-
щую систему (2.2.1), (2.2.2) порядка 2(n − 1):

α̇ = −zn−1 + bg(α), (2.2.1a)

żn−1 = F (α)− (z21 + . . .+ z2n−2)f(α), (2.2.1b)

żn−2 = zn−2zn−1f(α) + (z21 + . . .+ z2n−3)f(α), (2.2.1c)

żn−3 = zn−3zn−1f(α)− zn−3zn−2f(α)
cos β1
sin β1

− (z21 + . . .+ z2n−4)f(α)
1

sin β1

cos β2
sin β2

, (2.2.1d)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ż1 = z1f(α)

{n−2∑

s=1

(−1)s+1zn−s
cos βs−1

sin β1 . . . sin βs−1

}
, (2.2.1e)

β̇1 = zn−2f(α), (2.2.2a)

β̇2 = −zn−3f(α)
1

sin β1
, (2.2.2b)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β̇n−2 = (−1)n+1z1f(α)
1

sin β1 . . . sinβn−3
, (2.2.2c)

на касательном расслоении T∗Sn−1{zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2} к (n− 1)-мерной сфере

Sn−1{α, β1, . . . , βn−2 : 0 � α, β1, . . . , βn−3 � π, βn−2 mod 2π}.
Функции F (α), f(α) и g(α)— 2π-периодические, достаточно гладкие, за исключением, быть мо-
жет, точек α = 0 mod π/2, b � 0. Функция f(α) определяет метрику на сфере, а функции F (α)
и g(α)— (внешнее) силовое поле. О задачах как с внешним, так и внутренним полями см. также
в [61,62, 65].
Первое уравнение подсистемы (2.2.1) и подсистема (2.2.2) задают координаты zn−1, . . . , z1 в ка-

сательном пространстве к сфере (являются обобщенными кинематическими соотношениями).
При этом система (2.2.1), (2.2.2) без последнего уравнения является независимой подсистемой
порядка 2n− 3 (ввиду цикличности переменной βn−2).
Система (2.2.1), (2.2.2) также может быть представлена в маятниковом виде:
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α̈− bα̇g̃(α) + F (α)−
−

[
β̇2
1 + β̇2

2 sin
2 β1 + β̇2

3 sin
2 β1 sin

2 β2 + . . . + β̇2
n−2 sin

2 β1 . . . sin
2 βn−3

] 1

f(α)
= 0, (2.2.3a)

β̈1 − bβ̇1g(α)f(α) + α̇β̇1

[
f2(α)− f̃(α)

f(α)

]
−

[
β̇2
2 + β̇2

3 sin
2 β2+

+ β̇2
4 sin

2 β2 sin
2 β3 + . . .+ β̇2

n−2 sin
2 β2 . . . sin

2 βn−3

]
sin β1 cos β1 = 0, (2.2.3b)

β̈2 − bβ̇2g(α)f(α) + α̇β̇2

[
f2(α)− f̃(α)

f(α)

]
+ 2β̇1β̇2

cos β1
sin β1

−
[
β̇2
3 + β̇2

4 sin
2 β3+

+ β̇2
5 sin

2 β3 sin
2 β4 + . . . + β̇2

n−2 sin
2 β3 . . . sin

2 βn−3

]
sin β2 cos β2 = 0, (2.2.3c)

β̈3 − bβ̇3g(α)f(α) + α̇β̇3

[
f2(α)− f̃(α)

f(α)

]
+ 2β̇1β̇3

cos β1
sin β1

+ 2β̇2β̇3
cos β2
sin β2

−
[
β̇2
4 + β̇2

5 sin
2 β4+

+ β̇2
6 sin

2 β4 sin
2 β5 + . . .+ β̇2

n−2 sin
2 β4 . . . sin

2 βn−3

]
sin β3 cos β3 = 0, (2.2.3d)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

β̈n−4 − bβ̇n−4g(α)f(α) + α̇β̇n−4

[
f2(α)− f̃(α)

f(α)

]
+ 2β̇1β̇n−4

cos β1
sin β1

+ . . .+

+ 2β̇n−5β̇n−4
cos βn−5

sin βn−5
−

[
β̇2
n−3 + β̇2

n−2 sin
2 βn−3

]
sin βn−4 cos βn−4 = 0, (2.2.3e)

β̈n−3 − bβ̇n−3g(α)f(α) + α̇β̇n−3

[
f2(α)− f̃(α)

f(α)

]
+ 2β̇1β̇n−3

cos β1
sin β1

+ . . .+

+ 2β̇n−4β̇n−3
cos βn−4

sin βn−4
− β̇2

n−2 sin βn−3 cos βn−3 = 0, (2.2.3f)

β̈n−2 − bβ̇n−2g(α)f(α) + α̇β̇n−2

[
f2(α)− f̃(α)

f(α)

]
+

+ 2β̇1β̇n−2
cos β1
sin β1

+ . . .+ 2β̇n−3β̇n−2
cos βn−3

sin βn−3
= 0, (2.2.3g)

где

g̃(α) =
dg(α)

dα
, f̃(α) =

df(α)

dα
.

2.3. Первые интегралы, метрики и силовые поля. При b = 0 система (2.2.1), (2.2.2)
является консервативной и обладает полным набором (n штук) первых интегралов:

F1(zn−1, . . . , z1;α) = z21 + . . .+ z2n−1 + 2

α∫

α0

F (ξ)dξ = C1 = const,

F2(zn−2, . . . , z1;α) =
√
z21 + . . . + z2n−2 exp

α∫

α0

f(ξ)dξ = C2 = const,
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F3(zn−3, . . . , z1;α, β1) =
√
z21 + . . .+ z2n−3 exp

α∫

α0

f(ξ)dξ · sin β1 = C3 = const,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Fn−1(z1;α, β1, . . . , βn−3) = z1 exp

α∫

α0

f(ξ)dξ · sin β1 . . . sin βn−3 = Cn−1 = const,

Fn(zn−1, . . . , z1;α, β1, . . . , βn−2) = Cn = const.

При b > 0 система (2.2.1), (2.2.2) перестает быть консервативной и является динамической систе-
мой с переменной диссипацией с нулевым средним.
Выделим два существенных случая для функции f(α), определяющей метрику на сфере:

f(α) =
cosα

sinα
, (2.3.1)

f(α) =
1

cosα sinα
. (2.3.2)

Случай (2.3.1) формирует класс систем, соответствующих движению динамически симметрич-
ного n-мерного твердого тела на нулевых уровнях первых интегралов (т.е. при наличии допол-
нительных групп симметрий), вообще говоря, в неконсервативном поле сил (см. часть 1 данной
работы: [71]).
Случай (2.3.2) формирует класс систем, соответствующих движению материальной точки на

(n− 1)-мерной сфере, вложенной во объемлющее n-мерное пространство, также, вообще говоря,
в неконсервативном поле сил. При этом в последнем случае метрика на сфере индуцируется
естественным образом евклидовой метрикой объемлющего n-мерного пространства. В частности,
при g(α) ≡ F (α) ≡ 0 система (2.2.1), (2.2.2) описывает геодезический поток на (n − 1)-мерной
сфере.

Замечание 2.3.1. В случае (2.3.1), если

g(α) =
F (α)

cosα
, (2.3.3)

то система (2.2.1), (2.2.2) описывает движение свободного n-мерного твердого тела в силовом
поле под действием следящей силы. В частности, если

F (α) = sinα cosα, g(α) = sinα, (2.3.4)

то система (2.2.1), (2.2.2) описывает также закрепленный n-мерный маятник на обобщенном сфе-
рическом шарнире, помещенный в поток набегающей среды, заполняющей n-мерное простран-
ство, и обладает полным набором трансцендентных первых интегралов, выражающихся через
конечную комбинацию элементарных функций. Трансцендентность в данном случае понимается
в смысле комплексного анализа, когда функция имеет существенно особые точки, соответству-
ющие имеющимся притягивающим или отталкивающим (асимптотическим) предельным множе-
ствам системы (2.2.1), (2.2.2).

Для полного интегрирования системы (2.2.1), (2.2.2) необходимо знать, вообще говоря, 2n− 3
независимых первых интегралов. Однако после следующей замены переменных в касательном
пространстве

w1 =
zn−2√

z21 + . . .+ z2n−3

, w2 =
zn−3√

z21 + . . .+ z2n−4

,

wn−4 =
z3√

z21 + z22
, wn−3 =

z2
z1

, wn−2 = w =
√

z21 + . . .+ z2n−2, wn−1 = zn−1,

(2.3.5)
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система (2.2.1), (2.2.2) распадается следующим образом:
⎧
⎪⎨

⎪⎩

α̇ = −wn−1 + g(α),

ẇn−1 = F (α)− w2
n−2f(α),

ẇn−2 = wn−2wn−1f(α),

(2.3.6)

⎧
⎪⎨

⎪⎩
ẇk = dk

1 + w2
k

wk

cos βk
sin βk

,

β̇k = dk, k = 1, . . . , n − 3,

(2.3.7)

β̇n−2 = (−1)n+1Z1f(α)
1

sin β1 sin β2 . . . sin βn−3
, (2.3.8)

где Z1(w1, . . . , wn−1) = z1 в силу замены (2.3.5), dk, k = 1, . . . , n−3, — некоторые гладкие функции
на своей области определения.
Видно, что для полной интегрируемости системы (2.3.6)–(2.3.8) достаточно указать два неза-

висимых первых интеграла системы (2.3.6), по одному — для систем (2.3.7) (т.е. n − 3 штуки),
и дополнительный первый интеграл, «привязывающий» уравнение (2.3.8)(т.е. всего n).

2.4. Случай (2.3.1). Пусть выполнены следующие условия на силовое поле:

F (α) = sinm α cosα, g(α) = sina α, m = 2a− 1, m, a ∈ R. (2.4.1)

В частности, при m = a = 1 получаем случай (2.3.4).

Теорема 2.4.1. В случаях (2.3.1), (2.4.1) система (2.2.1), (2.2.2) обладает полным набором
(n штук), вообще говоря, трансцендентных независимых первых интегралов.

Следствие 2.4.1. Система (2.2.3) при условиях (2.3.1), (2.4.1) обладает n, вообще говоря,
трансцендентными независимыми первыми интегралами.

Действительно, если сделать замены переменных

τ = sinα, wn−2 = u1τ
a, wn−1 = u2τ

a,

то поиск ключевого первого интеграла

Φ1(wn−1, wn−2;α) = C1

системы (2.3.6) приведет к уравнению Абеля (см. [29])

[(a+ 1)u2 − ab]u1du2 = [1− u21 + au22 − abu2]du1, (2.4.2)

общее решение которого u1 = U1(u2) если и интегрируется через конечную комбинацию элемен-
тарных функций, то выписывается, вообще говоря, громоздко. Несмотря на это, дополнительный
первый интеграл

Φ2(wn−1, wn−2;α) = C2

системы (2.3.6) находится из квадратуры
dτ

τ
=

(b− u2)du2
1− U2

1 (u2) + au22 − abu2
. (2.4.3)

Первые интегралы для систем (2.3.7) имеют вид

Φk+2(wk;βk) =

√
1 + w2

k

sin βk
= Ck+2 = const, k = 1, . . . , n − 3, (2.4.4)

а дополнительный первый интеграл

Φn(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = Cn,

«привязывающий» уравнение (2.3.8), найдется из равенства
dβn−2

dβn−3
= − z1

z2 sin βn−3
; (2.4.5)
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при этом, используя первый интеграл (2.4.4) при k = n− 4, n− 3, окончательно получим его вид:

Φn(βn−3, βn−2) = βn−2 ± arctg
Cn−1 cos βn−3√

C2
n−2 sin

2 βn−3 − C2
n−1

= Cn = const. (2.4.6)

В частности, при a = 1 равенство (2.4.2) влечет существование первого интеграла

Φ1

(wn−1

sinα
,
wn−2

sinα

)
=

w2
n−1 + w2

n−2 − bwn−1 sinα+ sin2 α

wn−2 sinα
= C1 = const.

2.5. Случай (2.3.2). Пусть выполнены следующие условия на силовое поле:

F (α) =
sin2k−1 α

cos2k+1 α
, g(α) =

sink α

cosk α
, k ∈ R. (2.5.1)

Теорема 2.5.1. В случаях (2.3.2), (2.5.1) система (2.2.1), (2.2.2) обладает полным набором
(n штук), вообще говоря, трансцендентных независимых первых интегралов.

Следствие 2.5.1. Система (2.2.3) при условиях (2.3.2), (2.5.1) обладает n, вообще говоря,
трансцендентными независимыми первыми интегралами.

Действительно, если сделать замены переменных

τ = sinα, wn−2 = u1

(
τ√

1− τ2

)k

, wn−1 = u2

(
τ√

1− τ2

)k

,

то поиск ключевого первого интеграла Φ1(wn−1, wn−2;α) = C1 системы (2.3.6) приведет к урав-
нению Абеля (2.4.2) (только с подстановкой a ↔ k), общее решение которого u1 = U1(u2) выпи-
сывается, вообще говоря, громоздко. Несмотря на это, дополнительный первый интеграл

Φ2(wn−1, wn−2;α) = C2

системы (2.3.6) находится из квадратуры
dτ

τ(1− τ2)
=

(b− u2)du2
1− U2

1 (u2) + ku22 − kbu2
.

Первые интегралы для систем (2.3.7) имеют вид (2.4.4), а дополнительный первый интеграл

Φn(wn−1, . . . , w1;α, β1, . . . , βn−2) = Cn,

«привязывающий» уравнение (2.3.8), найдется из равенства (2.4.5), при этом, используя первый
интеграл (2.4.4) при k = n− 3, n − 4, окончательно получим его в виде (2.4.6).
В частности, при k = 1 равенство (2.4.2) (a ↔ k) влечет существование первого интеграла

Φ1

(wn−1 cosα

sinα
,
wn−2 cosα

sinα

)
=

(w2
n−1 +w2

n−2) cos
2 α− bwn−1 sinα cosα+ sin2 α

wn−2 sinα cosα
= C1 = const.

В предыдущих работах автора [60, 64] уже рассматривались задачи о движении свободного n-
мерного твердого тела в неконсервативном поле сил при наличии следящей силы, сводящиеся
к динамическим системам на касательных расслоениях к (n − 1)-мерной сфере. Данная работа
присоединяет к данной задаче динамики многомерного твердого тела задачу о движении точки
по (n− 1)-мерной сфере в более общих, чем ранее, неконсервативных силовых полях.
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