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Глава 3

СТАБИЛИЗАЦИЯ СТАЦИОНАРНЫХ ДВИЖЕНИЙ СПУТНИКА
В ГЕОМАГНИТНОМ ПОЛЕ

3.3. Стабилизация положения относительного равновесия спутника
при помощи магнитных и лоренцевых моментов

Рассмотрим стабилизацию относительного равновесия спутника при совместном использова-
нии магнитных катушек и экрана, обладающего электрическим зарядом.
Управляющий момент M = Mc

m + Mq
m создается как за счет взаимодействия собственного

дипольного магнитного момента спутника с магнитным полем Земли (Mc
m) (1.1.6), так и силами

Лоренца, действующими на заряженную поверхность спутника (Mq
m) (1.1.7). Линеаризованные

выражения моментов Mc
m, M

q
m имеют вид (1.1.14), (1.1.15).

3.3.1. Линеаризованные уравнения. Линеаризованные уравнения управляемого движения
имеют вид

ẍ1 − d1ẋ3 − κ1x1 = μ0[2β1u2sτ + β4u3 − b1v2 + b2v3sτ ],

ẍ3 + d3ẋ1 − κ3x3 = −μ0[β5u1 + β3u2cτ − b̃2v1sτ ],

ẍ2 − κ2x2 = μ0[−2β2u1sτ + β2u3cτ + b̃1v1].

(3.3.1)

Здесь

x1 = θ2, x2 = θ3, x3 = θ1; d1 =
d

J1
, d3 =

d

J3
, d = J2 − J1 − J3;

κ1 = 4
J3 − J2

J1
, κ2 = 3

J3 − J1
J2

, κ3 =
J1 − J2

J3
;

βj =
sI

Jj
(j = 1, 2, 3), β4 =

cI

J1
, β5 =

cI

J3
;

b1 =
qRω0cI

J1
, b2 =

2qRω0sI

J1
; b̃1 =

qRω0cI

J2
, b̃2 =

2qRω0sI

J3
.

Представим систему (3.3.1) в виде двух подсистем

ξ̇(1) = A(1)ξ(1) +B(1)
u u+B(1)

v v, (3.3.2)

ξ̇(2) = A(2)ξ(2) +B(2)
u u+B(2)

v v. (3.3.3)

Здесь

ξ(1) =
[
x1 x3 ẋ1 ẋ3

]�
, ξ(2) =

[
x2 ẋ2

]�

A
(4×4)

(1) =

[
O2 E2

A21 A22

]
, A21 = diag(κ1, κ3), A22 =

[
0 d1

−d3 0

]
, A(2) =

[
0 1
κ2 0

]
,



86 В. М. МОРОЗОВ, В. И. КАЛЕНОВА, М. Г. РАК

B(1)
u = μ0

⎡

⎢
⎢
⎣

0 0 0
0 0 0
0 2β1sτ β4

−β5 −β3cτ 0

⎤

⎥
⎥
⎦ , B(1)

v = μ0

⎡

⎢
⎢
⎣

0 0 0
0 0 0
0 −b1 b2sτ

b̃2sτ 0 0

⎤

⎥
⎥
⎦ ,

B(2)
u = μ0

[
0 0 0

−2β2sτ 0 β2cτ

]
, B(2)

v = μ0

[
0 0 0

b̃1 0 0

]
.

Требуется построить управление, обеспечивающее асимптотическую устойчивость положения
относительного равновесия.
Для построения стабилизирующего управления применим тот же метод, который использо-

вался в разделе 3.1.

3.3.2. Приведение к стационарной системе. Введем новые переменные yj (j = 1, . . . , 9) по
формулам x1 = y1cτ + y3sτ + y5, x3 = y2cτ + y4sτ + y6, x2 = y7cτ + y8sτ + y9.
Дважды дифференцируя эти соотношения, подставляя их в систему (3.3.1) и приравнивая

коэффициенты при функциях cos τ , sin τ , 1 получим
ÿ1 − κ̄1y1 − d1ẏ2 + 2ẏ3 − d1y4 = 0,

ÿ2 − κ̄3y2 + d3ẏ1 + 2ẏ4 + d3y3 = −μ0β3u2,

ÿ3 − κ̄1y3 − d1ẏ4 − 2ẏ1 + d1y2 = 2μ0β1u2 + μ0b2v3,

ÿ4 − κ̄3y4 + d3ẏ3 − 2ẏ2 − d3y1 = −μ0b̃2v1,

(3.3.4)

ÿ9 − κ2y9 = μ0b̃1v1, (3.3.5)
ÿ5 − κ1y5 − d1ẏ6 = μ0β4u3 − μ0b1v2,

ÿ6 − κ3y6 + d3ẏ5 = −μ0β5u1,
(3.3.6)

ÿ7 − κ̄2y7 + 2ẏ8 = μ0β2u3,

ÿ8 − κ̄2y8 − 2ẏ7 = −2μ0β2u1,

κ̄i = κi + 1 (i = 1, 2, 3).

(3.3.7)

Стационарная система (3.3.4)–(3.3.7) состоит из двух независимых систем (3.3.4), (3.3.5) и (3.3.6),
(3.3.7), в которые входят управления u2, v1, v3 и u1, u3, v2 соответственно.
Для построения алгоритмов управления преобразуем теперь системы (3.3.2), (3.3.3) к стацио-

нарной системе. Введем векторы

z
(8×1)

(1) = [z1, z2, z3, z4, z7, . . . , z10]
�; z

(4×1)

(2) = [z13, . . . , z16]
�;

z
(4×1)

(3) = [z5, z6, z11, z12]
�; z

(2×1)

(4) = [z17, z18]
�.

Переменные ξ(1), ξ(2), удовлетворяющие системе (3.3.2), (3.3.3), связаны с переменными zj (j =
1, . . . , 18) соотношениями

ξ(1)

(4×1)
= F�

1 z(1) + z(3), ξ(2)

(2×1)
= F�

2 z(2) + z(4). (3.3.8)

Здесь

F�
1

(4×8)

=

[
cτE2 sτE2 O2 O2

O2 O2 cτE2 sτE2

]
, F�

2
(2×4)

=
[
cτE2 sτE2

]
.

В переменных zj (j = 1, . . . , 18) система стационарна и имеет вид

ż(1) = G(1)z(1) +B(1)V1, (3.3.9)

ż(4) = G(4)z(4) +B(4)V1, (3.3.10)

ż(2) = G(2)z(2) +B(2)U1, (3.3.11)

ż(3) = G(3)z(3) +B(3)U1. (3.3.12)
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Здесь V1 = [u2, v1, v3]
�, U1 = [u1, u3, v2]

�,

G(1) =

[
G11 E4

G21 G22

]
, B(1) =

[
O43

B
(1)
2

]
, B

(1)
2 = μ0

⎡

⎢⎢
⎣

, 0 0 0
−β3 0 0
2β1 0 b2
0 b̃2 0

⎤

⎥⎥
⎦ , G11 =

[
O2 −E2

E2 O2

]
,

G21 =

[
A21 O2

O2 A21

]
, G22 =

[
A22 −E2

E2 A22

]
, G(2) =

[
A(2) −E2

E2 A(2)

]
, B(2) = μ0

⎡

⎢
⎢
⎣

0 0 0
0 β2 0
0 0 0

−2β2 0 0

⎤

⎥
⎥
⎦ ,

G(3) =

[
O2 E2

A21 A22

]
, B(3) = μ0

⎡

⎢
⎢
⎣

0 0 0
0 0 0
0 β4 −b1

−β5 0 0

⎤

⎥
⎥
⎦ , G(4) = A(2); B(4) = μ0

[
0 0 0

0 b̃1 0

]
.

Эта стационарная система состоит из двух независимых групп (3.3.19), (3.3.10) с управлением
V1 и (3.3.11), (3.3.12) с управлением U1.

Замечание 3.1. Если системы (3.3.4)–(3.3.7) представить в виде системы первого порядка, то
нетрудно показать, что полученная система будет связана с системой (3.3.9)–(3.3.12) невырож-
денным преобразованием с постоянной матрицей.

3.3.3. Управляемость. Управляемость в рассматриваемой задаче можно исследовать как ис-
ходя из нестационарной системы, так и анализируя приведенные стационарные системы.
Применяя критерий Красовского (см. [13]), нетрудно показать, что, если орбита не является

ни полярной (I = π/2), ни экваториальной (I = 0), то нестационарная система (3.3.2), (3.3.3)
управляема при наличии всех шести управляющих воздействий uj , vj (j = 1, 2, 3).

1. Если орбита экваториальная (I = 0), то система (3.3.1) становится стационарной (βj = 0

(j = 1, 2, 3) b2 = b̃2 = 0).
В этом случае управления u2, v3 в систему не входят; на переменную x2 действует управле-

ние v1, а для переменных x1, x3 —управления u1, u3, v2.
Необходимым условием управляемости является наличие управления v1, т. е. если лоренце-

вых сил нет, то система неуправляема (см. п. 3.1).
При отсутствии магнитных моментов (uj = 0) сиcтема управляема только при наличии

лоренцевых сил, если выполнены условия J2 �= J1 + J3 и J1 �= J2. (см. п. 3.2).
2. Если орбита полярная (I = π/2), то система (3.3.1) расщепляется на две независимые группы:
уравнения для переменных x1, x3 с управлениями u2, v1, v3; уравнения для x2 с управлениями
u1, u3. Управление v2 в систему не входит.

Представим уравнение для переменной x2 системы (3.3.1) в виде

η̇1 = η2, η̇2 = κ2η1 − 2β2u1sτ + β2u3cτ.

Применяя критерий (см. [13]), нетрудно получить, что эта система управляема при наличии хотя
бы одного управления u1 или u3. При отсутствии магнитного управления (u1 = u3 = 0) система
неуправляема.
Аналогично, для переменных x1, x3 можно показать, что система управляема при наличии

управлений u2, v1, v3. В [20] показано, что при отсутствии лоренцевых моментов (v1 = v3 = 0),
система также управляема, если u2 �= 0.
Итак, на экваториальной орбите система неуправляема при отсутствии моментов лоренцевых

сил. На полярной орбите система неуправляема при отсутствии магнитных моментов.
Управляемость стационарной системы удобнее исследовать на основе системы (3.3.9)–(3.3.12),

состоящей из двух подсистем (3.3.9), (3.3.10) и (3.3.11), (3.3.12), на которые действуют независи-
мые управления V1 = (u2, v1, v3) и U1 = (u1, u3, v2).



88 В. М. МОРОЗОВ, В. И. КАЛЕНОВА, М. Г. РАК

Согласно критерию [50] система (3.3.4), (3.3.5) управляема тогда и только тогда, когда

rank

⎡

⎢⎢
⎢⎢
⎣

λ2 − κ̄1 −d1λ 2λ −d1 0 0 0 0
d3λ λ2 − κ̄3 d3 2λ 0 −μ0β3 0 0
−2λ d1 λ2 − κ̄1 −d1λ 0 2μ0β1 0 μ0b2
−d3 −2λ d3λ λ2 − κ̄3 0 0 −μ0b̃2 0

0 0 0 0 λ2 − κ2 0 μ0b̃1 0

⎤

⎥⎥
⎥⎥
⎦
= 5

для любых значений корней λ характеристического уравнения

det

⎡

⎢
⎢⎢
⎢
⎣

λ2 − κ̄1 −d1λ 2λ −d1 0
d3λ λ2 − κ̄3 d3 2λ 0
−2λ d1 λ2 − κ̄1 −d1λ 0
−d3 −2λ d3λ λ2 − κ̄3 0
0 0 0 0 λ2 − κ2

⎤

⎥
⎥⎥
⎥
⎦
= 0.

Можно показать, что критерием неуправляемости в этом случае является выполнение условий
1. J1 = J2 = J3; либо
2. J1 = J3, J2 = 2J3.
Неуправляемость в этих случаях можно проиллюстрировать наличием первых интегралов си-

стем (3.3.4), (3.3.5) или (3.3.9), (3.3.10): для систем (3.3.4), (3.3.5):

b̃1(ẏ1 + ẏ4 − y2 + y3) + b̃2y9 = const, b̃1(ẏ4 − 2y2) + b̃2ẏ9 = const;

для систем (3.3.9), (3.3.10):

b̃1(z7 + z10) + b̃2z18 = const, b̃1(z10 − z2) + b̃2z18 = const.

Система (3.3.6), (3.3.7) управляема тогда и только тогда, когда для любых значений λ выпол-
няется

rank

⎡

⎢
⎢
⎣

λ2 − κ1 −d1λ 0 0 0 μ0β4 −μ0b1
d3λ λ2 − κ3 0 0 −μ0β5 0 0
0 0 λ2 − κ̄2 2λ 0 μ0β2 0
0 0 −2λ λ2 − κ̄2 −2μ0β2 0 0

⎤

⎥
⎥
⎦ = 4,

где λ—корни соответствующего характеристического уравнения системы (3.3.6), (3.3.7).
Нетрудно показать, что критерием неуправляемости в этом случае будут условия

J2 = J1, J3 =
2

3
J1.

Это также подтверждается наличием не зависящего от управления первого интеграла у си-
стем (3.3.6), (3.3.7) или (3.3.11), (3.3.12)

2β2(ẏ6 − y5)− β5(ẏ8 − 2y7) = const, 2β2(z12 − z5)− β5(z16 − z13) = const.

3.3.4. Алгоритм стабилизации. Задача стабилизации состоит в том, чтобы построить управ-
ление, обеспечивающее стремление к нулю компонент вектора состояния системы при τ → ∞.
Алгоритм стабилизации строится на основе стационарной системы (3.3.9)–(3.3.12).
Как было отмечено, система (3.3.9)–(3.3.12) состоит из двух независимых подсистем: систе-

мы (3.3.9), (3.3.10) (десятого порядка) с управлением V1 и системы (3.3.11), (3.3.12)) (восьмого
порядка) с управлением U1.
Далее будем полагать

u2 = 0, v2 = 0, U =
[
u1 u3

]�
, V =

[
v1 v3

]�
.

Стабилизирующее управление строится для каждой подсистемы независимо в виде обратной
связи по состоянию, а матрица коэффициентов управления выбирается из условия минимума
квадратичных функционалов

Φ1 =
1

2

∞∫

0

[Z�
1 (τ)Q1Z1(τ) + V �(τ)Γ1V (τ)]dτ,
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Φ2 =
1

2

∞∫

0

[Z�
2 (τ)Q2Z2(τ) + U�(τ)Γ2U(τ)]dτ.

Здесь

Z(1)

(10×1)
=

[
z(1)

z(4)

]
, Z(2)

(8×1)
=

[
z(2)

z(3)

]
, Q1

(10×10)
, Q2

(8×8)

—неотрицательно определенные, Γ1
(2×2)

, Γ2
(2×2)

—положительно определенные постоянные матрицы.

Оптимальное управление имеет вид

V (τ) = −K(1)
z

(2×10)

Z(1)(τ), U(τ) = −K(2)
z

(2×8)

Z(2)(τ),

K(1)
z = Γ−1

1 B̃�
1 P

(1), K(2)
z = Γ−1

2 B̃�
2 P

(2),

B̃1
(10×2)

=

⎡

⎣
B̃(1)

(8×2)

B̃(4)

(2×2)

⎤

⎦ , B̃2
(8×2)

=

⎡

⎣
B̃(2)

(4×2)

B̃(3)

(4×2)

⎤

⎦ . (3.3.13)

Матрицами B̃(i) обозначены матрицы B(i) с исключенными вторыми столбцами. Матрицы P (1)

(10×10)
,

P (2)

(8×8)
являются положительно определенными решениями соответствующих матричных алгебра-

ических уравнений Риккати

P (j)G̃j + G̃�
j P

(j) − P (j)B̃jΓ
−1
j B̃�

j P
(j) +Qj = 0 (j = 1, 2);

G̃1 = diag(G(1), G(4)), G̃2 = diag(G(2), G(3)).

Синтезированные управляющие воздействия V (τ) и U(τ) являются функциями переменных
Z(1)(τ) и Z(2)(τ) стационарной системы (3.3.9)–(3.3.12) более высокого порядка, чем исходная
нестационарная система (3.3.2), (3.3.3). Для введения этих управлений непосредственно в исход-
ную систему следует выразить векторы Z(1)(τ) и Z(2)(τ) через векторы состояния ξ(1)

(4×1)
и ξ(2)

(2×1)
, до-

полненные вспомогательными векторами ξ
(1)
d

(6×1)

и ξ
(2)
d

(6×1)

, которые введем, учитывая формулы (3.3.8):

ξ
(1)
d

(6×1)

=

⎡

⎢
⎣

ζ(1)

(4×1)

ζ(4)

(2×1)

⎤

⎥
⎦ , ξ

(2)
d

(6×1)

=

⎡

⎢
⎣

ζ(2)

(4×1)

ζ(3)

(2×1)

⎤

⎥
⎦ ,

ζ(1)

(4×1)
= F�

3 z(1), ζ(2)

(4×1)
= z(3),

ζ(3)

(2×1)
= F�

4 z(2), ζ(4)

(2×1)
= z(4);

F�
3

(4×8)

=

[−E2sτ E2cτ O2 O2

O2 O2 −E2sτ E2cτ

]
, F�

4
(2×4)

=
[−E2sτ E2cτ

]
.

(3.3.14)

Уравнения для вспомогательных векторов ζ(1)

(4×1)
, ζ(2)
(4×1)

, ζ(3)
(2×1)

, ζ(4)
(2×1)

имеют вид

ζ̇(1) = A(1)ζ(1) + B̃
(1)
d V, (3.3.15)

ζ̇(2) = A(1)ζ(2) + B̃
(2)
d U, (3.3.16)

ζ̇(3) = A(2)ζ(3) + B̃
(3)
d U, (3.3.17)

ζ̇(4) = A(2)ζ(4) + B̃
(4)
d V. (3.3.18)

Здесь

B̃
(1)
d = μ0

⎡

⎢⎢
⎣

0 0
0 0
0 b2cτ

−b̃2cτ 0

⎤

⎥⎥
⎦ , B̃

(2)
d = μ0

⎡

⎢⎢
⎣

0 0
0 0
0 β4

−β5 0

⎤

⎥⎥
⎦ , B̃

(3)
d = μ0

[
0 0

−2β2cτ −β2sτ

]
, B̃

(4)
d = μ0

[
0 0

b̃1 0

]
.
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Векторы состояния ξ(1), ξ(2) исходной нестационарной системы вместе с вспомогательными век-
торами ξ

(1)
d

(6×1)

и ξ
(2)
d

(6×1)

связаны с векторами Z(1), Z(2) стационарной системы преобразованиями

ξ
(18×1)

= T (τ) Z
(18×1)

, ξ =

⎡

⎢
⎢⎢
⎣

ξ(1)

ξ
(1)
d

ξ(2)

ξ
(2)
d

⎤

⎥
⎥⎥
⎦
=

⎡

⎢
⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎣

ξ(1)

ζ(1)

ζ(4)

ξ(2)

ζ(2)

ζ(3)

⎤

⎥
⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎦

, Z =

⎡

⎢⎢
⎣

z(1)

z(2)

z(3)

z(4)

⎤

⎥⎥
⎦ , T (τ) =

⎡

⎣
T11

(10×8)
T12

(10×10)

T21
(8×8)

T11
(8×10)

⎤

⎦ ,

T11 =

⎡

⎢
⎢⎢
⎢
⎣

F�
1

(4×8)

F�
3

(4×8)

O
(2×8)

⎤

⎥
⎥⎥
⎥
⎦
, T12 =

⎡

⎢
⎢⎢
⎣

O
(4×4)

E4 O
(4×2)

O
(4×4)

O
(4×4)

O
(4×2)

O
(2×4)

O
(2×4)

E2

⎤

⎥
⎥⎥
⎦
, T21 = O

(8×8)
, T22 =

⎡

⎢
⎢⎢
⎢
⎣

F�
2

(2×4)

O
(2×4)

E2

O
(4×4)

E4 O
(4×2)

F�
4

(2×4)

O
(2×4)

O
(2×2)

⎤

⎥
⎥⎥
⎥
⎦
.

Исходная система (3.3.2), (3.3.3) при u2 = 0, v2 = 0 имеет вид

ξ̇(1) = A(1)ξ(1) + B̃(1)
u U + B̃(1)

v V, (3.3.19)

ξ̇(2) = A(2)ξ(2) + B̃(2)
u U + B̃(2)

v V, (3.3.20)

где

B̃(1)
u = μ0

⎡

⎢
⎢
⎣

0 0
0 0
0 β4
β5 0

⎤

⎥
⎥
⎦ , B̃(1)

v = μ0

⎡

⎢
⎢
⎣

0 0
0 0
0 b2sτ

b̃2sτ 0

⎤

⎥
⎥
⎦ , B̃(2)

u = μ0

[
0 0

−2β2sτ β2cτ

]
, B̃(2)

v = μ0

[
0 0

b̃1 0

]
.

Тогда нестационарную систему для моделирования составляют системы (3.3.19), (3.3.15), (3.3.18)
и (3.3.20), (3.3.16), (3.3.17)

ξ̇ = Ãξξ + B̃ξ(τ)Uξ, Uξ =

[
U
V

]
. (3.3.21)

Здесь Ãξ = diag(A(1), A(1), A(2), A(2), A(1), A(2));

B̃ξ =

[
B̃ξ1

B̃ξ2

]
, B̃ξ1 =

⎡

⎢⎢
⎢
⎢
⎣

B̃
(1)
u B̃

(1)
v

O
(4×2)

B
(1)
d

(4×2)

O
(2×2)

B
(4)
d

(2×2)

⎤

⎥⎥
⎥
⎥
⎦
, B̃ξ2 =

⎡

⎢⎢
⎢
⎢
⎣

B̃
(2)
u B̃

(2)
v

B
(2)
d

(4×2)

O
(4×2)

B
(3)
d

(2×2)

O
(2×2)

⎤

⎥⎥
⎥
⎥
⎦
.

Управления (3.3.13), построенные для стационарной системы (3.3.9)–(3.3.12), можно вводить
в систему (3.3.21) в виде

Uξ = −KZT
−1(τ)ξ, KZ =

⎡

⎢
⎣
K

(1)
z O

(10×8)

O
(8×10)

K
(2)
z

⎤

⎥
⎦ . (3.3.22)

Замкнутая управлением система имеет вид

ξ̇ = (Ãξ − B̃ξ(τ)KZT
−1(τ))ξ. (3.3.23)

Решения ξ(τ) системы (3.3.23), содержащие компоненты исходного вектора ξ(1)(τ), ξ(2)(τ), стре-
мятся к нулю при τ → ∞ в силу выбора матрицы KZ , так как они связаны ограниченным
преобразованием T с асимптотически стремящимися к нулю компонентами вектора Z.
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(a) θ1, θ2, θ3 (b) θ̇1, θ̇2, θ̇3

Рис. 3.15. Поведение переменных θ1, θ2, θ3 и θ̇1, θ̇2, θ̇3.

3.3.5. Моделирование. Задача стабилизации относительного равновесия спутника при по-
мощи собственных магнитных моментов и моментов лоренцевых сил моделировалась на основе
уравнений (3.3.21). Коэффициенты управления выбирались при помощи стандартной програм-
мы LQR для стационарных систем (3.3.9), (3.3.10) десятого порядка и (3.3.11), (3.3.12) восьмого
порядка.
Матрицы в функционалах Φ1, Φ2 приняты в виде

Q1 = diag(αv1E4, O4, αv3E2), Γ1 =

[
γv1 0
0 γv3

]
;

Q2 = diag(αu1E2, αu3E2, O2, O2), Γ2 =

[
γu1 0
0 γu3

]
.

Здесь αu1, αu3, αv1, αv3, γu1, γu3, γν1, γν3 — задаваемые параметры:

αu1 = αu3 = 0,01; γu1 = 0,01, γu3 = 0,001;

αv1 = αv3 = 0,01; γv1 = 0,001, γv3 = 0,1.

Начальные значения углов: θ1(0) = 0,1, θ2(0) = 0,15, θ3(0) = 0,2; угловых скоростей: θ̇1(0) =

0,15, θ̇2(0) = 0,1, θ̇3(0) = 0,1. По дополнительным переменным начальные условия принимались
нулевыми.
Спутник движется по орбите радиуса R = 7000 км. Угол наклона плоскости орбиты I = 60◦.

Тензор инерции спутника J = [115,0, 120,0, 135,0] кг · м2 (см. [49]).
Параметр, определяющий величину собственного магнитного момента μ0 = μE

μ , μE = 7,812 ·
106 км3 · кг× с−2 ·А−1, μ = 3,986 · 105 км3с−2.
Величина заряда в коэффициентах матрицы управления при помощи лоренцевых сил q =

5,0 · 10−3 А× c (см. [40]).
На рис. 3.15 представлено поведение переменных θ1, θ2, θ3 и их производных θ̇1, θ̇2, θ̇3 в зави-

симости от безразмерного времени τ .
Процесс стабилизации практически завершился к моменту времени τ = 20, что соответствует

≈ 4,5 часа.
На рис. 3.16 представлено поведение компонент управлений uj(τ), vj(τ) (j = 1, 3) в сравнении

с гравитационным моментом Mg(τ).
Если моменты инерции спутника не являются близкими к «критическим» (не удовлетворя-

ют условиям неуправляемости стационарной системы), то их изменение на 10–15% не приводит
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(a) uj(τ ) (j = 1, 3), Mg(τ ) (b) vj(τ ) (j = 1, 3), Mg(τ )

Рис. 3.16. Поведение компонент управлений uj(τ), vj(τ) (j = 1, 3).

к изменению характера кривых. Чувствительность алгоритма к изменению компонент тензора
инерции проявляется только в окрестности условий неуправляемости.
Было проведено моделирование алгоритмов «вблизи» выполнения условий неуправляемости

J1 = J2 = J3; и J1 = J3, J2 = 2J3.
На рис. 3.17, 3.18 продемонстрировано, как влияет близость моментов инерции к соотношени-

ям, удовлетворяющим условиям неуправляемости стационарной системы.

(a) θ1, θ2, θ3 (b) θ̇1, θ̇2, θ̇3

Рис. 3.17. Поведение переменных θ1, θ2, θ3 и θ̇1, θ̇2, θ̇3.

На рис. 3.17 показано поведение переменных θ1, θ2, θ3 и их производных θ̇1, θ̇2, θ̇3 в зависимости
от времени для спутника с тензором инерции J = [210,0, 190,0, 210,0] кг · м2 (тензор инерции
отличается от шарового на 5%).
Было проведено моделирование для значений компонент тензора инерции, отличающихся от

шарового на 10%, а именно: J1 = [220,0, 180,0, 230,0] кг · м2, поведение переменных θ1, θ2, θ3, θ̇1,
θ̇2, θ̇3 показано на рис. 3.18.
Чувствительность алгоритма к параметрам спутника в окрестности условий неуправляемости

для малого спутника продемонстрировано на рис. 3.19.



СТАБИЛИЗАЦИЯ СТАЦИОНАРНЫХ ДВИЖЕНИЙ СПУТНИКА. IV 93

(a) θ1, θ2, θ3 (b) θ̇1, θ̇2, θ̇3

Рис. 3.18. Поведение переменных θ1, θ2, θ3 и θ̇1, θ̇2, θ̇3.

(a) J = [3,2; 3,4; 3,0] кг · м2 (b) J = [3,2; 3,6; 3,0] кг · м2 (c) J = [3,2; 4,0; 3,0] кг · м2

Рис. 3.19. Поведение переменных θi(τ) и θ̇i(τ).

Поведение компонент вектора состояния в том случае, когда тензор инерции спутника равен
J1 = [220,0, 420,0, 220,0] кг · м2 (почти удовлетворяет условию неуправляемости стационарной
системы J1 = J3, J2 = 2J3), представлено на рис. 3.20.
Характер кривых, отображающих процесс стабилизации на рис. 3.20, отличается от варианта,

представленного на рис. 3.17.
Для сравнения процесса стабилизации переменных θi(τ) в тех случаях, когда интегрирова-

лась линейная система и когда в исходной системе учитывались нелинейные члены (см. При-
ложение 3.6.2), было проведено моделирование стабилизации спутника с моментами инерции
J = [27,0, 17,0, 25,0] кг · м2 при движении по орбите, близкой к полярной I = 87,0◦. Результа-
ты моделирования на рис. 3.21.
На рис. 3.22 представлено поведение переменных θi(τ) в процессе стабилизации линейной

и нелинейной (см. Приложение 3.6.2) систем при движении по экватору (I = 0,0◦) для спут-
ника (см. [49]) с моментами инерции J = [110,0, 130,0, 155,0] кг · м2.
Моделирование показало, что управления, построенные для линейных систем, применимы для

нелинейных, если начальные условия по углам не превышают θ1(0) = θ2(0) = 0,3; θ3(0) = 0,5;
а по скоростям не превышают значений θ̇1(0) = θ̇2(0) = θ̇3(0) = 0,2.
На рис. 3.23 приведено сравнение процессов стабилизации в тех случаях, когда использовано

гибридное управление (управление с использованием моментов магнитных катушек и моментов
сил Лоренца) и когда используется только изменение собственного магнитного момента за счет
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(a) θi(τ ) (b) θ̇i(τ )

Рис. 3.20. Поведение переменных θ1, θ2, θ3 и θ̇1, θ̇2, θ̇3.

(a) θi(τ ) линейная система (b) θi(τ ) нелинейная система

Рис. 3.21. Поведение переменных θi(τ).

магнитных катушек. Тензор инерции спутника J = [3,6, 5,8, 2,5] кг ·м2 (см. [20]). Орбита, близкая
к полярной.
Алгоритм стабилизации при использовании только собственных магнитных моментов, очевид-

но, результатов не дает, так как соответствующая стационарная система в этом случае неуправ-
ляема (см. [20]).

3.4. Стабилизация регулярных прецессий спутника
при помощи магнитных моментов

Рассмотрим задачу о стабилизации регулярных прецессий динамически симметричного спут-
ника, центр масс которого движется по круговой орбите в гравитационном и магнитном полях
Земли. Управляющие моменты формируются за счет взаимодействия собственного дипольного
момента спутника с магнитным полем Земли. Работ, в которых рассматривается стабилизация
вращательных движений динамически симметричного спутника при помощи магнитных момен-
тов немного. В [1,35] рассматривается задача стабилизации при помощи магнитных и лоренцевых
моментов такого программного движения спутника, при котором ось симметрии расположена
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(a) θi(τ ) линейная система (b) θi(τ ) нелинейная система

Рис. 3.22. Поведение переменных θi(τ).

(a) u �= 0, v �= 0 (b) u �= 0, v = 0

Рис. 3.23. Сравнение процессов стабилизации при гибридном управлении и управлении при по-
мощи только магнитных катушек (I = 82,5◦).

вдоль местной вертикали или отклонена от нее на некоторый фиксированный угол, а сам спут-
ник совершает медленное движение вокруг этой оси. При этом предполагается, что орбита —
круговая экваториальная. Аналогичная задача рассматривается в [27].
Стабилизация при помощи магнитных моментов движения симметричного спутника вокруг

оси, ортогональной плоскости круговой орбиты, рассмотрена в [44, 45].
В этом параграфе рассматривается движение динамически симметричного спутника около цен-

тра масс в гравитационном и магнитном полях Земли. Предполагается, что центр масс спутника
движется по круговой орбите. Линеаризованные в окрестности регулярных прецессий уравнения
управляемого движения представляют собой линейные нестационарные по управлению системы.
Для решения задач стабилизации применяется подход, основанный на приведении к стационар-
ным системам большего, чем исходная система, порядка, который использовался в разделах 3.1–
3.3.
Динамические уравнения движения спутника около центра масс приведены в разделе 1.2 гла-

вы 1 и имеют вид (1.2.6), (1.2.4). Эти уравнения в отсутствие управляющих моментов допускают
стационарные решения (три типа регулярных прецессий (1.2.7)–(1.2.9)).
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Требуется построить управление, обеспечивающее асимптотическую устойчивость стационар-
ных движений, основываясь на линеаризованных для каждого стационарного движения уравне-
ниях, которые являются нестационарными. Управляющий момент следует формировать в виде
обратной связи по компонентам вектора состояния α1, α2, α̇1, α̇2.
При линеаризации уравнений в окрестности стационарных движений линеаризуются выраже-

ния для управляющих моментов (1.2.4).

3.4.1. Цилиндрическая прецессия. Управляемость. Рассмотрим цилиндрическую пре-
цессию, которая определяется следующими значениями углов α10 = π/2, α20 = 0. В этом движе-
нии ось симметрии спутника перпендикулярна плоскости орбиты.
В возмущенном движении положим α1 = π/2 + x1, α2 = x2.
Линеаризованные уравнения (1.2.10) в этом случае имеют вид

ẍ1 + κ1ẋ2 − κ2x1 = −2usIsτ,

ẍ2 − κ1ẋ1 − κ3x2 = usIcτ,
(3.4.1)

где κ1 = 2 + pJ , κ2 = 4 + pJ − 3J , κ3 = 1 + pJ ; p = r0/ω0, J = J3/J1; u = μ0m (см. обозначения
главы 1). Для приведения системы (3.4.1) к стационарному виду введем новые переменные yj
(j = 1, . . . , 4) по формулам

x1 = y1cτ + y3sτ, x2 = y2cτ + y4sτ. (3.4.2)

Дважды дифференцируя эти соотношения, подставляя их в систему (3.4.1) и приравнивая
коэффициенты при функциях, получим стационарную систему

ÿ1 + κ1ẏ2 + 2ẏ3 − κ̄2y1 + κ1y4 = 0,

ÿ2 − κ1ẏ1 + 2ẏ4 − κ̄3y2 − κ1y3 = usI,

ÿ3 − 2ẏ1 + κ1ẏ4 − κ1y2 − κ̄2y3 = −2usI,

ÿ4 − 2ẏ2 − κ1ẏ3 + κ1y1 − κ̄3y4 = 0.

(3.4.3)

Здесь κ̄2 = κ2 + 1, κ̄3 = κ3 + 1.
Рассмотрим вопросы управляемости системы. На экваториальной орбите (sin I = 0) систе-

ма (3.4.1), очевидно, неуправляема.
Достаточные условия неуправляемости можно получить, если стационарная система (3.4.3)

имеет линейный интеграл, не зависящий от управления. Определим условия наличия такого ин-
теграла.
Умножим первое и четвертое уравнения системы (3.4.3) на постоянные величины δ1 и δ2 соот-

ветственно и сложим. Полученное соотношение не должно содержать слагаемых, зависящих от
y1, y4, т. е должно выполняться соотношение δ1(−κ̄2y1 + κ1y4) + δ2(κ1y1 − κ̄3y4) = 0.
Отсюда −δ1κ̄2 + δ2κ1 = 0, δ1κ1 − δ2κ̄3 = 0.
Величины δ1 и δ2 не равны нулю, если

κ21 − κ̄2κ̄3 = 0 или (2 + pJ)(J − 1) = 0. (3.4.4)

Возможны два случая: pJ = −2 и J = 1.
Таким образом, условия наличия интеграла найдены.
При выполнении указанных условий линейный интеграл имеет вид ẏ4−2y3 = const при pJ = −2

(k1 = 0, k̄3 = 0); ẏ1 + ẏ4 + p(y2 − y3) = const при J = 1 (κ1 = κ̄2 = κ̄3 = p+ 2).
Если умножить второе уравнение системы (3.4.3) на 2 и сложить с третьим, то новых условий

существования интегралов не появится.
Условия (3.4.4) являются достаточными условиями неуправляемости стационарной систе-

мы (3.4.3).
Используя критерий Красовского (см. [13]), можно показать, что исходная нестационарная

система (3.4.1) неуправляема, если выполняются оба условия (3.4.4), т. е. при J = 1 и p = −2.
Это означает, что система неуправляема при Ω = −ω0, т. е. угловая скорость собственного

вращения равна и противоположна по знаку орбитальной угловой скорости.
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3.4.2. Гиперболоидальная прецессия. Управляемость. В возмущенном движении поло-
жим

α1 =
π

2
+ x1, α2 = α20 + x2, cα20 = −pJ.

В этом случае линеаризованные уравнения движения (1.2.11) имеют вид

ẍ1 + ẋ2 + κ4x1 = βp
1usτ, ẍ2 − c2α20ẋ1 + s2α20x2 = (βp

2cτ − βp
3)u. (3.4.5)

Здесь

κ4 = 3(J − 1), βp
1 = −2

sI

cα20
, βp

2 = sIcα20, βp
3 = cIsα20.

Переменные yj (j = 1, . . . , 6), введенные по формулам

x1 = y1cτ + y3sτ + y5, x2 = y2cτ + y4sτ + y6, (3.4.6)

удовлетворяют стационарной системе

ÿ1 + ẏ2 + 2ẏ3 + κ̄4y1 + y4 = 0, κ̄4 = κ4 − 1;

ÿ2 − c2α20ẏ1 + 2ẏ4 − c2α20y2 − c2α20y3 = βp
2u;

ÿ3 − 2ẏ1 + ẏ4 − y2 + κ̄4y3 = βp
1u;

ÿ4 − 2ẏ2 − c2α20ẏ3 + c2α20y1 − c2α20y4 = 0;

(3.4.7)

ÿ5 + ẏ6 + κ4y5 = 0;

ÿ6 − c2α20ẏ5 + s2α20y6 = −βp
3u.

(3.4.8)

Рассмотрим управляемость нестационарной системы (3.4.5) и стационарной системы (3.4.7),
(3.4.8).
Если орбита экваториальная, то критерием неуправляемости являются условия sα20 = 0, т. е.

Ω̄ = ±J−1
J , что нетрудно видеть, так как система (3.4.5) становится стационарной. (Отметим, что

при J = 1 собственное вращение спутника отсутствует).
Если орбита полярная (cI = 0), то βp

3 = 0, и вводить переменные y5, y6 не требуется.
Если cI �= 0, то система (3.4.8) неуправляема при J = 1.
Условие J = 1 является достаточным условием неуправляемости системы (3.4.7), так как в этом

случае система (3.4.7) имеет линейный интеграл, не зависящий от управления (ẏ1+y2+y3)c
2α20+

ẏ4 − 2y2 = const.
Пусть sI �= 0.
Используя двойственную к системе (3.4.5) систему с наблюдением, можно показать, что при

J = 1 она наблюдаема и, следовательно, в силу принципа двойственности исходная нестационар-
ная система (3.4.5) управляема.

3.4.3. Коническая прецессия. Управляемость. В возмущенном движении положим α1 =
α10 + x1, α2 = x2, sα10 =

pJ
3J−4 .

В этом случае линеаризованные уравнения движения (1.2.12) имеют вид

ẍ1 + κ5ẋ2 + κ6x1 = (βp
4 − βp

5sτ)u, (3.4.9)

ẍ2 − κ5ẋ1 + κ7x2 = βp
6ucτ.

Здесь

κ5 = (3J − 2)sα10, κ6 = (4− 3J)c2α10, κ7 = 3(1− J),

βp
4 = cIcα10, βp

5 = 2sIsα10, βp
6 = sI.

Построение алгоритмов стабилизации основано, как и выше, на использовании приведенных
стационарных систем, управляемость которых необходима.



98 В. М. МОРОЗОВ, В. И. КАЛЕНОВА, М. Г. РАК

Приведем систему (3.4.9) к стационарной системе, введя новые переменные yj (j = 1, . . . , 6),
удовлетворяющие стационарной системе

ÿ1 + κ5ẏ2 + 2ẏ3 + κ̄6y1 + κ5y4 = 0,

ÿ2 − κ5ẏ1 + 2ẏ4 + κ̄7y2 − κ5y3 = βp
6u,

ÿ3 − 2ẏ1 + κ5ẏ4 − κ5y2 + κ̄6y3 = −βp
5u,

ÿ4 − 2ẏ2 − κ5ẏ3 + κ5y1 + κ̄7y4 = 0,

(3.4.10)

ÿ5 + κ5ẏ6 + κ6y5 = βp
4u, (3.4.11)

ÿ6 − κ5ẏ5 + κ7y6 = 0.

Здесь κ̄6 = κ6 − 1, κ̄7 = κ7 − 1.
Определим достаточные условия неуправляемости путем выявления условий существования

линейных интегралов, не зависящих от управления в системе. Так же, как и для случая цилин-
дрической прецессии, умножив первое и четвертое уравнения системы (3.4.10) на постоянные
величины δ1 и δ4 и складывая, получим соотношение, которое при выполнении условий

δ1κ̄6 + δ4κ5 = 0, δ1κ5 + δ4κ̄7 = 0

не зависит от переменных yj.
Условие κ25 − κ̄6κ̄7 = 0 существования неравных нулю величин δ1 и δ4 в данном случае имеет

вид
(1− J)(2 − 3J)(1 − 2s2α10) = 0.

Это означает, в системе (3.4.10) существует линейный интеграл, не зависящий от управления,
в следующих случаях

J = 1; J =
2

3
; s2α10 =

1

2

(
Ω̄ = ±2

√
2
J − 1

J

)
. (3.4.12)

Выясним, существует ли другой интеграл в системе (3.4.10). Умножив второе уравнение си-
стемы (3.4.10) на δ2, а третье на δ3 и сложив их, получим выражение, которое при выполнении
равенств

δ2k̄7 − δ3k5 = 0, −δ2k5 + δ3k̄6 = 0

не зависит от переменных y2, y3.
Это означает, что при выполнении этих условий в системе существует еще один интеграл.

Условия существования ненулевого решения этой системы приводят к равенствам

J =
2

3
; c2α10 = s2α10 =

1

2
,

которые совпадают со вторым и третьим соотношениями условий (3.4.12).
Итак, новых условий существования интегралов в системе (3.4.10) не возникает.
Таким образом, достаточными условиями неуправляемости стационарной системы (3.4.10) яв-

ляются условия (3.4.12).
Рассмотрим условия неуправляемости исходной нестационарной системы (3.4.9). При движе-

нии по экваториальной орбите (I = 0) система (3.4.9) становится стационарной

ẍ1 + κ5ẋ2 + κ6x1 = cα10u, (3.4.13)
ẍ2 − κ5ẋ1 + κ7x2 = 0.

Согласно критерию Hautus (см. [50]) эта система управляема, если для любого значения λ вы-
полняется условие

rank

[
λ2 + κ6 κ5λ cα10

−κ5λ λ2 + κ7 0

]
= 2. (3.4.14)

Очевидно, что система неуправляема при cα10 = 0 (α10 = π/2).
В этом случае

sα10 =
pJ

3J − 4
= ±1.
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Тогда

p =
r0
ω0

=
ω − ω0sα10

ω0
= Ω̄∓ 1.

Откуда следует условие неуправляемости

Ω̄ = ±4
J − 1

J
. (3.4.15)

Пусть cα10 �= 0. Тогда из условий (3.4.14) следует, что условием неуправляемости является
одновременное выполнение равенств κ5λ = 0 и λ2 + κ7 = 0.
Откуда следуют условия κ7 = 0 или κ5 = 0, т. е. условиями неуправляемости являются

J = 1; J =
2

3
; sα10 = 0, p = Ω = 0. (3.4.16)

Условие Ω = 0 означает, что собственное вращение отсутствует (коническая прецессия перехо-
дит в относительное равновесие, при котором ось симметрии спутника расположена по радиус-
вектору (α10 = 0)).
Итак, если орбита экваториальная, то критерием неуправляемости являются условия (3.4.15),

(3.4.16).
При движении по полярной орбите (I = π/2) система (3.4.9) имеет вид

ẍ1 + κ5ẋ2 + κ6x1 = −2sα10sτu,

ẍ2 − κ5ẋ1 + κ7x2 = cτu.
(3.4.17)

Используя критерий Красовского (см. [13]), можно показать, что при выполнении условий J = 2/3
и s2α10 = 1/2, которые являются достаточными условиями неуправляемости (3.4.12) приведенной
стационарной системы (3.4.10), нестационарная система (3.4.17) является неуправляемой.

Замечание 3.2. Пусть sI �= 0. Используя двойственную к системе (3.4.9) систему с наблюде-
нием, можно показать, что при J = 1 она наблюдаема, если sα10 �= 0, и, следовательно, в силу
принципа двойственности исходная нестационарная система (3.4.9) управляема.

3.4.4. Алгоритмы стабилизации. Поведение вектора x =
[
x1 x2

]� исходной системы опи-
сывается нестационарными системами (3.4.1), (3.4.5) и (3.4.9) соответственно для каждого вари-
анта прецессий. Для построения алгоритмов стабилизации эти системы должны быть представ-
лены в форме Коши

Ẋ = AxX +Bx(τ)u, X(4× 1), X =

[
x
ẋ

]
, Bx(τ)(4 × 1), (3.4.18)

Ax =

⎡

⎢
⎣

O2 E2

a
(j)
11 0

0 a
(j)
22

0 a
(j)
14

a
(j)
23 0

⎤

⎥
⎦ , Bx(τ) =

⎡

⎢
⎣

O21

b
(j)
1 (τ)

b
(j)
2 (τ)

⎤

⎥
⎦ (j = 1, 2, 3).

Для цилиндрической прецессии

a
(1)
11 = k2, a

(1)
22 = k3, a

(1)
14 = −k1, a

(1)
23 = k1;

b
(1)
1 = −2sI sin τ, b

(1)
2 = sI cos τ.

Для гиперболоидальной прецессии

a
(2)
11 = −k4, a

(2)
22 = −s2α20, a

(2)
14 = −1, a

(2)
23 = c2α20;

b
(2)
1 = βp

1 sin τ, b
(2)
2 = βp

2 cos τ − βp
3 .

Для конической прецессии

a
(3)
11 = −k6, a

(3)
22 = −k7, a

(3)
14 = −k5, a

(3)
23 = k5;

b
(3)
1 = βp

4 − βp
5 sin τ, b

(3)
2 = βp

6 cos τ.
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Алгоритмы стабилизирующего управления строятся на основании соответствующих стацио-
нарных систем (3.4.3); (3.4.7), (3.4.8); (3.4.10), (3.4.11), записанных в форме систем первого по-
рядка

Ẏ = AyY +Byu, Y (2n× 1), Y =

[
y
ẏ

]
, By(2n × 1). (3.4.19)

Заметим, что в рассматриваемых случаях n принимает различные значения: для цилиндриче-
ской прецессии n = 4, для гиперболоидальной и конической прецессий n = 6.
Предполагается, что пара Ay, By управляема.
Матрицу коэффициентов управления можно выбрать из условия минимума квадратичного

функционала

Φ =
1

2

∞∫

0

[Y �(τ)QY (τ) + γu2(τ)]dτ, (3.4.20)

где Q—неотрицательно определенная постоянная матрица соответствующей размерности, γ > 0.
Оптимальное управление имеет вид

u(τ) = −KyY (τ), Ky =
1

γ
B�

Y P. (3.4.21)

Матрица P размерности 2n× 2n является решением алгебраического уравнения Риккати

PAy +A�
y P − 1

γ
PByB

�
y P +Q = 0. (3.4.22)

Синтезированное на основе расширенной стационарной системы управляющее воздействие явля-
ется функцией переменных Y (τ) стационарной системы более высокого порядка, чем исходная
нестационарная система.
Для введения управления непосредственно в исходную систему следует выразить вектор

Y (2n × 1) (n = 4, 6) через вектор x(2 × 1) исходной системы, дополненный некоторым векто-
ром xd(N × 1) (N = 2, 4).
Вектор ξ = [x, xd]

T и вектор y связаны соотношением

ξ = Tyy, Ty =

[
F (τ)
D(τ)

]
, x = F (τ)y, xd = D(τ)y. (3.4.23)

Матрица F (τ) определена согласно формулам (2.2.6) соответственно для n = 2 и n = 6.
Дополнительный вектор xd вводится таким образом, чтобы квадратные матрицы Ty и Ṫy в пре-

образовании (3.4.23) были невырожденными.
Введем вектор η = [ξ, ξ̇]T . Векторы Y и η связаны преобразованием

Y = T (τ)η, T (τ) =

[
T−1
y On

Ṫ−1
y T−1

y

]
. (3.4.24)

Тогда управление (3.4.21) может быть записано в виде

u(τ) = −KyT (τ)η(τ). (3.4.25)

Уравнения для дополнительного вектора Xd = [xd, ẋd]
T имеют вид

Ẋd = AdXd +Bd(τ)u. (3.4.26)

Матрицы Ad, Bd(τ) для конкретных случаев выписаны ниже.
Расширенная нестационарная система для построения алгоритма стабилизации состоит из ис-

ходной системы (3.4.18) и системы (3.4.26), где управление формируется согласно (3.4.25).
Решения этой расширенной нестационарной системы, замкнутой управлением (3.4.25), стре-

мятся к нулю при τ → ∞, в силу выбора матрицы Ky, так как компоненты вектора ξ связаны
с компонентами вектора ограниченным преобразованием (3.4.23).
Оптимальные стабилизирующие управления строятся для соответствующих стационарных си-

стем.
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Для случая цилиндрической прецессии: система стационарных уравнений (3.4.3), соответству-
ющая системе (3.4.1), имеет 8-й порядок. Матрицы расширенной нестационарной системы (3.4.18),
(3.4.26) имеют вид

Bx =

⎡

⎣
O21

−2sIsτ
sIcτ

⎤

⎦ , Bd =

⎡

⎣
O21

−2sIcτ
−sIsτ

⎤

⎦ , Ax =

⎡

⎣
O2 E2

k2 0
0 k3

0 −k1
k1 0

⎤

⎦ , Ad = Ax.

Матрицы F , D преобразования T (τ) в выражении (3.4.23) имеют вид:

F (τ)
(2×4)

=
[
cτE2 sτE2

]
, D(τ)

(2×4)

=
[−sτE2 cτE2

]
.

Для случая гиперболоидальной прецессии система стационарных уравнений (3.4.7), (3.4.8),
соответствующая системе (3.4.5), имеет 12-й порядок. Матрицы расширенной нестационарной
системы (3.4.5), (3.4.26) в этом случае имеют вид

Ax =

[
O2 E2

A21 A22

]
, Ad =

[
O44 E4

Ad1 Ad2

]
, Ad1 =

[
Ad11 −A22

A22 Ad11

]
, Ad2 =

[
A22 2E2

−2E2 Ad11

]
,

A21 =

[
κ4 0
0 −s2α20

]
, A22 =

[
0 −1

c2α20 0

]
, Ad11 =

[
1 0
0 c2α20

]
,

Bx =

⎡

⎣
O21

βp
1sτ

βp
2cτ − βp

3

⎤

⎦ , Bd
(8×1)

=

[
O41

B̃d

]
, B̃d =

⎡

⎢
⎢
⎣

βp
1
0
0
βp
2

⎤

⎥
⎥
⎦ .

Матрицы F , D преобразования T (τ) в выражении (3.4.23) для случаев гиперболоидальной
и конической прецессий имеют вид:

F
(2×6)

=
[
cτE2 sτE2 E2

]
, D =

[
O2 E2 O2

E2 O2 O2

]
.

Для конической прецессии стационарная система уравнений (3.4.10), (3.4.11), соответствующая
системе (3.4.9), имеет также 12-й порядок. Матрицы систем (3.4.18), (3.4.26) в случае конической
прецессии имеют вид

Ax =

[
O2 E2

A21 A22

]
, Ad =

[
O44 E4,
Ad1 Ad2

]
, Bx =

⎡

⎣
O21

βp
4 − βp

5sτ
βp
6cτ

⎤

⎦ , Bd =

[
O41

B̃d

]
,

A21 =

[−κ6 0
0 −κ7

]
, A22 =

[
0 −κ5
κ5 0

]
, Ad1 =

[
Ā21 −A22

A22 Ā21

]
, Ā21 =

[−κ̄6 0
0 −κ̄7

]
,

Ad2 =

[
A22 2E2

−2E2 A22

]
, B̃d =

⎡

⎢
⎢
⎣

−βp
5

0
0
βp
6

⎤

⎥
⎥
⎦ .

Таким образом, алгоритм стабилизации нестационарных систем для указанных случаев пре-
цессий, как и в предыдущих задачах стабилизации, состоит из трех этапов:

1. нахождение постоянных коэффициентов управления KY для решения задачи оптимальной
стабилизации соответствующей стационарной системы (на основе алгебраического уравнения
Риккати);

2. построение управления в виде (3.4.20) с помощью невырожденных преобразований T (τ) и
3. решение расширенной нестационарной системы, содержащей исходную нестационарную систе-
му и уравнения для вспомогательных переменных.
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Рис. 3.24. Поведение переменных α1(τ), α̇1(τ).

5 10 15 20
τ

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4
α2(τ) α 2(τ)

α2(τ) α 2(τ)
(a) p = +10,0

5 10 15 20
τ

-0.10

-0.05

0.00

0.05

0.10
α2(τ) α 2(τ)

α2(τ) α 2(τ)
(b) p = −10,0

Рис. 3.25. Поведение переменных α2(τ), α̇2(τ).

3.4.5. Моделирование. Цель приведенных ниже результатов моделирования — показать
принципиальную применимость предложенных алгоритмов и продемонстрировать их работоспо-
собность.
Моделирование проводилось при помощи стандартного пакета Wolfram mathematica v11.0.
Коэффициенты управления выбирались при помощи стандартной программы LQR для стаци-

онарных систем.
Наклон орбиты движения спутника I = π/6.
Начальные значений отклонений углов x1(0) = x2(0) = 0,1; скоростей ẋ1(0) = ẋ2(0) = 0,0.
Параметр, определяющий отношение моментов инерции спутника J = J3/J1 = 0,5. Параметр

отношения скоростей p = r0/ω0 для цилиндрической прецессии p = ±10,0; для гиперболической
и конической прецессий p = 1,0.
Параметры функционала (3.4.15): Q = 100,0 · Ek (k = 8, 12); γ = 1.
На рис. 3.24, 3.25 представлено поведение переменных α1(τ), α̇1(τ) и α2(τ), α̇2(τ) для случая

цилиндрической прецессии (здесь через αi(τ), α̇i(τ) обозначены отклонения от стационарных
значений) при p = +10,0 (рис. (a)) и при p = −10,0 (рис. (b)).
На рис. 3.26 и 3.27 представлено поведение переменных α1(τ), α̇1(τ) и α2(τ), α̇2(τ) для случаев

гиперболоидальной и конической прецессии соответственно.
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Рис. 3.26. Процесс стабилизации углов и скоростей αi(τ), α̇i(τ) при p = 1,0.
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Рис. 3.27. Процесс стабилизации углов и скоростей αi(τ), α̇i(τ) при p = 1,0.

Таким образом, представленные результаты моделирования подтверждают работоспособность
предложенных алгоритмов стабилизации спутника в окрестности регулярных прецессий.
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