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Аннотация. Рассматривается обобщенная техника Бохнера, являющаяся естественным разви-
тием классической техники Бохнера. Доказаны теоремы об исчезновении для солитонов Риччи,
конформных и проективных отображений полных римановых многообразий.
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Abstract. In this paper, we consider the generalized Bochner technique, which is a natural
development of the classical Bochner technique. As an illustration, we prove some vanishing theorems
on Ricci solitons, conformal and projective mappings of complete Riemannian manifolds.
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Техника Бохнера считается частью
базового словаря каждого геометра.

Хун-Си У (Hung-Hsi Wu)

1. От классической техники Бохнера к обобщенной технике Бохнера. Прототипом
обобщенной техники Бохнера является знаменитая классическая техника Бохнера, впервые пред-
ложенная С. Бохнером, К. Яно, А. Лихнеровичем и др. в 1950–1960-х гг. для изучения взаимо-
связи между топологией и кривизной компактного безграничного риманова многообразия (см.,
например, [6]). Этот метод используется для доказательства теоремы об исчезновении для нуль-
пространства оператора Лапласа, допускающего разложение Вейценбока, на компактных мно-
гообразиях (см. [1, p. 53]). В результате появилось большое количество теорем, основанных на
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классической технике Бохнера, утверждающих, что некоторые геометрически интересные тен-
зорные поля и отображения обращаются в нуль в предположении положительности или отри-
цательности кривизны. Наиболее известными результатами классической техники Бохнера яв-
ляются теорема Д. Мейера и С. Галло (см. [18]) об обращении в нуль чисел Бетти компактных
римановых многообразий и теорема Дж. Эллса и Дж. Х. Сэмпсона (см. [47, p. 465]) о несу-
ществовании гармонических отображений компактных римановых многообразий. Классическая
техника Бохнера используется в многочисленных статьях, монографиях и аналитических обзорах
(см., например, [1, 10, 18, 31, 41, 47, 49]). Кроме того, имеются работы, направленные на развитие
классической техники Бохнера (см. [9, 32, 33]).
В настоящее время существуют две различные точки зрения на классическую технику Бохнера

(см. обзорную статью [10]). Первая основана на теореме Грина о дивергенции (см. [2, 6]):∫

M

(divX) dVol = 0,

где X — гладкое векторное поле на n-мерном компактном ориентированном римановом много-
образии (M,g) без границы, а dVol— его n-форма объема. Существует множество применений
этой формулы. Например, рассмотрим солитон Риччи (ξ, λ, g), который дает автомодельное ре-
шение уравнения потока Риччи (см. [16]). Напомним, что тройка (ξ, λ, g) на n-мерном гладком
многообразии M называется солитоном Риччи, если выполняется следующее уравнение:

−2Ric = Lξg + 2λ g,

где Ric— тензор Риччи метрики g, Lξ —производная Ли тензора g по ξ, а λ—константа (см.
[16, 45]).
Для произвольного солитона Риччи (ξ, λ, g) мы получили в [41] интегральную формулу∫

M

(divX) dVol = 0 =

∫

M

(−Lξs+ (s + nλ)2) dVol, (1)

где X = (div ξ)ξ. В частности, из (1) следует, что на n-мерном компактном ориентированном
многообразии M не существует такого солитона Риччи, что Lξs � 0 и Lξs < 0 в некоторой точке
многообразия M или, вообще говоря, ∫

M

(Lξs) dVol < 0.

Для этого случая сформулируем следующую теорему.

Теорема 1.1. На n-мерном компактном многообразии M не существует такого солитона
Риччи (ξ, λ, g), что Lξs полуотрицательна и отрицательна хотя бы в одной точке или, вообще
говоря, ∫

M

(Lξs) dVol < 0.

Кроме того, мы доказали в [5] следующее предложение.

Теорема 1.2. Если скалярная кривизна s солитона Риччи (ξ, λ, g) на n-мерном компактном
многообразии M удовлетворяет условию Lξs � 0, то g—метрика Эйнштейна.

С другой стороны, произвольное трехмерное многообразие Эйнштейна (M,g) имеет постоян-
ную секционную кривизну (см. [1]). Следовательно, если (ξ, λ, g)— такой сжимающийся солитон
Риччи на трехмерном односвязном компактном многообразии M , что Lξs � 0, то он изометричен
евклидовой сфере S3.
В заключение напомним, что солитон Риччи называется устойчивым, сжимающимся или

расширяющимся, если λ = 0, λ < 0 или λ > 0 соответственно. Кроме того, с точностью до
диффеоморфизма и в зависимости от знака λ солитон Риччи (ξ, λ, g) гомотетически сжимается,
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остается стационарным или расширяется под действием потока Риччи. Сжимающиеся и стаци-
онарные солитоны Риччи являются фундаментальными объектами в изучении потоков Риччи,
поскольку они появляются как пределы разрушения сингулярностей.
Вторая точка зрения на классическую технику Бохнера основана на теореме Хопфа (см. [2,6]):

каждая гармоническая (субгармоническая и супергармоническая) функция ϕ ∈ C2M посто-
янна на компактном римановом многообразии (M,g) без границы. Напомним, что функция
ϕ ∈ C2M называется субгармонической (соответственно супергармонической или гармониче-
ской), если Δϕ � 0 (соответственно Δϕ � 0 или Δ varphi = 0) для оператора Лапласа—Бельтра-
ми Δϕ = div(gradϕ).
Например, если ϕ = 2−1‖X‖2 и X — гармоническое векторное поле на (M,g), где divX = 0 и

Alt(∇X) = 0 (см. [6]). В этом случае легко получаем

Δϕ = Ric(X,X) + ‖∇X‖2 (2)

(см. также [6]). С другой стороны, если X — вектор Киллинга, то X порождает однопараметри-
ческую группу изометрий многообразия (M,g). В этом случае Lξg = 0 и в силу [6] получаем
равенство

Δϕ = Ric(X,X) − ‖∇X‖2. (3)
Кривизна Риччи риманова многообразия называется квазиположительной, если она неотрица-
тельна всюду и строго положительна в любом направлении (по крайней мере) в одной точке
(см. [46]). Тогда из (2) следует теорема Майера о том, что первое число Бетти компактного мно-
гообразия квазиположительной кривизны Риччи равно нулю (см. [6]). С другой стороны, кри-
визна Риччи риманова многообразия называется квазиотрицательной, если она неположительна
всюду и строго отрицательна в любом направлении (по крайней мере) в одной точке (см. [46]).
Тогда из (3) следует, что на компактном многообразии квазиотрицательной кривизны Риччи не
существует однопараметрических групп изометрий (см. [6, 46]).
Классические методы Бохнера получили существенное развитие и успешно применялись к

финслеровым (см., например, обзорные статьи [48]) и лоренцевым многообразиям, включая об-
щую теорию относительности (см., например, [4, 38, 41, 42]) за последние сорок лет.
С другой стороны, начиная с 1970-х гг. были разработаны методы геометрического анализа

(см., например, монографии последних десятилетий [24, 26, 34, 35, 37]). Геометрический анализ
также включает глобальный анализ, который касается изучения дифференциальных уравнений
на многообразиях и связи между дифференциальными уравнениями и топологией. В 1980-е гг.
К. Уленбек, К. Таубс, С.-Т. Яу, Р. Шоэн и Р. Гамильтон своими фундаментальными работа-
ми положили начало особенно интересной и продуктивной эре геометрического анализа, которая
продолжается и по сей день. Выдающимся достижением стало решение Г. Перельманом гипотезы
Пуанкаре, завершившее программу, инициированную и в значительной степени осуществленную
Р. Гамильтоном (см. [16,45]). Другим известным результатом является теорема С.-Т. Яу и Р. Шо-
эна (см. [40]), которая является обобщением теоремы Дж. Эллса и Дж. Х. Сэмпсона на случай
полных римановых многообразий.
В результате почти все теоремы об исчезновении классической техники Бохнера приняли фор-

му теорем типа Лиувилля. В свою очередь, новый метод исследования позже получил название
обобщенной техники Бохнера (см., например, [35]). Среди прочего, этот метод изучает связи
между геометрией полного (некомпактного) риманова многообразия и глобальным поведени-
ем его субгармонических, супергармонических и выпуклых функций в предположениях либо
о кривизне, либо о росте объема геодезических шаров. Сегодня новый метод исследования не
так популярен среди геометров, как классический метод Бохнера. В следующих разделах будут
представлены различные практические приложения геометрического анализа.

2. Новые формы теоремы о дивергенции и их приложения к теории солитонов Рич-
чи. В этом разделе рассмотрим новые формы, которые приняла теорема Грина в обобщенной
технике Бохнера, и их приложения. А именно, существуют некоторые Lp(M,g)-расширения клас-
сической теоремы Грина о дивергенции на полные римановы многообразия, полученные методами
геометрического анализа. Во-первых, сформулируем следующую теорему из [17].
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Теорема 2.1. Пусть (M,g)—полное риманово многообразие, а X — гладкое векторное поле
на (M,g), удовлетворяющее условиям ‖X‖ ∈ L1(M,g) и divX ∈ L1(M,g). Тогда

∫

M

(divX) dVol = 0,

где ‖X‖—норма векторного поля X, индуцированная метрикой g.

Теорема 2.1 влечет следующий факт.

Следствие 2.1. Пусть (ξ, λ, g)— солитон Риччи на таком n-мерном гладком многообра-
зии M , что (M,g)—полное риманово многообразие, ‖ξ‖ ∈ L1(M,g) и (s + nλ) ∈ L1(M,g), где
s— скалярная кривизна метрики g. Если Lξs � 0 всюду на M , то g—метрика Эйнштейна.

Позже Л. Карп представил в [27] следующую обобщенную версию теоремы 2.11.

Теорема 2.2. Пусть (M,g)—полное некомпактное риманово многообразие, а X — гладкое
векторное поле на (M,g), удовлетворяющее условию

lim
r→∞ inf

1

r
intB(r)/B(2r)‖X‖ dVol = 0

где B(r)— геодезический шар радиуса r с центром в некоторой фиксированной точке x ∈ M .
Если divX имеет интеграл, то ∫

M

(divX) dVol = 0.

В заключение сформулируем третий окончательный вариант обобщенной теоремы Грина о
дивергенции (см. [12, 13]).

Теорема 2.3. Пусть X —такое гладкое векторное поле на связном полном, некомпактном
и ориентированном римановом многообразии (M,g), что divX � 0 (или divX � 0) всюду на
(M,g). Если норма ‖X‖ ∈ L1(M,g), то divX = 0.

Рассмотрим здесь приложение обобщенной теоремы о расходимости (теоремы 2.3): на основе
этой теоремы в [3] была доказана следующая теорема о полном солитоне Риччи.

Теорема 2.4. Солитон Риччи (ξ, λ, g) на n-мерном односвязном многообразии M является
эйнштейновым, если g—полная метрика, ‖ξ‖ ∈ L1(M,g) и скалярная кривизна s метрики g
лежит в следующих пределах :

(i) s � n|λ| или s � n|λ| для сжимающегося солитона (ξ, λ, g),
(ii) s � −n|λ| или s � −n|λ| для расширяющегося солитона (ξ, λ, g),
(iii) s � 0 или s � 0 для стационарного солитона (ξ, λ, g).

Еще одно интересное приложение теоремы об обобщенной дивергенцииЁ2.3 можно найти в [44].

3. Принцип максимума Хопфа и его применение к изучению конформных и проек-
тивных отображений. Существуют различные формы принципа максимума, начиная от его
классической формулировки в форме Хопфа до обобщений принципа максимума Омори—Яу на
бесконечности; см. [34], где приведены приложения к ряду геометрических задач в постановке
полных римановых многообразий в предположениях либо о кривизне, либо о росте объема гео-
дезических шаров. Они составляют часть обобщенной техники Бохнера. Принцип максимума
Хопфа в теории эллиптических дифференциальных уравнений второго порядка на римановых
многообразиях (см., например, [34, 36]) утверждает, что если Δϕ � 0 и ϕ достигает локального
максимального значения в некоторой точке, то функция ϕ постоянна (это классический и фун-
даментальный результат). Очевидно, что прототипом известной теоремы Хопфа классической
техники Бохнера является принцип максимума Хопфа обобщенной техники Бохнера. Рассмот-
рим его приложения к классической теории конформных и проективных отображений.
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Диффеоморфизм f : (M,g) → (M̄, ḡ) называется конформным отображением, если существует
такая гладкая функция σ наЁM , что f∗ḡ = e2σg, т. е. обратный образ метрики ḡ пропорционален g
(см. [30]). Заметим, что последние уравнения можно переписать в эквивалентной форме ḡ = e2σg
относительно f -согласованных общих координат наM и M̄ (см. [30]). В частности, если функция
σ является константой, то f : (M,g) → (M̄ , ḡ) является гомотетическим отображением.
В этом случае, если обозначить через s и s̄ скалярные кривизны (M,g) и (M̄, ḡ) соответственно,

то имеет место следующее равенство (см. [30]):

Δϕ =
1

2(n − 1)

(
e−2ϕ s̄− s

)
+

1

2
(n− 2) g (dϕ, dϕ) (4)

при ϕ = −σ. Если предположить, что скалярные кривизны на U и Ū = f(U) удовлетворяют
условиям s � 0 и s̄ � 0 соответственно, то Δϕ � 0 для n � 3. В этом случае, если ϕ достигает
локального максимального значения в некоторой точке U , то ϕ постоянна на U по принципу
максимума Хопфа. Тогда из (4) заключаем, что σ постоянна на U . Следовательно, f — гомотети-
ческое отображение и s = s̄ = 0 на U . Имеет место следующее утверждение.

Теорема 3.1. Пусть (M,g) и (M̄, ḡ)—римановы многообразия размерности n � 3 со скаляр-
ными кривизнами s � 0 и s̄ � 0, соответственно. Предположим, что существует такой кон-
формный диффеоморфизм f : (U, g) → (Ū , ḡ) связных областей U ⊂ M и Ū ⊂ M̄ , что f∗ḡ = e2σ g
на U . Если функция −σ достигает локального максимума в некоторой точке x ∈ U , то отоб-
ражение f является гомотетическим; более того, (M,g) и (M̄ , ḡ) имеют нулевую скалярную
кривизну на U и Ū соответственно.

Замечание 3.1. В условиях теоремы 3.1 пусть U = M , M —компактное многообразие без
края. Существует точка x ∈ M , в которой функция ϕ = −σ достигает максимума. Таким образом,
теоремы из [50] можно рассматривать как следствия теоремы 3.1.
С другой стороны, две римановых метрики g и ḡ на связной области U ⊂ M одного и того

же гладкого многообразия M называются поточечно проективно эквивалентными, если каждая
геодезическая метрики g в U является репараметризованной геодезической метрики ḡ. В этом
случае имеем проективное преобразование f : (U, g) → (Ū , ḡ), которое совпадает с тождествен-
ным, вместо проективного отображения f : (U, g) → (Ū , ḡ), которое в общем случае Ū �= U и f
тождественным не является.
Кроме того, будем говорить, что метрики g и ḡ поточечно аффинно эквивалентны в связной

области U ⊂ M , если их связности Леви-Чивиты∇ и ∇̄ совпадают. В этом случае, если обозначить
через s скалярные кривизны (M,g), то справедливо следующее равенство (см. [43]):

Δϕ =
1

n− 1
(traceg Ric− s) + g(dϕ, dϕ),

где Ric— тензор Риччи метрики ḡ и ϕ = (n + 1) log(dVolḡ /dVol).

В [43] при помощи принципа максимума Хопфа была доказана следующая теорема.

Теорема 3.2. Пусть g и ḡ— две поточечно проективно эквивалентные римановы метрики
на связной области U ⊂ M n-мерного многообразия M , n � 2, для которых traceg overlineRic �
s в каждой точке U , где s— скалярная кривизна метрики g, а Ric—тензор Риччи метрики ḡ.
Из предположения, что функция ϕ = (n+1) log(dVolḡ /dVol) достигает локального максималь-
ного значения в некоторой точке x ∈ M , следует, что g и ḡ проективно эквивалентны на U
тогда и только тогда, когда они являются поточечно аффинно эквивалентными метриками.
Кроме того, если существует хотя бы одна точка окрестности U , в которой traceg Ric > s,
то ḡ = g.

Замечание 3.2. Пусть U = M и M —компактное многообразие. Тогда существует точка x ∈
M , в которой функция ϕ = (n+1) log(dVolḡ /dVol) достигает максимума. В результате мы можем
сформулировать следующие утверждения, являющиеся следствием теоремы 2.1 (см. также [28,
теорема 3, следствие 4] и [15, теорема 1.3 ]).
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4. Применение супергармонических функций к изучению конформных и проектив-
ных отображений. Начнем этот раздел с краткого обзора теории параболических многообразий,
которая связана с супергармоническими функциями и является частью обобщенной техники Бох-
нера. С понятием параболического многообразия связан широкий класс эквивалентных свойств
риманова многообразия, включая ядро Грина, линейную емкость, броуновское движение и др.
Таким образом, имеется несколько эквивалентных определений параболичности полного рима-
нова многообразия в различных терминах (см., например, [23]).
Одна из точек зрения на это понятие такова. Напомним, что u ∈ C2M называется супер-

гармонической функцией, если Δu � 0. Будем говорить, что риманово многообразие является
параболическим многообразием, если оно не допускает непостоянных положительных супергар-
монических функций (см. [23, 24]). Полное риманово многообразие конечного объема является
примером параболического многообразия (см. [7]).

Теорема 4.1. Пусть (M,g)—параболическое риманово многообразие размерности n � 3 (в
частности, полное риманово многообразие конечного объема) со скалярной кривизной s � 0 и
(M̄ , barg)— другое риманово многообразие со скалярной кривизной s̄ � 0. Если существует кон-
формный диффеоморфизм f : (M,g) → (M̄ , ḡ), то он является гомотетическим отображением;
более того, (M,g) и (M̄, ḡ) имеют нулевую скалярную кривизну.

Доказательство. Полагая σ = 2(n − 2)−1 log u для гладкой скалярной функции u > 0, получаем
из (4) уравнение

Δu =
n− 2

4(n − 1)

(
u s− u

n+2
n−2 s̄

)
. (5)

Из (5) заключаем, что если a � 0 и s̄ � 0, то Δu � 0. В этом случае ассоциированная функция u
является супергармонической функцией. �
Можно доказать теорему, аналогичную теореме 4.1 для проективных отображений (см. [8]).

Теорема 4.2. Пусть g и ḡ—такие поточечно проективно эквивалентные римановы мет-
рики на связном некомпактном многообразии M , что (M,g)—параболическое риманово много-
образие. Тогда метрики g и ḡ аффинно эквивалентны, если traceg Ric � s или traceg Ric � s и
(dVolḡ /dVol)

1/(n+1) является ограниченной функцией.

5. Приложения субгармонических функций к изучению конформных и проектив-
ных отображений. Уравнение (5) можно переписать в следующем виде:

Δu =
n− 2

4(n − 1)

(
u s− u

4
n−2 s̄

)
u. (6)

Если при этом скалярные кривизны (M,g) и (M̄, ḡ) удовлетворяют условиям s � 0 и s̄ � 0 со-
ответственно, то u � 0. По определению функция u ∈ C2M называется субгармонической, если
Δu � 0. Большое количество результатов о свойствах субгармонических функций на полных ри-
мановых многообразиях получено многими авторами, такими как Р. Грин и Х. У (Ву), А. Хубер,
Л. Карп, С.-Т. Яу и др. В частности, напомним следующую известную теорему типа Лиувилля
для субгармонических функций на полных римановых многообразиях: Пусть— неотрицатель-
ная гладкая субгармоническая функция на (M,g). Тогда∫

M

up dVol = ∞

для любого 1 < p < ∞, если только u не является постоянной функцией (см. [52]).
Другими словами, если u ∈ Lp(M,g) для любого 1 < p < ∞, то u является константой C > 0

и, следовательно,

Cp

∫

M

dVol < ∞.
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Следовательно, если Vol(M,g) = +∞, то u ≡ 0. С другой стороны, если u > 0, то многообразие
(M,g) должно иметь конечный объем. Напомним, что каждое полное некомпактное риманово
многообразие с неотрицательной кривизной Риччи имеет бесконечный объем (см. также [52]).
Заключаем, что справедливо следующее предложение.

Предложение 5.1. Пусть (M,g)—полное риманово многообразие бесконечного объема. То-
гда оно не имеет положительной субгармонической Lp(M,g)-функции ни для какого 1 < p < ∞.
В частности, полное некомпактное риманово многообразие с неотрицательной кривизной Рич-
чи не допускает положительной субгармонической Lp(M,g)-функции ни при каком 0 < p < ∞.
С другой стороны, из (6) можно заключить, что если s � 0 и s̄ � 0, то Δu � 0 и, следова-

тельно, u является положительной субгармонической функцией. В нашем случае u > 0 согласно
определению, данному выше, а значит, многообразие (M,g) должно иметь конечный объем. Из
вышеизложенного заключаем, что справедлива следующая теорема.

Теорема 5.1. Пусть (M,g)—полное некомпактное риманово многообразие размерности n �
3 с Ric � 0 и (M̄, ḡ)— другое риманово многообразие с конформно связанной метрикой f∗ḡ =

u4/n−2 g, где u > 0—некоторая гладкая функция. Если u ∈ Lp(M,g) при 0 < p < ∞, то скалярная
кривизна s̄ многообразия (M̄ , ḡ) не может быть неположительной.

Замечание 5.1. Теорема 5.1 дополняет теорему Шоэна (см. [39]). Можно доказать теорему,
аналогичную теореме 4.1, для проективных отображений (см. [8]).

6. Приложение выпуклых функций к изучению конформных и проективных отоб-
ражений. Выпуклые функции являются примером субгармонических функций. В римановой
геометрии выпуклые функции использовались, например, при исследовании структуры неком-
пактных многообразий положительной кривизны Чигером, Грином, Громоллом, Мейером, Сио-
хамой, Ву и др. (см. [14, 19–22, 25]). Существование глобальных выпуклых функций на рима-
новом многообразии имеет серьезные геометрические и топологические последствия. Например
(см. [22]), каждое риманово многообразие размерности 2, допускающее глобальную локально
непостоянную выпуклую функцию, должно быть диффеоморфно плоскости, цилиндру или от-
крытой полосе Мёбиуса.
Напомним, что u ∈ C2M называется выпуклой функцией, если ее гессиан Hessg u := ∇ du поло-

жительно полуопределен. Используя данное определение и некоторые факты теории выпуклых
функций, можно сформулировать и доказать следующую теорему и ее следствие.

Теорема 6.1. Пусть f : (M,g) → (M̄, ḡ)—такой негомотетичный конформный диффеомор-
физм полных римановых многообразий (M,g) и (M̄, ḡ), что f∗S̄ � S для тензоров Схоутена S и
S̄ многообразий (M,g) и (M̄, ḡ) соответственно. Тогда многообразие (M,g) имеет бесконечный
объем.

Доказательство. Пусть f : (M,g) → (M̄ , ḡ)— такой конформный диффеоморфизм, что f∗ḡ =
e2σ g. Обозначим через S тензор Схоутена многообразия (M,g), который вводится следующими
тождествами:

S =
1

n− 2

(
Ric− s

2(n − 1)
g

)
. (7)

Тензор Схоутена часто появляется в конформной геометрии из-за его относительно простого
закона конформного диффеоморфизма:

S̄ = S −∇ dσ + dσ ⊗ dσ − 1

2
g (dσ + dσ, dσ) g. (8)

В этом случае уравнения (8), определенные на (M,g), можно переписать в виде

Hessg σ = S − S̄ + dσ ⊗ dσ − 1

2
g (dσ + dσ, dσ) g. (9)
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С другой стороны, полагая σ = − lnu для ассоциированной функции u > 0, получим ḡ = u−2 g.
В этом случае уравнение (9) можно переписать в виде

Hessg u = u · (S̄ − S) +
1

2
u g(du, du) · g. (10)

Из (10) заключаем, что если S̄ � S, то Hessg u � 0. В этом случае u— выпуклая функция.
С другой стороны, теорема Яу утверждает, что полное риманово многообразие, допускающее
непостоянную выпуклую функцию, имеет бесконечный объем (см. [51]). Следовательно, теорема
верна. �
С другой стороны, хорошо известна следующая теорема Бишопа и О’Нила: Если (M,g)—

связное полное риманово многообразие конечного объема, то все выпуклые функции на (M,g)
постоянны (см. [11]). В этом случае, принимая во внимание теорему 6.1, можем заключить, что
имеет место следующее утверждение.

Следствие 6.1. Пусть f : (M,g) → (M̄ , ḡ)— конформный диффеоморфизм полного риманова
многообразия (M,g) конечного объема на другое риманово многообразие (M̄ , ḡ). Если f∗S̄ � S
для тензоров Схоутена S и S̄ многообразий (M,g) и (M̄ , ḡ) соответственно, то f является
гомотетическим отображением.

Замечание 6.1. Из неравенства S̄ � S получаем, что e2σ s̄ � s. Следовательно, если s̄ � 0 и
s � 0, то выполняется второе неравенство.
С другой стороны, пусть g и ḡ—две поточечно проективно эквивалентные римановы метрики

на n-мерном (n � 2) C∞-многообразии M ; тогда выполняется уравнение

Hessg ϕ =
1

n− 1
(Ric− Ric) + dϕ⊗ dϕ (11)

(см. [43]), где ϕ = (n+1) log(dVolḡ /dVol). В этом случае, если Ric � Ric, то Hessg ϕ � 0. Исполь-
зуя данное определение и известные факты теории выпуклых функций, можем сформулировать
следующую теорему и ее следствие.

Теорема 6.2. Пусть g и ḡ—такие две поточечно проективно эквивалентные римановы
метрики на n-мерном (n � 2) многообразии M , что Ric � Ric, где Ric и Ric—тензоры Риччи
многообразий (M,g) и (M̄ , ḡ) соответственно. Тогда (M,g) имеет бесконечный объем.

Следствие 6.2. Пусть (M,g)—полное риманово многообразие конечного объема, а ḡ— дру-
гая риманова метрика на M такая, что g и ḡ— две поточечно проективно эквивалентные ри-
мановы метрики. Если Ric � Ric, где Ric и Ric—тензоры Риччи многообразий (M,g) и (M̄ , ḡ)
соответственно, то g и ḡ— две аффинно эквивалентные римановы метрики на M .

Односвязное полное риманово многообразие неположительной кривизны называется многооб-
разием Адамара (ср. теорему Картана—Адамара: Пусть (M,g)— n-мерное (n � 2) односвязное
полное риманово многообразие неположительной секционной кривизны. Тогда (M,g) диффео-
морфно евклидову пространству Rn. В частности, не существует компактных односвязных мно-
гообразий, допускающих такую метрику. Далее, пусть X ∈ TxM — единичный вектор; дополним
его до ортонормированного базиса {X, e2, . . . , en} касательного пространства Tx в произвольной
точке x ∈ M . Тогда

Ric(X,Y ) =

n∑
a=2

sec(X ∧ ea).

В этом случае из условия sec � 0 получаем Ric � 0, т. е. кривизна Риччи (M,g) неположительна.
Если ḡ—другая риманова метрика на (M,g), для которой Ric � 0 всюду на M и ḡ поточеч-
но проективно эквивалентна римановой метрике g, то получаем Hessg ϕ � 0. Тогда функция ϕ
субгармоническая. В то же время известно (см. [29]), что на полном односвязном римановом мно-
гообразии (M,g) неположительной секционной кривизны любая неотрицательная субгармониче-
ская Lp-функция является константой C для любого p ∈ (0,∞). Поскольку объем многообразия
Адамара (M,g) бесконечен, находим C = 0. Имеет место следующее утверждение.
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Теорема 6.3. Пусть (M,g)—многообразие Адамара. Не существует другой римановой мет-
рики ḡ �= g на M такой, что

(i) ḡ поточечно проективно эквивалентна g;
(ii) Ric � 0;
(iii) dVolḡ � dVol;
(iv) ϕ = (n+ 1) log(dVolḡ /dVol) является Lp-функцией для некоторого p ∈ (0,∞).

Хорошо известно, что скалярная кривизна (M,g) определяется формулой

s = traceg Ric = 2
∑
i<j

sec(ei, ej),

где {e1, . . . , en}— ортонормированный базис в TxM при произвольном x ∈ M . В этом случае из
условия sec � 0 получаем s � 0, т. е. скалярная кривизна (M,g) неположительна. Имеет место
следующая теорема.

Теорема 6.4. Пусть (M,g)—многообразие Адамара. Не существует другой римановой мет-
рики ḡ �= g на M такой, что

(i) ḡ поточечно конформно эквивалентна g, т. е. ḡ = e2σg;
(ii) s̄ � 0;
(iii) σ—неотрицательная Lp-функция для некоторого p ∈ (0,∞).
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36. Pucci P., Serrin J. The strong maximum principle revisited// J. Differ. Eqs. — 2004. — 196, № 1. —

P. 1–66.

37. Richard S., Yau S.-T. Lectures on Differential Geometry. — Boston: International Press, 2010.

38. Romero A. The introduction of Bochner’s technique on Lorentzian manifolds// Nonlin. Anal. — 2001. —

47. — P. 3047–3059.

39. Schoen R. Conformal deformation of a Riemannian metric to constant curvature// J. Differ. Geom. — 1984.

— 20. — P. 479–495.

40. Schoen R., Yau S.-T. Lectures on Harmonic Maps. — Boston: International Press, 1994.

41. Stepanov S. E. Vanishing theorems in affine, Riemann and Lorentzian geometries// J. Math. Sci. — 2007.

— 141, № 1. — P. 929–964.
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