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Аннотация. Определена структура почти 3-квази-сасакиева многообразия второго рода. Дока-
зано, что на распределении нулевой кривизны почти квази-сасакиева многообразия с помощью
связности с кососимметрическим кручением определяется структура почти 3-квази-сасакиева
многообразия.
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Abstract. In this paper, we define the structure of an almost 3-quasi-Sasakian manifold of the second
kind and prove that on a zero-curvature distribution of an almost quasi-Sasakian manifold, the structure
of an almost 3-quasi-Sasakian manifold is determined by a connection with skew-symmetric torsion.
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1. Введение. В настоящее время активно исследуются почти 3-контактные метрические
структуры, как первого, так и второго рода. В первом случае размерность многообразия, несуще-
го соответствующую структуру, равна n = 4m+3, во втором случае — равна n = 4m+1 (см. [9,11]).
Почти 3-контактные метрические структуры первого рода определены Y. Y. Kuo в 1970 г. [20].
Однако структурами первого рода они были названы позже, в статье I. Sato в 1973 г. [21]. В той же
статье I. Sato назвал структуры, определенные S. Hashimoto в 1964 г. [18], почти 3-контактными
метрическими структурами второго рода. В обоих случаях на гладком многообразии определя-
ются три почти контактные структуры, совместимые с римановой метрикой. В то же время,
структура первого рода включает три структурных векторных поля, а структура второго рода —
одно структурное векторное поле Риба. Почти 3-контактные метрические структуры первого рода
устроены более сложно, чем структуры второго рода, но именно структуры первого рода вызыва-
ют больший интерес со стороны геометров. Важность изучения почти 3-контактных метрических
структур первого рода подробно обсуждается в работах I. Agricola [6–9]. Там же активно обсужда-
ется проблема поиска связности на многообразиях с почти 3-контактной метрической структурой
более предпочтительной, чем связность Леви-Чивиты.
Среди многочисленных направлений в изучении почти 3-контактных метрических структур

обоих родов выделяется область исследования структур с различными классами образующих их
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почти контактных метрических структур [8,12]. Обратимся, в частности, к работам B. Cappelletti-
Montano [12–14]. Автор подробно исследует геометрию 3-квази-сасакиевых многообразий первого
рода. В настоящей работе вводится понятие почти квази-сасакиева многообразия (AQS-многооб-
разия). Почти квази-сасакиева структура (AQS-структура) в отличие от квази-сасакиевой струк-
туры (QS-структуры) является почти нормальной структурой [5]. Почти нормальные структуры
естественным образом возникают на распределениях нулевой кривизны субримановых много-
образий контактного типа [4]. Почти квази-сасакиево многообразие M определяется как почти
нормальное почти контактное метрическое многообразие с замкнутой фундаментальной формой,
для которого выполняется условие dη(ξ, ·) = 0. На AQS-многообразии определена единственная
метрическая связность ∇N с кососимметрическим кручением. Задание связности ∇N позволя-
ет определить на распределении D многообразия M как на тотальном пространстве векторного
расслоения почти 3-контактную метрическую структуру второго рода [1,3,5]. В настоящей рабо-
те доказывается, что определяемая на распределении AQS-многообразия M почти 3-контактная
метрическая структура является почти 3-квази-сасакиевой структурой, если распределение мно-
гообразия M имеет нулевую кривизну.

2. AQS-многообразия, оснащенные канонической кососимметрической связностью.
Пусть M — гладкое риманово многообразие нечетной размерности n = 2m + 1 с заданной на
нем субримановой структурой (M, ξ, η, g,D) контактного типа, где η и ξ— 1-форма и единичное
векторное поле, порождающие, соответственно, ортогональные между собой распределения D
и D⊥ (см. [4]).
Карту k(xi) (i, j, k = 1, . . . , n; a, b, c = 1, . . . , n − 1) многообразия M будем называть адап-

тированной к распределению D, если ∂n = ξ (см. [4]). Пусть P : TM → D—проектор, опре-
деляемый разложением TM = D ⊕ D⊥, и k(xi)— адаптированная карта. Векторные поля
P (∂a) = ea = ∂a − Γn

a∂n линейно независимы и в области определения соответствующей кар-
ты порождают распределение D: D = Span(ea).
Для адаптированных карт k(xi) и k′(xi′) выполняются следующие формулы преобразования

координат:

xa = xa(xa
′
), xn = xn

′
+ xn(xa

′
).

Тензорное поле t типа (p, q) называется допустимым к распределению D или трансверсаль-
ным, если t обращается в нуль каждый раз, когда среди его аргументов встречаются ξ или η.
Координатное представление допустимого тензорного поля в адаптированной карте имеет вид:

t = t
a1...ap
b1...bq

ea1 ⊗ . . .⊗ eap ⊗ dxb1 ⊗ . . .⊗ dxbq .

Из равенства [ea,eb] = 2ωba∂n, где ω = dη, следует, что условие dη(ξ,X) = 0 эквивалентно
справедливости равенства ∂nΓn

a = 0.
Пусть ˜∇ связность Леви-Чивиты и Γ̃i

jk — ее коэффициенты. Воспользовавшись равенством

2Γ̃m
ij = gkm(eigjk + ejgik − ekgij +Ωl

kjgli +Ωl
kiglj) + Ωm

ij ,

убеждаемся в справедливости следующего предложения.

Предложение 1. Коэффициенты Γ̃k
ij связности Леви-Чивиты субриманова многообразия

в адаптированных координатах имеют вид:

Γ̃c
ab = Γc

ab, Γ̃n
ab = ωba − Cab, Γ̃b

an = Γ̃b
na = Cb

a + ψb
a, Γ̃n

na = −∂nΓn
a , Γ̃a

nn = gab∂nΓ
n
b ,

где

Γa
bc =

1

2
gad(ebgcd + ecgbd − edgbc), ψb

a = gbcωac, Cab =
1

2
∂ngab, Cb

a = gbcCac.

Здесь эндоморфизм ψ : TM → TM определяется из равенства ω(X,Y ) = g(ψX,Y ). Выполняют-
ся также следующие соотношения: C(X,Y ) = 1

2(Lξg)(X,Y ), g(CX,Y ) = C(X,Y ). Как видно из
последних равенств, символом C в зависимости от ситуации обозначаются тензоры разных
валентностей.
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N -связность ∇N определяется на субримановом многообразии, наделенном эндоморфизмом
N : TM → TM касательного расслоения многообразия M (Nξ = 0, N(D) ⊂ D) как связность,
следующим образом выражающаяся через связность Леви-Чивиты ˜∇XY :

∇N
XY = ˜∇XY + (˜∇Xη)(Y )ξ − η(Y )˜∇Xξ − η(X)(˜∇ξη)(Y )ξ − η(X)(C + ψ −N)Y.

Непосредственно проверяется, что в адаптированных координатах отличные от нуля коэффи-
циенты Gi

jk связности ∇N
X имеют вид

Ga
bc =

1

2
gad(ebgcd + ecgbd − edgbc), Gb

na = N b
a, Gn

na = −∂nΓn
a .

Предложение 2 (см. [17]). Линейная связность ∇N , заданная на субримановом многообра-
зии, кососимметрична тогда и только тогда, когда N = 2ψ.

Ранг субримановой структуры полагается равным 2p, если (dη)p �= 0, η ∧ (dη)p = 0, и равным
2p + 1, если η ∧ (dη)p �= 0, (dη)p+1 = 0. Легко проверяется, что ранг субримановой структуры
равен 2p+ 1 тогда и только тогда, когда ∂nΓn

a = 0. В случае, когда N = 2ψ, связность ∇N будем
называть канонической связностью.
Заметим, что каноническая связность в случае субримановой структуры четного ранга не яв-

ляется метрической связностью. Действительно,

∇N
n gna = −Gn

na = ∂nΓ
n
a .

Пусть теперьM —почти контактное метрическое многообразие размерности n = 2m+1 с задан-
ной на нем структурой (M, ξ, η, ϕ, g,D). Здесь ϕ— тензор типа (1, 1), называемый структурным
эндоморфизмом, ξ и η— вектор и ковектор, называемые, соответственно, структурным векто-
ром и контактной формой, g— (псевдо) риманова метрика. При этом выполняются следующие
условия:

(i) ϕ2 = −I + η ⊗ ξ,
(ii) η(ξ) = 1,
(iii) g(ϕX,ϕY ) = g(X,Y )− η(X)η(Y ), X,Y ∈ Γ(TM).

Здесь Γ(TM)—модуль гладких векторных полей на M .
Гладкое распределение D = ker(η) называется распределением почти контактной структуры.

В качестве следствия условий (i)—(iii) получаем:
(i′) ϕξ = 0,
(ii′) η ◦ ϕ = 0,
(iii′) η(X) = g(X, ξ), X ∈ Γ(TM).
Кососимметрический тензор Ω(X,Y ) = g(X,ϕY ) называется фундаментальной формой струк-

туры. Почти контактная метрическая структура называется контактной метрической струк-
турой, если выполняется равенство Ω = dη. Гладкое распределение D⊥ = Span(ξ), ортого-
нальное распределению D, называется оснащением распределения D. Имеет место разложение
TM = D ⊕D⊥.
Многообразие Сасаки — контактное метрическое многообразие, удовлетворяющее дополни-

тельному условию
N (1)

ϕ = Nϕ + 2dη ⊗ ξ = 0, (1)
где

Nϕ(X,Y ) = [ϕX,ϕY ] + ϕ2[X,Y ]− ϕ[ϕX,Y ]− ϕ[X,ϕY ]

— тензор Нейенхейса эндоморфизма ϕ. Выполнение условия (1) означает, что пространство Са-
саки является нормальным пространством.
Назовем почти контактное метрическое многообразие почти контактным кэлеровым многооб-

разием [5, 17], если выполняются следующие условия:

dΩ = 0, Ñϕ = Nϕ + 2ϕ∗dη ⊗ ξ = 0.

Многообразие, для которого выполняется условие Nϕ = Nϕ + 2dη ⊗ ξ = 0 названо нами почти
нормальным многообразием. Легко проверяется, что почти нормальное почти контактное метри-
ческое многообразие является нормальным многообразием тогда и только тогда, когда dη = ϕ∗dη.
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Пусть P : TM → D—проектор, определяемый разложением TM = D⊕D⊥. Тогда имеет место
следующее предложение.

Предложение 3. Для любого почти контактного метрического многообразия выполняется
следующее равенство PN (1)

ϕ = Ñϕ.

Заметим, что из предложения 3 следует справедливость соотношения

N (1)
ϕ (X,Y ) = Ñϕ(X,Y ) + 2(dη(X,Y )− dη(ϕX,ϕY ))ξ.

Внутренней линейной связностью ∇ (см. [4]) на многообразии с почти контактной метрической
структурой называется отображение

∇ : Γ(D)× Γ(D) → Γ(D),

удовлетворяющее следующим условиям:
(i) ∇f1X+f2Y = f1∇X + f2∇Y ,
(ii) ∇XfY = (Xf)Y + f∇XY ,
(iii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

где Γ(D)—модуль допустимых векторных полей (векторных полей, в каждой точке принадле-
жащих распределению D).
Коэффициенты внутренней линейной связности определяются из соотношения ∇eaeb = Γc

abec.
Из равенства ea = Aa′

a ea′ , где

Aa′
a =

∂xa
′

∂xa
,

обычным образом следует формула преобразования для коэффициентов внутренней связности:

Γc
ab = Aa′

a A
b′
b A

c
c′Γ

c′
a′b′ +Ac

c′eaA
c′
b .

Отсюда, в частности, следует, что производные ∂nΓd
ac являются компонентами допустимого тен-

зорного поля. Рассмотрим два простейших примера контактных кэлеровых многообразий.

Пример 1. Пусть M = {(x, y, z, u, v) ∈ R
5 : y �= 0}— гладкое многообразие размерности 5,

оснащенное почти контактной метрической структурой (M, ξ, η, ϕ, g,D). Здесь использованы сле-
дующие обозначения:
(a) D = Span{e1,e2,e3,e4}, где

e1 = ∂1 − y∂5, e2 = ∂2, e3 = ∂3, e4 = ∂4,

(∂1, ∂2, ∂3, ∂4, ∂5)— естественный базис пространства R
5,

(b) ξ = ∂5,
(c) η = dz + ydx,
(d) ϕe1 = e3, ϕe2 = e4, ϕe3 = −e1, ϕe4 = −e2, ϕξ = 0,
(e) базис (e1,e2,e3,e4, ξ) состоит из ортонормированных векторов.
Непосредственно проверяется, что почти контактное метрическое многообразие M не является

нормальным, но является почти нормальным многообразием. Действительно,

N (1)
ϕ (e1,e2) = ϕ2[e1,e2] + [e3,e4]− ϕ[e3,e2]− ϕ[e1,e4] + 2dη(e1,e2)ξ = ϕ2ξ − η(ξ)ξ = −ξ.

С другой стороны,
Ñϕ(e1,e2) = 2dη(e3,e4)ξ = 0.

Для рассматриваемой структуры выполняется равенство

dη(ξ,X) = 0, X ∈ Γ(TM).

Таким образом, ω = dη в рассматриваемом примере является допустимым тензорным полем,
к которому применима внутренняя связность ∇ (см. [4]). При этом ∇ω = 0. Пусть, далее, ψ—
эндоморфизм, определяемый равенством ω(X,Y ) = g(ψX,Y ). Координатное представление эн-
доморфизма ψ выглядит следующим образом: ψb

a = gbcωac.
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Пример 2. В этом примере рассматривается то же самое многообразие M с той лишь разни-
цей, что

e1 = ∂1 − yz∂5, η = dz + yz dx.

Однако, в отличие от предыдущего случая, условие dη(ξ, ·) = 0 не выполняется. Действительно,
2dη(ξ,e1) = −η([ξ,e1]) = y �= 0.

Назовем почти контактное метрическое многообразие почти квази-сасакиевым многообразием
(AQS-многообразием), если выполняются следующие условия:

dΩ = 0, Ñϕ = Nϕ + 2ϕ∗dη ⊗ ξ = 0, dη(ξ, ·) = 0.

Имеет место следующая теорема.

Теорема 1. Почти контактная метрическая структура является почти квази-сасакиевой
структурой тогда и только тогда, когда выполняется равенство

(˜∇Xϕ)Y = g((ψ ◦ ϕ)Y,X)ξ − η(Y )(ϕ ◦ ψ)(X) − η(X)(ϕ ◦ ψ − ψ ◦ ϕ)Y.
Доказательство. Необходимость. Пусть M —AQS-многообразие. Покажем, что выполняется
приведенное выше равенство. Воспользуемся равенством, которое выполняется для любого почти
контактного метрического многообразия:

2g((˜∇Xϕ)Y,Z) = 3(dΩ(X,ϕY,ϕZ) − dΩ(X,Y,Z)) + g(N (1)
ϕ (Y,Z), ϕX)+

+ 2N (2)
ϕ (Y,Z)η(X) + 2(dη(ϕY,X)η(Z) − dη(ϕZ,X)η(Y )).

Учитывая, что
dΩ = 0, Ñϕ = Nϕ + 2ϕ∗dη ⊗ ξ = 0, dη(ξ, ·) = 0,

получаем:

g((˜∇Xϕ)Y,Z) = η(X)(g((ψ ◦ ϕ)Y,Z) + dη(Y, ϕZ)) + g(dη(ϕY,X)ξ, Z) + dη(X,ϕZ)η(Y ).

Отсюда и следует доказываемое равенство. Для доказательства достаточности удобно восполь-
зоваться адаптированными координатами. �
Следующие предложения являются непосредственными следствиями теоремы 1.

Предложение 4. Почти контактная метрическая структура является квази-сасакиевой
структурой тогда и только тогда, когда выполняется равенство

(˜∇Xϕ)Y = g(AY,X)ξ − η(Y )AX, A = ϕ ◦ ψ.
Предложение 5. Почти квази-сасакиево многообразие является квази-сасакиевым многооб-

разием тогда и только тогда, когда выполняется одно из следующих эквивалентных условий:
(i) dη = ϕ∗dη,
(ii) ϕ ◦ ψ − ψ ◦ ϕ = 0,
(iii) g(X,AY ) = g(AX,Y ), A = ϕ ◦ ψ.
Пусть (M, ξ, η, ϕ, g,D)— заданная на многообразии M почти квази-сасакиева структура

и пусть ∇N —каноническая связность. Из предложения 5 вытекает следующий факт.

Предложение 6. Почти квази-сасакиево многообразие является квази-сасакиевым многооб-
разием тогда и только тогда, когда ∇Nϕ = 0.

3. Почти 3-квази-сасакиевы структуры. Рассмотрим на гладком многообразии M размер-
ности n = 4m + 1 почти контактную метрическую 3-структуру второго рода (M, ξ, η, ϕα,D),
где α = 1, 2, 3 (см. [10]). Назовем 3-структуру (M, ξ, η, ϕα,D) почти квази-сасакиевой 3-струк-
турой, если для каждого по отдельности α структура (M, ξ, η, ϕα,D)—почти квази-сасакиева
структура.
Будем говорить, что над распределением D задана связность, если распределение D̃ = π−1∗ (D),

где π : D → M — естественная проекция, раскладывается в прямую сумму вида D̃ = HD ⊕ V D,
где V D— вертикальное распределение на тотальном пространстве D.
Введем на D структуру гладкого многообразия, поставив в соответствие каждой адаптиро-

ванной карте k(xα) на многообразии M сверхкарту k̃(xα, xn+a) на многообразии D, где xn+a—
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координаты допустимого вектора в базисе ea = ∂a−Γn
a∂n. Построенную сверхкарту также будем

называть адаптированной. Задание связности над распределением эквивалентно заданию такого
объекта Ga

b (x
α, xn+a), что HD = Span(εa), где

εa = ∂a − Γn
a∂n −Gb

a∂n+b.

В случае, когда
Ga

b (x
α, xn+a) = Γa

bc(x
α)xn+c,

связность над распределением определяется внутренней линейной связностью. Пусть ∇— внут-
ренняя линейная связность, определяемая горизонтальным распределением HD, и N : D → D—
поле допустимого тензора типа (1, 1). N -продолженной связностью назовем такую связность
в векторном расслоении (D,π,M), определяемую разложением TD = ˜HD ⊕ V D, что ˜HD =
HD ⊕ Span(u), где

uX = ε− (NX)v , ε = ∂n, X ∈ D,

(NX)v —вертикальный лифт. Относительно базиса (εa, ∂n, ∂n+a) поле u получает координатное
представление

u = ∂n −Na
b x

n+b∂n+a.

Всякому векторному полю X ∈ Γ(TM), заданному на многообразии M , обычным образом
соответствует его горизонтальный лифт Xh, при этом Xh ∈ Γ(HD) тогда и только тогда, когда
X —допустимое векторное поле: X ∈ Γ(D).
Векторные поля

(εa = ∂a − Γn
a∂n − Γb

acx
n+c∂n+b, u = ∂n −Na

b x
n+b∂n+a, ∂n+a)

определяют на D неголономное (адаптированное) поле базисов, а формы

(dxa,Θn = dxa + Γn
adx

a, Θn+a = dxn+a + Γa
bcx

n+cdxb +Na
b x

n+bdxn)

— соответствующее поле кобазисов. Проводя необходимые вычисления, получаем следующие
структурные уравнения:

[εa, εb] = 2ωbau+ xn+d(2ωbaN
c
d +Rc

bad)∂n+c,

[εa,u] = xn+d(∂nΓ
c
ad −∇aN

c
d)∂n+c,

[εa, ∂n+b] = Γc
ab∂n+c, [u, ∂n+a] = N c

a∂n+c.

Здесь
Rd

abc = 2e[aΓ
d
b]c + 2Γd

[a|e|Γ
e
b]c

—компоненты тензора Схоутена

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇P [X,Y ]Z − P [Q[X,Y ], Z].

Определим на распределении D почти контактную 3-структуру (D̃, J, J1, J2,u, λ = η ◦ π∗,D),
полагая

u = ∂n −Na
b x

n+b∂n+b, J(Xh) = Xv, J(Xv) = −Xh, J(u) = 0,

J1(X
h) = −(ϕX)h, J1(X

v) = (ϕX)v , J1(u) = 0, J2 = J1J, X ∈ Γ(D).

Проводя необходимые вычисления в адаптированных координатах, убеждаемся в справедливости
следующей теоремы.

Теорема 2. Пусть M —почти квази-сасакиево многообразие с распределением нулевой кри-
визны. Тогда структура

(

D̃, J, J1, J2, u, λ = η ◦ π∗, g̃, D
)

, где

g̃(εa, εb) = g̃(∂n+a, ∂n+b) = g(ea,eb), g̃(u, εb) = g̃(u, ∂n+b) = 0, g̃(u,u) = 1

является почти 3-квази-сасакиевой структурой второго рода.
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