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Аннотация. В работе исследуются инвариантные солитоны Риччи на трехмерных унимодуляр-
ных группах Ли с полусимметрической связностью. Доказано, что на некоторых трехмерных
группах Ли с левоинвариантной (псевдо)римановой метрикой и полусимметричной связностью,
отличной от связности Леви-Чивиты, существуют нетривиальные инвариантные солитоны Риччи.
Получена полная классификация нетривиальных инвариантных солитонов Риччи и соответству-
ющих полусимметрических связностей на трехмерных унимодулярных группах Ли.
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Abstract. In this paper, we examine invariant Ricci solitons on three-dimensional unimodular Lie
groups with a semisymmetric connection. We prove that nontrivial invariant Ricci solitons exist on some
three-dimensional Lie groups with a left-invariant (pseudo) Riemannian metric and a semisymmetric
connection different from the Levi-Civita connection. A complete classification of nontrivial invariant
Ricci solitons and the corresponding semisymmetric connections on three-dimensional Lie groups is
obtained.
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1. Предварительные сведения. Пусть (M,g)— (псевдо)риманово многообразие. Определим
на данном многообразии полусимметрическую связность ∇ формулой

∇XY = ∇g
XY + g(X,Y )V − g(V, Y )X, (1)

где V —некоторое фиксированное векторное поле, X и Y —произвольные векторные поля, ∇g —
связность Леви-Чивиты. Связность ∇ является метрической и впервые описана Э. Картаном
в [8]. Класс метрических связностей, определяемых данным образом, содержит связность Леви-
Чивиты и играет важную роль в исследованиях по римановой геометрии (см. [4–6,8, 11–16]).
Тензор кривизны и тензор Риччи связности ∇ определяются соответственно равенствами

R(X,Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z, r(X,Y ) = tr(Z → R(X,Z)Y ).

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект № 22-21-00111 «Псевдоримановы мно-
гообразиях с ограничениями на тензор Риччи»).
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Отметим, что, в отличие от случая связности Леви-Чивиты, в данном случае тензор Риччи
не обязан быть симметричным. Однако верна следующая теорема

Теорема 1 (см. [6, 11]). Пусть (M,g)— (псевдо)риманово многообразие с полусимметриче-
ской связностью. Тензор Риччи является симметричным тогда и только тогда, когда 1-форма
π, определяемая равенством π(X) = g(X,V ) для любого векторного поля X на M , замкнута,
т.е. dπ = 0.

Определение 1. Метрика g полного риманова многообразия (M,g) называется солитоном
Риччи, если она удовлетворяет уравнению

r = Λg + LP g, (2)

где r— тензор Риччи метрики g, LP g—производная Ли метрики g по направлению полного диф-
ференцируемого векторного поля P , константа Λ ∈ R. Если M = G/H —однородное простран-
ство, то однородная риманова метрика, удовлетворяющая (2), называется однородным солитоном
Риччи, а еслиM = G— группа Ли, и поле P левоинвариантно — инвариантным солитоном Риччи.

Замечание. Векторное поле V неявно входит в уравнение (2), а в случае V = 0 полу-
чаем классическое определение солитона Риччи. Заметим также, что производная Ли имеет
вид: LP g(X,Y ) = Pg(X,Y ) + g([X,P ], Y ) + g(X, [Y, P ]). Если солитон Риччи инвариантен, то
LP g(X,Y ) = g([X,P ], Y ) + g(X, [Y, P ]) для произвольных инвариантных полей X и Y .

Определение 2. Метрика g (псевдо)риманова многообразия (M,g) называется тривиальным
солитоном Риччи, если LP g = τg при некоторой константе τ ∈ R.

Заметим, что ранее инвариантные солитоны Риччи изучались Л. Цербо, П. Н. Клепиковым
и Д. Н. Оскорбиным [1,9].

Теорема 2 (см. [9]). Для любой конечномерной унимодулярной группы Ли с левоинваринтной
римановой метрикой и связностью Леви-Чивиты все инвариантные солитоны Риччи триви-
альны.

Пусть далее M = G— группа Ли с левоинвариантной лоренцевой метрикой, g— ее алгебра Ли.
Фиксируем базис {e1, . . . , en} левоинваринтных векторных полей в g и положим

[ei, ej ] = ckijek, g(ei, ej) = gij , cijs = ckijgks,

где ckij — структурные константы алгебры Ли, gij —компоненты метрического тензора.
Зафиксируем некоторое инвариантное векторное поле V , с помощью которого определим на G

полусимметрическую связность ∇.
Согласно (1) компоненты связности ∇ задаются формулами

Γk
ij = (Γg)kij + gijV

k − gsjV
sδki ,

где

(Γg)sij =
1

2
gks(cijk − cjki + ckij)

—компоненты связности Леви-Чивиты ∇g, ‖gks‖—матрица обратная к ‖gks‖, δki — символ Кро-
некера.
Аналогично общему случаю определим тензор кривизны R и тензор Риччи r. В базисе

{e1, . . . , en} их компоненты соответственно есть
Rijks = (Γl

ikΓ
p
jl − Γl

jkΓ
p
il + clijΓ

p
lk)gps, rik = Rijksg

js.

Пусть P —левоинвариантное векторное поле. Тогда (2) можно переписать в терминах струк-
турных констант алгебры Ли

rij = Λgij − P k(cskigsj + cskjgsi), (3)

где rij —компоненты тензора Риччи, Λ ∈ R, gij —компоненты метрического тензора, P k —коор-
динаты левоинвариантного векторного поля, ckij — структурные константы алгебры Ли g.
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В дальнейшем под «метрической группой Ли (G, g, V )» будем понимать группу Ли G с ле-
воинвариантной лоренцевой метрикой и полусимметрической связностью, которую порождает
левоинвариантное векторное поле V ∈ g.
Справедливы следующие утверждения.

Лемма 1 (см. [2]). Если метрическая группа Ли (G, g, V ) удовлетворяет уравнению солито-
на Риччи, то в произвольном базисе {e1, . . . , en} алгебры Ли g выполняется соотношение

V igijc
j
kt = 0; (4)

или в инвариантной форме
g(V, [X,Y ]) = 0, ∀X,Y ∈ g.

Здесь cjkt— структурные константы алгебры g, определяемые разложением [ek, et] = cjktej .

Лемма 2 (см. [2]). Инвариантный солитон Риччи тривиален тогда и только тогда, когда
выполняется

P k(cskigsj + cskjgsi) = τgij . (5)

Рассмотрим далее трехмерный случай. Следующая классификация для трехмерных метриче-
ских групп Ли была получена в [3, 7, 10].

Теорема 3. Пусть G—трехмерная унимодулярная группа Ли с левоинвариантной лорен-
цевой метрикой. Тогда в алгебре Ли группы G существует псевдо-ортонормированный базис
{e1, e2, e3} такой, что метрическая алгебра Ли группы G содержится в следующем списке:

Случай A1:
[e1, e2] = α3e3, [e1, e3] = −α2e2, [e2, e3] = α1e1,

с времениподобным e1;
Случай A2:

[e1, e2] = (1− α2)e3 − e2, [e1, e3] = e3 − (1 + α2)e2, [e2, e3] = α1e1,

с времениподобным e3;
Случай A3:

[e1, e2] = e1 − α1e3, [e1, e3] = −α1e2 − e1, [e2, e3] = α1e1 + e2 + e3,

с времениподобным e3;
Случай A4:

[e1, e2] = α3e2, [e1, e3] = −α2e1 − α1e2, [e2, e3] = −α1e1 + α2e2,

с времениподобным e1 и α2 �= 0.

Основным результатом данной работы является следующая теорема.

Теорема 4. Пусть (G, g,∇)—трехмерная унимодулярная группа Ли с левоинвариантной ло-
ренцевой метрикой g и полусимметрической связностью ∇, отличной от связности Леви-Чи-
виты. Тогда среди таких групп Ли существуют группы, допускающие нетривиальные инвари-
антные солитоны Риччи. При этом все нетривиальные инвариантные солитоны Риччи групп
Ли (G, g,∇) исчерпываются следующим списком:

Случай A1:

Λ = (V 1)2, V = (V 1, 0, 0) P =

(
V 1

2
, 0, 0

)
, α2 = α3 = ±

√
2

2
V 1 �= 0.

Случай A2:

Λ = −α2
1

2
, V = (0, 0, 0), P =

(
−α1

2
, P 2,−P 2

)
, α2 = α1 �= 0, P 2 ∈ R;

Λ = 0, V = (0, 0, 0), P = (−α2, 0, 0), α1 = 0, α2 �= 0;

Λ = 0, V = (0,−V 3, V 3), P =

(
(V 3)2

2
,−P 3,−P 3

)
, α1 = α2 = 0, P 3 ∈ R, V 3 �= 0.
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Случай A3:

Λ = −α2
1

2
, V = (0, 0, 0), P = (α1,−1,−1), α1 ∈ R;

Λ = 0, V = (0, V 2, V 2), P = (0, P 2, P 2), α1 = 0, P 2 = −1 +
1

2
V2 +

1

2
(V2)

2, V 2 /∈ {−2, 0, 1}.
Случай A4:

Λ = V 3f, V = (0, 0, V 3), P = (0, 0, P 3), α1 = 0, α2 �= 0, α3 ∈ R, f = 1− V 3 − α2,

V 3 = ±
√
1 + α2

2;

Λ = 2V 3 − 2, V = (0, 0, V 3), P = (0, 0, P 3), α2 = −1, α1, α3 ∈ R,

V 3 =
1

2
(1±

√
1− 8P 3), P 3 �= 0;

Λ = 2V 3 − 2, V = (0, 0, V 3), P = (P 2, P 2, P 3), α1 = 1, α2 = −1, α3 = 0,

V 3 =
1

2
(1±

√
1− 8P 3), P 3 �= 0;

Λ = 2V 3 − 2, V = (0, 0, V 3), P = (−P 2, P 2, P 3), α1 = α2 = −1, α3 = 0,

V 3 =
1

2
(1±

√
1− 8P 3), P 3 �= 0.

2. Инвариантные солитоны Риччи трехмерных унимодулярных метрических групп
Ли. В данном разделе докажем теорему 4. Для этого рассмотрим систему уравнений (3), опреде-
ляющую инвариантных солитонов Риччи; систему уравнений (4), определяющую симметричность
тензора Риччи, а также систему уравнений (5) — условие тривиальности инвариантного солито-
на. Заметим, что в силу тензорного вида левой и правой частей уравнения (3) все вычисления
достаточно провести для базиса теоремы 3.

2.1. Случай A1. Условие (4) имеет вид V 1α1 = 0, V 2α2 = 0, V 3α3 = 0, поэтому имеет место
один из следующих случаев:

(i) V = (0, 0, 0);
(ii) V = (V 1, 0, 0) и α1 = 0;
(iii) V = (0, V 2, 0) и α2 = 0;
(iv) V = (0, 0, V 3) и α3 = 0;
(v) V = (V 1, V 2, 0) и α1 = 0, α2 = 0;
(vi) V = (0, V 2, V 3) и α2 = 0, α3 = 0;
(vii) V = (V 1, 0, V 3) и α1 = 0, α3 = 0;
(viii) V = (V 1, V 2, V 3) и α1 = 0, α2 = 0, α3 = 0.
Рассмотрим данные случаи последовательно.

(i) В данном случае вектор V тривиален и полусимметрическая связность является связностью
Леви-Чивиты. При этом решениями системы уравнений (3) являются следующие инвариантные
солитоны:

Λ = −1

2
α2
3, −α1 = α2 = α3 ∈ R, V = (0, 0, 0), P =(P 1, P 2, P 3);

Λ = 0, α1 = 0, α2 = α3 ∈ R, V = (0, 0, 0), P = (P 1, 0, 0);

Λ = 0, α1 = −α3 ∈ R, α2 = 0, V = (0, 0, 0), P =(0, P 2, 0);

Λ = 0, α1 = −α2 ∈ R, α3 = 0, V = (0, 0, 0), P =(0, 0, P 3).

Условие (5) тривиальности солитона в рассматриваемом случае имеет вид:

P 1(α3 − α2) = 0, P 2(α1 + α3) = 0, P 3(α1 + α2) = 0, τ = 0.

Очевидно, что все найденные в этом случае инвариантные солитоны удовлетворяют данному
условию (т.е. являются тривиальными). При этом τ = 0.
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(ii) В этом случае V = (V 1, 0, 0), V 1 �= 0 и α1 = 0. Тогда системы (3) и (5) примут вид

1

2
V 1(α2 − α3) = P 1(α2 − α3),

1

2
(α2

2 − α2
3) + (V 1)2 = Λ,

1

2
(α2

3 − α2
2) + (V 1)2 = Λ,

1

2
(α2 − α3)

2 = Λ, 0 = P 2α3, 0 = P 3α2,

(6)

и

P 1(α3 − α2) = 0, P 2α3 = 0, P 3α2 = 0, τ = 0. (7)

Решением системы равенств (6) являeтся

Λ = (V 1)2, α2 = α3, α3 = ±
√
2

2
V 1, V = (V 1, 0, 0), P =

(
V 1

2
, 0, 0

)
.

Очевидно, что оно не удовлетворяет (7), поскольку в рассматриваемом случае V 1 �= 0 и, значит,
найденный солитон не является тривиальным.

(iii) В этом случае V = (0, V 2, 0), V 2 �= 0, α2 = 0 и система уравнений (3) примет вид

1

2
V 2(α1 + α3) = P 2(α1 + α3),

1

2
(α2

1 − α2
3) + (V 2)2 = −Λ,

1

2
(α2

1 − α2
3)− (V 2)2 = Λ,

1

2
(α1 + α3)

2 = Λ, 0 = P 1α3, 0 = P 3α1,

(8)

Разность второго и третьего уравнений приводит к противоречию с условием (V 2)2 = −Λ �= 0.
Таким образом, в рассматриваемом случае инвариантных солитон Риччи не существует.

(iv) Данный случай рассматривается аналогично (iii) и не содержат инвариантных солитонов.

(v) Пусть теперь V = (V 1, V 2, 0), V 1V 2 �= 0 и α1 = α2 = 0. Тогда система (3) примет вид

1

2
V 1α3 = P 1α3,

1

2
V 2α3 = P 2α3, V 1V 2 = 0,

1

2
α2
3 − (V 1)2 + (V 2)2 = −Λ,

1

2
α2
3 + (V 1)2 = Λ,

1

2
α2
3 − (V 2)2 = Λ,

(9)

Данная система равенств не имеет решений, поскольку в рассматриваемом случае V 1V 2 �= 0.

(vi) В этом случае V = (0, V 2, V 3), V 2V 3 �= 0, α2 = α3 = 0 и система уравнений (3)

1

2
V 3α1 = P 3α1,

1

2
V 2α1 = P 2α1, V 2V 3 = 0,

1

2
α2
1 + (V 2)2 + (V 3)2 = −Λ,

1

2
α2
1 − (V 3)2 = Λ,

1

2
α2
1 − (V 2)2 = Λ,

(10)

Данная система равенств не имеет решений, поскольку в рассматриваемом случае V 2V 3 �= 0.

(vii) Рассуждениями, аналогичными (v), заключаем, что в данных случаях инвариантных со-
литонов Риччи не существует.

(viii) Пусть теперь V = (V 1, V 2, V 3), V 1V 2V 3 �= 0 и α1 = 0, α2 = 0, α3 = 0. Тогда система
уравнений (3) примет вид

V 2V 3 = 0, V 1V 3 = 0, V 1V 2 = 0,

(V 1)2 − (V 2)2 = Λ, (V 1)2 − (V 3)2 = Λ, (V 2)2 + (V 3)2 = −Λ.
(11)

Данная система равенств не имеет решений, поскольку в рассматриваемом случае V 1V 2V 3 �= 0.
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2.2. Случай A2. Условие (4) имеет вид

V 1α1 = 0, V 2 − V 3(α2 − 1) = 0, V 2(1 + α2) + V 3 = 0.

поэтому имеет место один из следующих случаев:
(i) V = (0, 0, 0);
(ii) V = (V 1, 0, 0) и α1 = 0;
(iii) V =

(
0,−V 3, V 3

)
и α2 = 0;

(iv) V =
(
V 1,−V 3, V 3

)
и α1 = 0, α2 = 0.

В случае (i) вектор V тривиален и полусимметрическая связность является связностью Леви-
Чивиты. При этом решениями системы уравнений (3) являются следующие инвариантные соли-
тоны:

Λ = −1

2
α2
1, α1 = α2 ∈ R, V = (0, 0, 0), P =

(
−α1

2
, P 2,−P 2

)
;

Λ = 0, α1 = 0, α2 ∈ R, V = (0, 0, 0), P =(−α2, 0, 0).

Условие (5) тривиальности солитона в рассматриваемом случае имеет вид

P 1 = 0, ±2P 1 = τ, P 2(α1 − α2) + P 3 = 0, P 3(1 + α2 − α1) + P 2 = 0, τ = 0. (12)

Очевидно, что первый из полученных инвариантных солитонов при α1 = 0 и τ = 0 будет удовле-
творять (12) и иметь вид

Λ = 0, τ = 0, α1 = α2 = 0, α3, P 2 ∈ R, V = (0, 0, 0), P = (0, P 2,−P 2). (13)

Второй инвариантный солитон будет удовлетворять (12) только при α2 = 0. Стоит отметить, что
при этом он будет содержаться в (13) для P 2 = 0.
В случае (ii) V = (V 1, 0, 0), V 1 �= 0, α1 = 0 и система уравнений (3) примет вид

Λ = 0, P 2 + P 3(1 + α2) = 0, P 2(α2 − 1)− P 3 = 0,

V 1 − 2α2 = 2P 1, V 1 + (V 1)2 − 2α2 = −Λ + 2P 1, V 1 − (V 1)2 − 2α2 = Λ+ 2P 1.
(14)

Вычитая последнее уравнение системы из предпоследнего, получим

2(V 1)2 = −2Λ.

Отсюда, учитывая первое уравнение (14) и тот факт, что в рассматриваемом случае V 1 �= 0,
заключаем, что система равенств (14) решений не имеет.
В случае (iii) V = (0,−V 3, V 3), V 3 �= 0, α2 = 0, а системы уравнений (3) и (5) соответственно

имеют вид

−1

2
α2
1 = Λ,

1

2
α1V

3 = P 2(1 + α1) + P 3,
1

2
α1V

3 = P 3(α1 − 1)− P 2,

(V 3)2 − 1

2
α2
1 + α1 = −Λ + 2P 1, (V 3)2 +

1

2
α2
1 + α1 = Λ+ 2P 2, (V 2)3 + α1 = 2P 2.

(15)

и

τ = 0, P 1 = 0, −2P 1 = τ, 2P 1 = τ, P 2(1 + α1) + P 3 = 0, P 3(α1 − 1)− P 2 = 0. (16)

Решением системы равенств (15) является

Λ = 0, α1 = 0, V = (0,−V 3, V 3), P =

(
(V 3)2

2
,−P 3, P 3

)
.

Непосредственной подстановкой в (16) проверяем, что данный солитон не будет тривиален, по-
скольку в рассматриваемом случае V 3 �= 0.
В случае (iv) V = (V 1,−V 3, V 3), V 1V 3 �= 0, α1 = α2 = 0 и система уравнений (3) примет вид

Λ = 0, V 1 = −P 2 − P 3, V 1 + (V 3)2 = 2P 2,

V 1 − (V 1)2 + (V 3)2 = Λ+ 2P 1, V 1 + (V 1)2 + (V 3)2 = −Λ + 2P 1.
(17)
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Вычитая из последнего уравнения системы предпоследнее, получим

2(V 1)2 = −2Λ.

Отсюда, учитывая первое уравнение (17) и тот факт, что в рассматриваемом случае V 1 �= 0,
заключаем, что система равенств (17) решений не имеет.

2.3. Случай A3. Условие (4) имеет вид

α1V
2 + V 1 = 0, α1V

3 + V 1 = 0, α1V
1 + V 2 − V 3 = 0,

поэтому имеет место один из следующих случаев:
(i) V = (0, 0, 0);
(ii) V =

(
0, V 2, V 2

)
и α1 = 0.

(i) В данном случае вектор V тривиален и полусимметрическая связность является связностью
Леви-Чивиты. При этом системы уравнений (3) и (5) примут соответственно вид

α1 = P 1, P 2 + P 3 = −2, α2
1 = −2Λ− 4P 2 + 4P 3,

4 + α2
1 = −2Λ− 4P 3, 4− α2

1 = 2Λ− 4P 2.
(18)

и
P 1 = 0, 2P 2 = τ, −2P 3 = τ, −2P 2 + 2P 3 = τ, P 3 + P 2 = 0. (19)

Решением (18) является инвариантный солитон

Λ = −α2
1

2
, α1 ∈ R, V = (0, 0, 0), P = (α1,−1,−1).

Этот солитон не является тривиальным, так как не удовлетворяет последнему равенству из (19).

(ii) V = (0, V 2, V 2), V 2 �= 0 и α1 = 0. При этом системы (3) и (5) примут вид

P 1 = 0, 2− V 2 − (V 2)2 = −P 2 − P 3, 2P 2 − 2P 3 = −Λ,

2− V 2 − (V 1)2 − (V 2)2 = Λ− 2P 2, 2− V 2 − (V 1)2 − (V 2)2 = −Λ + 2P 3.
(20)

и
P 1 = 0, 2P 2 = τ, −2P 3 = τ, −2P 2 + 2P 3 = τ, P 3 + P 2 = 0. (21)

Решением (20) является нвариантный солитон

Λ = 0, P 1 = 0, P 2 = P 3 = −1 +
1

2
V2 +

1

2
(V2)

2.

Непосредственной подстановкой в (21) убеждаемся, что найденный инвариантный солитон явля-
ется тривиальным при V 2 = −2 или V 2 = 1, т.е. имеет один из следующих видов:

Λ = 0, τ = 0, V = (0,−2,−2), P = (0, 0, 0);

Λ = 0, τ = 0, V = (0, 1, 1), P = (0, 0, 0).

2.4. Случай A4. Условие (4) имеет вид

V 2α3 = 0, α1V
2 − α2V

1 = 0, α1V
1 + V 2 = 0,

поэтому имеет место один из следующих случаев:
(i) V = (0, 0, V 3), α2 �= 0;
(ii) V = (V 1,−V 1α1, V

3), α2 = −(α1)
2 �= 0, α3 = 0.

(i) В данном случае система уравнений (3) примет вид

P 1α1 − P 2 = 0, P 1α2 + P 2α1 = 0,

α1α2 + α1 = −P 2α3, −α2
2 − α2V

3 − 1 + V 3 = Λ,

−α2 + 2α2V
3 − V 3 + (V 3)2 + α2

2 = −Λ + 2P 3α2,

α2 − α2V
3 + 2V 3 − (V 3)2 − 1 = Λ− 2P 1α3 + 2P 3.

(22)
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Ее решениями являются следующие инвариантные солитоны:

Λ = V 3(1− V 3 − α2), α1 = 0, α2 �= 0, α3 ∈ R,

V =

(
0, 0,±

√
1 + α2

2

)
, P =

(
0, 0,−1

2
(1− V 3 − α2)

)
;

(23)

Λ = 2V 3 − 2, α1, α3 ∈ R, α2 = −1,

V =

(
0, 0,

1

2
(1±

√
1− 8P 3)

)
, P = (0, 0, P 3);

(24)

Λ = 2V 3 − 2, α1 = 1, α2 = −1, α3 = 0,

V =

(
0, 0,

1

2
(1±

√
1− 8P 3)

)
, P = (P 2, P 2, P 3);

(25)

Λ = 2V 3 − 2, α1 = α2 = −1, α3 = 0,

V =

(
0, 0,

1

2
(1±

√
1− 8P 3)

)
, P = (−P 2, P 2, P 3).

(26)

Запишем теперь условие (5):

τ = 0, P 2α3 = 0, 2P 3α2 = τ, −P 1α1 + P 2 = 0,

P 1α2 + P 2α1 = 0, 2P 1α3 − 2P 3 = τ.
(27)

Поскольку в рассматриваемом случае α2 �= 0, то из первого и третьего уравнений системы делаем
вывод о тривиальности P 3. Исходя из этого для первого инвариантного солитона получаем, что
V 3 = 1 + α2 и из вида V 3 заключаем (V 3)2 = (1 + α2)

2 = 1 + (α2)
2. Данное равенство приводит

к противоречию с условием α2 �= 0. Таким образом, данный инвариантный солитон не является
тривиальным.
Рассмотрим теперь инвариантные солитоны (24)—(26), для которых (27) и равенство P 3 = 0

влечет, что V 3 = 0 или V 3 = 1, и соответствующие инвариантные солитоны имеют следующий
вид:

τ = 0, Λ = −2, α1, α3 ∈ R, α2 = −1, V = (0, 0, 0), P = (0, 0, 0);

τ = 0, Λ = 0, α1, α3 ∈ R, α2 = −1, V = (0, 0, 1), P = (0, 0, 0);

τ = 0, Λ = −2, α1 = 1, α2 = −1, α3 = 0, V = (0, 0, 0), P = (P 2, P 2, 0);

τ = 0, Λ = 0, α1 = 1, α2 = −1, α3 = 0, V = (0, 0, 1), P = (P 2, P 2, 0);

τ = 0, Λ = −2, α1 = α2 = −1, α3 = 0, V = (0, 0, 0), P = (−P 2, P 2, 0);

τ = 0, Λ = 0, α1 = α2 = −1, α3 = 0, V = (0, 0, 1), P = (−P 2, P 2, 0).

(ii) В данном случае система уравнений (3) примет вид

V 1(α2
1 − V 3) = P 1α2

1 − P 2α1, V 1α1(1− V 3) = P 1α1 − P 2,

(V 1)2 − α2
1(1− V 3)− (1− V 3)2 = Λ + 2P 3,

α2
1(1 + V 1)2 − V 3 + (V 3 − α2

1)
2 = −Λ− 2P 3α2

1,

α2
1(V

3 − (V 1)2 − α2
1)− 1 + V 3 + (V 1)2 = Λ.

(28)

Ее решениями являются следующие инвариантные солитоны:

Λ = 2V 3 − 2, α1 = 1, α2 = −1, α3 = 0, V =

(
0, 0,

1

2
(1±

√
1− 8P 3)

)
, P = (P 2, P 2, P 3);

Λ = 2V 3 − 2, α1 = α2 = −1, α3 = 0, V =

(
0, 0,

1

2
(1±

√
1− 8P 3)

)
, P = (−P 2, P 2, P 3).

Данные инвариантные солитоны содержатся в списке солитонов, полученных в случае (i). Тео-
рема доказана.
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3. Инвариантные солитоны Риччи трехмерных неунимодулярных метрических
групп Ли. В данном разделе приведем результат, аналогичный теореме 4, для трехмерных
неунимодулярных метрических групп Ли. Соответствующая классификация базисов трехмерных
метрических групп Ли получена в [3, 7, 10].

Теорема 5. Пусть G—трехмерная неунимодулярная группа Ли с левоинвариантной лорен-
цевой метрикой. Тогда в алгебре Ли группы G существует псевдо-ортонормированный базис
{e1, e2, e3} такой, что метрическая алгебра Ли группы G содержится в следующем списке:
Случай A:

[e1, e2] = 0, [e1, e3] = α1 sinα3e1 − α2 cosα3e2, [e2, e3] = α1 cosα3e1 + α2 sinα3e2,

с времениподобным e3 и sinα3 �= 0, α1 + α2 �= 0, α1 � 0, α2 � 0;
Случай B:

[e1, e2] = 0, [e1, e3] = α3e1 − α4e2, [e2, e3] = α1e1 + α2e2,

с ненулевыми 〈e2, e2〉 = −〈e1, e3〉 = 1 и α2 �= α3;
Случай C1:

[e1, e2] = 0, [e1, e3] = α3e1 + α1e2, [e2, e3] = α1e1 + α2e2,

с времениподобным e2 и α2 �= α3;
Случай C2:

[e1, e2] = 0, [e1, e3] = α2e1 − α3e2, [e2, e3] = α1e1 + α2e2,

с времениподобным e2 и α2 �= 0, α1 + α3 �= 0.

В построенном базисе, рассуждая по аналогии с теоремой 4, получаем следующее утверждение.

Теорема 6. Пусть (G, g,∇)—трехмерная неунимодулярная группа Ли с левоинвариантной
лоренцевой метрикой g и полусимметрической связностью ∇, отличной от связности Леви-
Чивиты. Тогда все нетривиальные инвариантные солитоны Риччи групп Ли (G, g,∇) исчерпы-
ваются следующим списком:
Случай A:
Λ = 2(V 3)2 �= 0, V = (0, 0, V 3), P = (0, P 2, V 3), α1 = δV 3, α2 = 0, α3 = δ

π

2
, δ = ±1.

Λ = 2(V 3)2 �= 0, V = (0, 0, V 3), P = (P 1, 0, V 3), α1 = 0, α2 = δV 3, α3 = δ
π

2
, δ = ±1.

Λ = −2(V 3)3(sin2(α3)V
3 − 2 sin2(α3)P

3 + cos2(α3)V
3 − V 3)

sin2(α3)(V 3 − 2P 3)2
, V = (0, 0, V 3), P = (0, 0, P 3),

α1 = α2 = − (V 3)2

sin(α3)(V 3 − 2P 3)
, V 3P 3 �= 0.

Λ = (V 3)2 + δV 3α1 + δV 3
√

(V 3)2 − α2
1, V = (0, 0, V 3),

P =

(
0, 0,

1

2
V 3 +

1

2
δα1 +

1

2
δ
√

(V 3)2 − α2
1

)
,

α2 =
√

(V 3)2 − α2
1, α3 = δ

π

2
, δ = ±1, V 3 �= −δα1.

Случай B:

V = (V 1, 0, 0), P =

(
(V 1 + α2)

2α2
2 − Λα2

1

4α3
2

,
Λα1

2α2
2

,− Λ

2α2

)
,

α3 = 2α2, α4 = 0, Λ �= 0, V 1 �= −α2.

Λ = 0, V = (V 1, 0, 0), P =

(
(V 1 + α2)(V

1 + α3 − α2)α2α3

2α2α
2
3

, 0, 0

)
,

α4 = 0, V 1 /∈ {−α2, α2 − α3}.
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Λ = 0, V = (V 1, 0, 0), P =

(
V 1(α3 + V 1)− 2P 2α1

2α3
, P 2, 0

)
,

α2 = 0, α4 = 0, V 1 /∈ {0,−α3}.

Λ = 0, V =

(
−V 2α1

α3
, V 2, 0

)
, P =

(
α1((V

2)2α1 − 2P 2α2
3)

2α3
3

, P 2,−(V 2)2

α3

)
,

α2 = 0, α4 = 0, V 2α1 �= 0.

Случай C1:
Λ = −2α2

3 �= 0, V = (0, 0,−α3), P = (0, P 2,−α3).

Λ = −2α2
2 �= 0, V = (0, 0,−α2), P = (P 1, 0,−α2), α1 = 0.

Случай C2:

Λ = −2α2
2 + 2α2

3 + 2α2δ
√

2α2
2 − 2α2

3, V =

(
0, 0, δ

√
2α2

2 − 2α2
3

)
,

P =

(
0, 0,

1

2
δ
√

2α2
2 − 2α2

3 − α2

)
,

α1 = α3, δ = ±1.

Λ = 4α2
2, V =

(
δ2

√
2
√
2− 2α2, δ2

√
2
√
2− 2α2δ1(1 +

√
2), 0

)
,

P =

(
δ2(2 +

√
2)α2

√
2
√
2− 2− P 2δ1

√
2− P 2δ1, P

2,−2α2

)
, α1 = δ1(1 +

√
2)α2,

α3 = α2δ1(1−
√
2), δ1 = ±1, δ2 = ±1.

Замечание. Используя полученные результаты, нетрудно построить аналогичные примеры
нетривиальных инвариантных солитонов Риччи на метрических группах Ли с полусимметриче-
ской связностью в случае более высоких размерностей.
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