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Аннотация. Рассматриваются задачи стабилизации стационарных движений (положений рав-
новесия и регулярных прецессий) спутника около центра масс в гравитационном и магнитном по-
лях в предположении, что центр масс движется по круговой орбите. Математическими моделями
рассматриваемых задач являются системы дифференциальных уравнений с периодическими ко-
эффициентами. Представлен строгий аналитический подход к изучению этой проблемы, который
позволяет эффективно и корректно строить алгоритмы стабилизации. Метод основан на приво-
димости нестационарных систем, описывающих указанные задачи, к стационарным системам.
Предложены решения ряда задач стабилизации стационарных движений спутника при помощи
магнитных систем. Представлены результаты математического моделирования предложенных ал-
горитмов, подтверждающие эффективность разработанной методики. Настоящая статья является
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Abstract. In this paper, we consider problems of stabilization of stationary motions (equilibrium
positions and regular precessions) of a satellite near the center of mass in gravitational and magnetic
fields under the assumption that the center of mass moves in a circular orbit. Mathematical models of
the problems considered are systems of differential equations with periodic coefficients. We present
a rigorous analytical approach to this problem, which allows efficient and correct construction of
stabilization algorithms. The method is based on the reducibility of nonstationary systems that describe
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Глава 3

СТАБИЛИЗАЦИЯ СТАЦИОНАРНЫХ ДВИЖЕНИЙ СПУТНИКА
В ГЕОМАГНИТНОМ ПОЛЕ

В этой главе рассматриваются вопросы стабилизации стационарных движений спутника около
центра масс при помощи управляющих магнитных моментов различной природы, выражения
для которых представлены в главе 1.
Вопрос о стабилизации стационарных движений тем или иным способом представляет практи-

ческий интерес. Один из таких способов основан на электродинамическом взаимодействии спут-
ника с магнитным полем Земли. Магнитные системы ориентации, использующие электродина-
мическое взаимодействие, широко применяются в практике космических исследований.
Во время движения спутника по круговой орбите принятое в работе выражение для магнитной

индукции геомагнитного поля изменяется периодически с периодом, равным периоду обращения
спутника по орбите. Поэтому уравнения управляемого движения, линеаризованного в окрестно-
сти стационарных движений, представляют собой линейную систему, нестационарную по управ-
лению. Ниже показано, что эти системы относятся к определенному классу ЛНС, которые до-
пускают их конструктивное преобразование к стационарным системам большего порядка. Этот
подход к исследованию систем указанного класса представлен в главе 2 и здесь применяется
к решению задач управления ориентацией спутника при помощи магнитных моментов.
Предлагаемый подход состоит из четырех этапов.

1. Построить конструктивное преобразование исходной нестационарной системы к стационарной
системе большей размерности.

2. Провести анализ управляемости полученной стационарной системы.
3. При наличии управляемости построить для стационарной системы алгоритм управления в ви-
де линейной обратной связи, обеспечивающий асимптотическую устойчивость замкнутой си-
стемы. Этот алгоритм можно строить либо назначая постоянные коэффициенты управления,
которые обеспечат наперед заданные корни характеристического уравнения замкнутой систе-
мы, либо строя оптимальный алгоритм на основе квадратичного критерия качества на беско-
нечном интервале времени, что позволит также получить линейную обратную связь с посто-
янными коэффициентами.

4. Осуществить обратный переход к исходным переменным нестационарной системы, вводя до-
полнительные переменные таким образом, чтобы преобразование к переменным стационарной
системы было невырожденным.
Использование алгоритмов стабилизации для стационарных систем имеет ряд достоинств.

1. Управление строится в виде обратной связи с постоянными коэффициентами. Это управление
обеспечивает асимптотическую устойчивость приведенной стационарной системы.

2. Процесс построения управления достаточно хорошо алгоритмизирован. В частности, для полу-
чения результата при использовании оптимального алгоритма следует задать лишь параметры
оптимизируемого функционала.
В этой главе представлено решение ряда задач стабилизации стационарных движений спут-

ника. Управление трехосной ориентацией спутника в окрестности его положения относительного



44 В. М. МОРОЗОВ, В. И. КАЛЕНОВА, М. Г. РАК

равновесия при помощи собственного магнитного момента, создаваемого магнитными катушка-
ми, рассмотрено в разделе 3.1, стабилизация при помощи моментов лоренцевых сил описана
в разделе 3.2. Совместное использование указанных моментов рассмотрено в разделе 3.3. Задача
стабилизации регулярных прецессий рассмотрена в разделе 3.4.
Краткое рассмотрение задачи определения ориентации спутника по измерениям, доставляемым

магнитометром, содержится в разделе 3.5.
Моделирование алгоритмов стабилизации для всех рассмотренных задач проводилось при по-

мощи стандартного пакета Matlab 7.1. Для демонстрации работоспособности предложенных алго-
ритмов рассматривались задачи стабилизации стационарных движений спутников с различными
механическими и геометрическими параметрами при их движении по орбитам с различными
наклонами [1, 48, 49, 63].
В Приложении рассмотрено применение предложенного подхода при использовании более пол-

ной модели геомагнитного поля.

3.1. Стабилизация положения равновесия спутника при помощи магнитных
моментов

Задача стабилизации положения относительного равновесия спутника состоит в том, чтобы
построить управление, обеспечивающее его асимптотическую устойчивость. При решении этой
задачи будем основываться на линеаризованных уравнениях движения.

3.1.1. Линеаризованные уравнения движения. Управляющий момент создается за счет
взаимодействия внутреннего магнитного момента спутника, снабженного магнитными катушка-
ми, с геомагнитным полем (1.1.6). Выражение для линеаризованного момента представляется
в виде (1.1.13). Линеаризованные уравнения управляемого движения (1.1.15) в данном случае
имеют вид

ẍ1 − d1ẋ3 − κ1x1 = μ0[2β1u2sτ + β4u3],

ẍ3 + d3ẋ1 − κ3x3 = −μ0[β5u1 + β3u2cτ ],
(3.1.1)

ẍ2 − κ2x2 = μ0[−2β2u1sτ + β2u3cτ ]. (3.1.2)

Здесь

x1 = θ2, x2 = θ3, x3 = θ1;

d1 =
d

J1
, d3 =

d

J3
, d = J2 − J1 − J3;

κ1 = 4
J3 − J2

J1
, κ2 = 3

J3 − J1
J2

, κ3 =
J1 − J2

J3
;

βj =
sI

Jj
(j = 1, 2, 3), β4 =

cI

J1
, β5 =

cI

J3
.

Подсистемы (3.1.1), (3.1.2) связаны только через управления. Систему (3.1.1), (3.1.2) можно
представить в виде системы первого порядка

ξ̇ = Aξξ +Bξ(τ)u, (3.1.3)

где

ξ
(6×1)

=

[
ξ(1)

ξ(2)

]
, ξ(1) =

[
x1 x3 ẋ1 ẋ3

]�
, ξ(2) =

[
x2 ẋ2

]�
,

Aξ = diag(A(1), A(2)), Bξ(τ) =

⎡
⎣B

(1)

(4×3)

B(2)

(2×3)

⎤
⎦ .

Эту систему удобно представить в виде двух подсистем

ξ̇(1) = A(1)ξ(1) +B
(1)
ξ u; (3.1.4)
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ξ̇(2) = A(2)ξ(2) +B
(2)
ξ u; (3.1.5)

где матрицы имеют вид

A(1)

(4×4)
=

[
O2 E2

A21 D

]
, A21 = diag(κ1, κ3), D =

[
0 d1

−d3 0

]
, A(2) =

[
0 1
κ2 0

]
,

Bξ =

[
B

(1)
ξ

B
(2)
ξ

]
, B

(1)
ξ = μ0

⎡
⎢⎢⎣

0 0 0
0 0 0
0 2β1sτ β4

−β5 −β3cτ 0

⎤
⎥⎥⎦ , B

(2)
ξ = μ0

[
0 0 0

−2β2sτ 0 β2cτ

]
.

Здесь O2
(2×2)

—нулевая матрица.

В Приложении 3.6.2 приведены нелинейные уравнения движения по экватору с точностью до
членов второго порядка включительно.

3.1.2. Приведение к стационарной системе. Системы (3.1.1), (3.1.2) (соответствен-
но (3.1.4), (3.1.5)) относятся к классу ЛНС, содержащих управление, которые допускают при-
ведение к стационарным системам в расширенном пространстве состояний (см. гл. 2). Матрицы
коэффициентов при управлении в указанных системах уравнений имеют вид

B(τ) = B01cτ +B02sτ +B03, (B0k = const).

Коэффициенты матриц B(τ) в уравнениях системы (3.1.4) являются элементами вектора

f (1)(τ) = [cos τ, sin τ, 1]�,

а в уравнениях системы (3.1.5) — элементами вектора

f (2)(τ) = [cos τ, sin τ ]�,

которые удовлетворяют следующим уравнениям

ḟ (i) = Sif
(i) (i = 1, 2); S1 =

⎡
⎣0 −1 0
1 0 0
0 0 0

⎤
⎦ , S2 =

[
0 −1
1 0

]
.

Здесь удобно ввести новые переменные yj (j = 1, . . . , 8) в скалярной форме по формулам

x1 = y1cτ + y3sτ + y5, x3 = y2cτ + y4sτ + y6, x2 = y7cτ + y8sτ. (3.1.6)

Дважды дифференцируя эти соотношения, подставляя их в систему (3.1.1), (3.1.2) и приравнивая
коэффициенты при функциях cos τ , sin τ , 1, получим системы, соответствующие системе (2.2.13)

ÿ1 − κ̄1y1 − d1ẏ2 + 2ẏ3 − d1y4 = 0,

ÿ2 − κ̄3y2 + d3ẏ1 + 2ẏ4 + d3y3 = −μ0β3u2,

ÿ3 − κ̄1y3 − d1ẏ4 − 2ẏ1 + d1y2 = 2μ0β1u2,

ÿ4 − κ̄3y4 + d3ẏ3 − 2ẏ2 − d3y1 = 0,

(3.1.7)

ÿ5 − κ1y5 − d1ẏ6 = μ0β4u3,

ÿ6 − κ3y6 + d3ẏ5 = −μ0β5u1,
(3.1.8)

ÿ7 − κ̄2y7 + 2ẏ8 = μ0β2u3,

ÿ8 − κ̄2y8 − 2ẏ7 = −2μ0β2u1,
κ̄i = κi + 1 (i = 1, 2, 3). (3.1.9)

Стационарная система состоит из двух независимых систем (3.1.7) и (3.1.8), (3.1.9), в которые
входят управления u2 и u1, u3 соответственно.

Замечание 3.1. Ранг матрицы коэффициентов при магнитных моментах в системе (3.1.1),
(3.1.2)

B =

⎡
⎣ 0 2β1sτ β4

−β5 −β3cτ 0
−2β2sτ 0 β2cτ

⎤
⎦
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равен двум. Поэтому среди управлений u1, u2, u3 лишь два независимых.

3.1.3. Управляемость. Управляемость в рассматриваемой задаче можно исследовать как ис-
ходя из нестационарной системы (3.1.1), (3.1.2), так и анализируя стационарные системы (3.1.7)–
(3.1.9).

3.1.3.1. Управляемость стационарной системы. Рассмотрим стационарную систему (3.1.7)–
(3.1.9). Компоненты исходного вектора состояния x1, x2, x3 выражаются через переменные
y1, . . . , y8. Если система (3.1.8), (3.1.9) относительно переменных y5, . . . , y8, содержащих инфор-
мацию о всех компонентах вектора состояния x1, x2, x3, управляема при помощи управлений u1,
u3, то систему (3.1.7), включающую в себя переменные y1, . . . , y4, рассматривать нет необходимо-
сти. В таком случае будем считать, что yi(τ) = 0 (i = 1, . . . , 4) и u2 = 0. Тогда из формул (3.1.6)
следует

x1 = y5, x3 = y6, x2 = y7cτ + y8sτ. (3.1.10)
Предположим, что орбита спутника не является ни экваториальной, ни полярной, т. е. sI �= 0,

cI �= 0. Предполагая, что u2 = 0 и не рассматривая систему (3.1.7), исследуем управляемость
стационарной системы (3.1.8), (3.1.9).
Согласно [7], стационарная система неуправляема, если в ней существует интеграл, не зави-

сящий от наличия управлений. Умножим второе уравнение системы (3.1.8) на 2β2, четвертое
уравнение на −β5 и сложим, β5κ̄2y8 − 2β2κ3y6 = 0. Откуда следует, что при выполнении условий
κ̄2 = 0, κ3 = 0, т. е.

J1 = J2 =
3

2
J3 (3.1.11)

в системе (3.1.8) существует не зависящий от наличия управления u1 интеграл

2β2(ẏ6 + d3y5) + β5(ẏ8 − 2y7) = const.

Умножим первое уравнение системы (3.1.9) на β2, третье уравнение на −β4 и сложим. Тогда
в этой системе существует не зависящий от наличия управления u3 интеграл

β2(ẏ5 − d1y6)− β4(ẏ7 + 2y8) = const,

если выполняется условие β2κ1y5 − β4κ̄2y7 = 0 или

κ1 = 0, κ̄2 = 0, т. е. J2 = J3 =
3

4
J1. (3.1.12)

Итак, если условия (3.1.11) или (3.1.12) не выполняются, то стационарная система (3.1.8),
(3.1.9) управляема.
Как уже указывалось в главе 2, приведенные стационарные системы являются избыточны-

ми по отношению к исходной системе. Если стационарная система управляема, то управляема
и исходная нестационарная система. Однако неуправляемость стационарной системы может и не
повлечь неуправляемость исходной нестационарной системы.

3.1.3.2. Управляемость нестационарной системы. Как и выше, при анализе управляемости
стационарной системы полагаем, что u2 = 0.
Нестационарная система (3.1.4), (3.1.5), согласно критерию [7], управляема, если можно ука-

зать такую точку τ∗, в которой

rankU(τ∗) = 6, (3.1.13)

U(τ) =
[
W1(τ) . . . W6(τ)

]
,

W1(τ) = Bξ(τ), Wk(τ) = Aξ(τ)Wk−1(τ)− Ẇk−1(τ) (k = 2, . . . , 6),

Bξ =

[
B

(1)
ξ

B
(2)
ξ

]
, B

(1)
ξ = μ0

⎡
⎢⎢⎣

0 0
0 0
0 β4

−β5 0

⎤
⎥⎥⎦ , B

(2)
ξ = μ0

[
0 0

−2β2sτ β2cτ

]
.
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Матрица U(τ) имеет вид

U(τ) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 β4 −d1β5 0 0 l26β4
0 0 −β5 0 0 −d3β4 l45β5 0
0 β4 −d1β5 0 0 l26β4 l27β5 0

−β5 0 0 −d3β4 l45β5 0 0 l48β4
0 0 −2β2sτ β2cτ 4β2cτ 2β2sτ 2l57β2sτ l58β2cτ

−2β2sτ β2cτ 2β2cτ β2sτ 2l65β2sτ l66β2cτ 2l67β2cτ l68β2sτ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

l26 = −d1d3 + κ1, l45 = d1d3 − κ3, l48 = −d3(l26 + κ3),

l65 = −l66 = 1− κ2, l27 = d1(l45 − κ1), l57 = 2 + l65,

l67 = l68 = 2κ2 − l65, l58 = l66 − 2.

Можно показать, что первые пять столбцов матрицы управляемости U(τ) линейно независимы
при любых значениях параметров. Шестой столбец матрицы U(τ) является линейной комбина-
цией первых пяти только при выполнении условия (3.1.12). Ранг матрицы U(τ), составленной из
первых пяти столбцов и седьмого при условии (3.1.11) равен шести.
Таким образом, нестационарная система (3.1.1), (3.1.2) управляема при любых значениях мо-

ментов инерции спутника, несмотря на то, что соответствующая стационарная система не явля-
ется полностью управляемой.

Замечание 3.2. Как указывалось в [20], в работе [77] сформулированы лишь достаточные
условия управляемости системы (3.1.1), (3.1.2) для любой неэкваториальной орбиты, имеющие
вид

J3 �= J2,

J2(J1 − J2 + J3) �= 6J3(J3 − J1).
(3.1.14)

Если тензор инерции спутника, например, —шаровой (J1 = J2 = J3), то условия управляемо-
сти (3.1.13) выполнены, т. е. управляемость имеет место, несмотря на то, что условия (3.1.14)
нарушаются.
Если орбита экваториальная (I = 0), то система (3.1.2), (3.1.3) становится стационарной: βj = 0

(j = 1, 2, 3), и система неуправляема.
Если орбита полярная (I = π/2), то система (3.1.1), (3.1.2) расщепляется на две независимые

группы: уравнения для переменных x1, x3 с управлениями u2; уравнения для x2 с управлениями
u1, u3. Применяя критерий [13], нетрудно получить, что система уравнений относительно пере-
менных x1, x3 управляема, а система относительно переменной x2 управляема при наличии хотя
бы одного из управлений u1 или u3.

3.1.4. Алгоритмы стабилизации. Одна из основных идей предлагаемого метода состоит
в использовании стационарной системы для построения стабилизирующего управления. Алго-
ритм строится на основе стационарной системы (3.1.8), (3.1.9).
Для построения алгоритма стабилизации удобнее представить систему (3.1.8), (3.1.9) в форме

Коши, вводя переменные

z1 = y5, z2 = y6, z3 = ẏ5, z4 = ẏ6,

z5 = y7, z6 = y8, z7 = ẏ7, z8 = ẏ8.

которые удовлетворяют системе уравнений

ż = Azz +BzU, U =
[
u1 u3

]�
, (3.1.15)

Az = diag(Az1, Az2); Az1 =

[
O2 E2

K1 −D1

]
, Az2 =

[
O2 E2

K2 −D2

]
,

K1 = diag(κ1, κ3), K2 = diag(κ̄2, κ̄2), D2 =

[
0 −2
2 0

]
,
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Bz =

⎡
⎢⎢⎣
O2

B1

O2

B2

⎤
⎥⎥⎦ , B1 = μ0

[
0 β4

−β5 0

]
, B2 = μ0

[
0 β2

−2β2 0

]
.

Задача стабилизации стационарной управляемой системы (3.1.15) состоит в том, чтобы по-
строить управление U , обеспечивающее стремление к нулю компонент вектора состояния z(τ)
при τ → ∞.
Стабилизирующее управление U(τ) строится в виде обратной связи по состоянию U(τ) =

−Kzz(τ), а матрица коэффициентов управления Kz = const выбирается из условия минимума
квадратичного функционала

Φ =
1

2

∞∫
0

[z�(τ)Qz(τ) + U�(τ)ΓU(τ)]dτ.

Здесь Q(8 × 8)—неотрицательно определенная, Γ(2 × 2)—положительно определенная — посто-
янные матрицы.
Оптимальное управление имеет вид [2, 11, 25, 54] (см. гл. 2, раздел 2.1)

U(τ) = −Kzz(τ), Kz = Γ−1BzP. (3.1.16)

Матрица P (8×8) является положительно определенным решением матричного алгебраическо-
го уравнения Риккати

PAz +A�
z P − PBzΓ

−1B�
z P +Q = 0.

Синтезированное управляющее воздействие является функцией переменных z(τ) стационар-
ной системы (3.1.15) более высокого порядка, чем исходная нестационарная система (3.1.4),
(3.1.5). Для введения управления непосредственно в исходную систему следует выразить вектор
z(τ)(8 × 1) через исходный вектор состояния ξ(6 × 1) =

[
x1 x3 ẋ1 ẋ3 x2 ẋ2

]� и некоторый
дополнительный вектор.
Дополним вектор ξ вектором ξd =

[
ξ7 ξ8

]� так, чтобы матрица T преобразования

ξ̄ = Tz

(
ξ̄ =

[
ξ
ξd

])
(3.1.17)

была невырожденной.
Компоненты вектора ξ̄ связаны с компонентами вектора состояния z(τ) стационарной систе-

мы (3.1.15) соотношениями
x1 = ξ1 = z1, x3 = ξ2 = z2, ẋ1 = ξ3 = z3, ẋ3 = ξ4 = z4,

x2 = ξ5 = z5cτ + z7sτ, ẋ2 = ξ6 = z6cτ + z8sτ,

ξ7 = −z5sτ + z7cτ, ξ8 = −z6sτ + z8cτ.

(3.1.18)

Матрицу преобразования запишем в виде

T (τ) = diag(T1, T2), T1 = E4, T2(τ) =

[
cτE2 sτE2

−sτE2 cτE2

]
.

Вектор ξ удовлетворяет системе уравнений первого порядка (3.1.4), (3.1.5). Уравнения для
дополнительного вектора, согласно (2.3.12), имеют вид

ξ̇d = A(2)ξd +Bd(τ)U, Bd(τ) = μ0

[−2β2cτ β2sτ
]
. (3.1.19)

Тогда уравнение для вектора ξ̃ можно записать в виде
˙̄ξ = Āξ ξ̄ + B̄ξ(τ)U, (3.1.20)

Āξ = diag(A(1), A(2), A(2)), B̄ξ =

⎡
⎣B

(1)(τ)

B(2)(τ)
Bd(τ)

⎤
⎦ .
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(a) θ1(τ ), dθ1(τ )/dτ (b) θ2(τ ), dθ2(τ )/dτ (c) θ3(τ ), dθ3(τ )/dτ

Рис. 3.1. Поведение переменных θi, dθi/dτ (i = 1, 2, 3) в отсутствие управления.

Нестационарная система (3.1.20) включает в себя исходную систему (3.1.4), (3.1.5) в качестве
подсистемы. Управление (3.1.16), построенное для стационарной системы (3.1.15), при помощи
выражений (3.1.18) можно ввести в систему (3.1.20) в виде

U = −KzT
−1(τ)ξ̄.

Замкнутая этим управлением система имеет вид
˙̄ξ = (Āξ − B̄ξ(τ)KzT

−1(τ))ξ̄. (3.1.21)

Решения ξ̄(τ) системы (3.1.21), содержащие компоненты исходного вектора ξ(τ), стремятся
к нулю при τ → ∞, в силу выбора матрицы Kz, так как компоненты вектора ξ̄ связаны с компо-
нентами вектора z ограниченным преобразованием (3.1.18).

3.1.5. Моделирование. Целью проведения моделирования предложенных алгоритмов явля-
лась демонстрация их работоспособности в различных ситуациях. Поэтому рассматривались ал-
горитмы стабилизации стационарных движений спутников с различными геометрическими и ме-
ханическими параметрами — спутников, относительное равновесие которых в отсутствие управ-
лений является не асимптотически устойчивым, а также спутников с неустойчивым положением
относительного равновесия.
При моделировании алгоритмов стабилизации коэффициенты вычислялись с использованием

стандартной программы LQR для стационарных систем.
Параметр, определяющий величину собственного магнитного момента

μ0 =
μE

μ
, μE = 7,812 · 106 км3 · кг× с−2 · А−1, μ = 3,986 · 105 км3с−2.

Начальные отклонения значений углов 0,15, 0,15, 0,2, начальные значения отклонений скоро-
стей в безразмерном времени: 0,1, 0,1, 0,15.
На рисунках 3.1, 3.2 представлены результаты моделирования алгоритма стабилизации для

спутника с параметрами: J1 = 2,5 кг · м2, J2 = 5,8 кг · м2, J3 = 3,6 кг · м2 [63] (неустойчивое
положение относительного равновесия). Спутник движется по орбите с углом наклона I = 60◦.
Время орбитального периода τ = 2π, что соответствует ≈ 1,5 ч.
Матрицы в квадратичном функционале приняты в виде

Q = αE8, Γ = γE2,

где величины α = 1,0, γ = 1,0.
Для сравнения представлено поведение переменных θi, dθi/dτ (i = 1, 2, 3) в отсутствие управ-

ления (ui = 0) и при наличии стабилизирующего управления (ui �= 0). Сплошными линиями
описывается поведение углов, пунктирными — скоростей.
На рисунках 3.3–3.6 приведены результаты моделирования поведения углов при реализации

алгоритма стабилизации для спутника с параметрами J1 = 3,6 кг · м2, J2 = 5,8 кг · м2, J3 =
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(a) θ1(τ ), dθ1(τ )/dτ (b) θ2(τ ), dθ2(τ )/dτ (c) θ3(τ ), dθ3(τ )/dτ

Рис. 3.2. Поведение переменных θi, dθi/dτ (i = 1, 2, 3) при наличии стабилизирующего управле-
ния.

(a) θ1(τ ), dθ1(τ )/dτ (b) θ2(τ ), dθ2(τ )/dτ (c) θ3(τ ), dθ3(τ )/dτ

Рис. 3.3. Поведение переменных θi, dθi/dτ (i = 1, 2, 3) при I = 60◦.

(a) θ1(τ ), dθ1(τ )/dτ (b) θ2(τ ), dθ2(τ )/dτ (c) θ3(τ ), dθ3(τ )/dτ

Рис. 3.4. Поведение переменных θi, dθi/dτ (i = 1, 2, 3) при I = 15◦.

2,5 кг ·м2 [52]. Такие параметры удовлетворяют условиям устойчивого положения относительного
равновесия спутника.
Для анализа поведения стабилизируемых переменных вблизи нарушения условий управляе-

мости проводилось моделирование при движении спутника вблизи экваториальной и полярной
орбит. Представлено поведение отклонений углов и угловых скоростей для различных углов на-
клона орбиты: I = 60◦, I = 15◦, I = 82,5◦.
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(a) θ1(τ ), dθ1(τ )/dτ (b) θ2(τ ), dθ2(τ )/dτ (c) θ3(τ ), dθ3(τ )/dτ

Рис. 3.5. Поведение переменных θi, dθi/dτ (i = 1, 2, 3) при I = 82,5◦.

(a) θ1(τ ), dθ1(τ )/dτ (b) θ2(τ ), dθ2(τ )/dτ (c) θ3(τ ), dθ3(τ )/dτ

Рис. 3.6. Поведение переменных θi, dθi/dτ (i = 1, 2, 3), J1 = J2 = J3, I = 97,8◦.

Из сравнения рисунков 3.1 и 3.3 следует, что для принятого алгоритма стабилизации процесс
затухания колебаний переменных до заданных значений практически не зависит от характера
устойчивости относительного равновесия спутника. Процесс стабилизации практически завер-
шился к моменту времени τ = 20 ≈ 4,5 ч.
Анализ приведенных графиков показывает, что время процесса стабилизации увеличивается

при движении по орбитам, близким к экваториальным или полярным.
На рисунке 3.6 приведены результаты моделирования алгоритма стабилизации в том случае,

когда тензор инерции ИСЗ—шаровой, и орбита близка полярной. Значения параметров спутника:
J1 = J2 = J3 = 130 кг · м2 [47]; наклон орбиты I = 97,8◦; параметры функционала Φ: α = 1,0,
γ = 0,0001.
В этом случае время стабилизации и амплитуда переходных процессов увеличиваются.
Проведенное подробное математическое моделирование подтвердило эффективность предло-

женной методики решения задачи стабилизации.

3.1.6. Стабилизация относительного равновесия спутника при помощи магнитных
моментов с учетом аэродинамических сил. Аэродинамические моменты оказывают суще-
ственное влияние на движение спутника около центра масс на низких орбитах (до 700 км). Задача
стабилизации относительного равновесия при помощи магнитных моментов с учетом аэродина-
мических сил рассматривалась в [22, 65, 74].
Будем предполагать, что кроме гравитационного момента на спутник действует также восста-

навливающий аэродинамический момент, выражение для которого принимается в традиционном
виде (1.1.12).
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Положение относительного равновесия (1.1.9) сохраняется и при наличии аэродинамического
момента.
Управляющий момент, как и выше в п. 1.1.1, создается за счет взаимодействия собственного

магнитного момента спутника с магнитным полем Земли (3.1.1).
Выражение для аэродинамического момента Ma в линеаризованных уравнениях принимает-

ся в виде (1.1.13) [74] Ma = Caω
2
0

[
0 θ3 θ1

]�, коэффициент Ca зависит от аэродинамических
характеристик спутника.

3.1.6.1. Линеаризованные уравнения. В этом случае линеаризованные уравнения управляемого
движения (1.1.16) принимают вид

ẍ1 − d1ẋ3 − κ1x1 = μ0[2β1u2sτ + β4u3];

ẍ3 + d3ẋ1 − κ∗3x3 = −μ0[β5u1 + β3u2cτ ];

ẍ2 − κ∗2x2 = μ0[−2β2u1sτ + β2u3cτ ];

(3.1.22)

x1 = θ2, x2 = θ3, x3 = θ1;

d1 =
d

J1
, d3 =

d

J3
, d = J2 − J1 − J3;

κ1 = 4
J3 − J2

J1
, κ∗2 = 3

J3 − J1
J2

+
Ca

J2
, κ∗3 =

J1 − J2
J3

+
Ca

J3
;

βj =
sI

Jj
(j = 1, 2, 3), β4 =

cI

J1
, β5 =

cI

J3
.

Преобразование (3.1.16) приводит систему (3.1.22) к следующей стационарной системе
ÿ1 − κ̄1y1 − d1ẏ2 + 2ẏ3 − d1y4 = 0,

ÿ2 − κ̄∗3y2 + d3ẏ1 + 2ẏ4 + d3y3 = −μ0β3u2,

ÿ3 − κ̄1y3 − d1ẏ4 − 2ẏ1 + d1y2 = 2μ0β1u2,

ÿ4 − κ̄∗3y4 + d3ẏ3 − 2ẏ2 − d3y1 = 0,

(3.1.23)

ÿ5 − κ1y5 − d1ẏ6 = μ0β4u3,

ÿ6 − κ∗3y6 + d3ẏ5 = −μ0β5u1,

ÿ7 − κ̄∗2y7 + 2ẏ8 = μ0β2u3,

ÿ8 − κ̄∗2y8 − 2ẏ7 = −2μ0β2u1.

(3.1.24)

Здесь κ̄i = κi + 1 (i = 1, 3); κ̄∗i = κ̄i + 1 (i = 2, 3).
Система (3.1.23), (3.1.24) отличается от ранее рассмотренной системы (3.1.7)–(3.1.9) лишь вы-

ражениями для коэффициентов κ̄∗i .
Стационарная система (3.1.23), (3.1.24) состоит из двух независимых подсистем, в которые

входят управления u2 и u1, u3 соответственно.

3.1.6.2. Управляемость. Если считать, что u2 = 0, то систему (3.1.23), как и выше, рассматри-
вать не требуется (переменные y1, . . . , y4 вводить не нужно).
Исследуя управляемость стационарной системы (3.1.24) тем же способом (как и выше в п. 2.1.1)

из условия существования интегралов, не зависящих от управлений, нетрудно показать, что име-
ют место следующие условия неуправляемости

J1 =
1

4
(2J2 + 3J3), Ca =

1

4
(2J2 − 3J3), (3.1.25)

J2 = J3, Ca = 3J1 − 4J3. (3.1.26)

Управляемость нестационарной системы (3.1.22) исследуется так же, как и выше, и матрица
управляемости имеет вид (3.1.13), где

l26 = −d1d3 + κ1, l45 = d1d3 − κ∗3, l48 = −d3(l26 + κ∗3),
l65 = −l66 = 1− κ∗2, l27 = d1(l45 − κ1), l57 = 2 + l65,
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(a) θ1(τ ) (b) θ2(τ ) (c) θ3(τ )

Рис. 3.7. Влияние аэродинамического момента на процесс стабилизации углов θi (i = 1, 2, 3).

l67 = l68 = 2κ∗2 − l65, l58 = l66 − 2.

Проводя аналогичные рассуждения, можно показать, что условиями неуправляемости исход-
ной нестационарной системы (3.1.22) являются условия

J2 = J3 = 3J1, Ca = −9J1. (3.1.27)

При отсутствии аэродинамических сил (Ca = 0) эти условия не выполняются, тогда (как уже
указывалось в [20]), система (3.1.22) управляема при любых значениях моментов инерции спут-
ника.

Замечание 3.3 (см. [20]). В работе [74] указаны лишь достаточные условия управляемости
системы (3.1.22).

3.1.6.3. Моделирование. Алгоритм стабилизации был построен на основании приведенной ста-
ционарной системы (3.1.24), и в соответствии с ним было проведено математическое моделирова-
ние. Цель моделирования — показать влияние величины аэродинамического момента на процесс
стабилизации.
Рассматривалась стабилизация малого спутника с параметрами J1 = 0,036 кг ·м2, J2 = 0,09 кг ·

м2, J3 = 0,088 кг · м2 [74].
Угол наклона орбиты I = 51,6◦. Высота орбиты 415 км.
Начальные значения отклонений углов 0,15, 0,15, 0,2, безразмерных угловых скоростей 0,1, 0,1,

0,15.
Матрицы, определяющие функционал Φ приняты в том же, как и в п. 2.3.1, виде Q = αE8,

Γ = γE2. Здесь величины α = 0,0014; γ = 2100,0.
Для сравнения величины аэродинамического момента введем характерное значение Ca∗ =

3,0(J3 − J1), сопоставимое с максимальным значением гравитационного момента.
На рисунках 3.7, 3.8 представлено поведение переменных углов и угловых скоростей

(θi, dθi/dτ(i = 1, 2, 3)) для различных значений величины аэродинамического момента: Ca0 = 0,
Ca1 = 0,5C∗, Ca2 = Ca∗.
Из рисунков видно, что величина аэродинамического момента практически не сказывается на

времени сходимости, но существенно влияет на амплитуду переходного процесса.

3.2. Стабилизация положения равновесия при помощи моментов сил Лоренца

Рассмотрим задачу стабилизации относительного равновесия спутника (1.1.10) при использо-
вании электродинамического эффекта влияния лоренцевых сил, действующих на заряженную
часть его поверхности.
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(a) dθ1(τ )/dτ (b) dθ2(τ )/dτ (c) dθ3(τ )/dτ

Рис. 3.8. Влияние аэродинамического момента на процесс стабилизации угловых скоростей dθi/dτ
(i = 1, 2, 3).

3.2.1. Линеаризованные уравнения. Во время движения спутника взаимодействие заряда
экрана с геомагнитным полем Земли приводит к возникновению сил Лоренца. Главный момент
этих сил относительно центра масс спутника определяется по формуле (1.1.7). Выражение для
линеаризованного момента имеет вид (1.1.14)

M q
m1 = μ0(−b1v2 + b2v3sτ), M q

m2 = μ0b̃1v1, M q
m3 = μ0b̃2v3sτ. (3.2.1)

Величины v1 = xq, v2 = yq, v3 = zq (координаты центра электрического заряда относительно
центра масс) считаются управляющими параметрами.
Линеаризованные уравнения движения (1.1.15), управляемого моментом лоренцевых силMq

m,
в этом случае имеют вид

ẍ1 − d1ẋ3 − κ1x1 = μ0(−b1v2 + b2v3sτ),

ẍ3 + d3ẋ1 − κ3x3 = μ0b̃2v1sτ,
(3.2.2)

ẍ2 − κ2x2 = μ0b̃1v1. (3.2.3)

Здесь

x1 = θ2, x2 = θ3, x3 = θ1;

d1 =
d

J1
, d3 =

d

J3
, d = J2 − J1 − J3;

κ1 = 4
J3 − J2

J1
, κ2 = 3

J3 − J1
J2

, κ3 =
J1 − J2

J3
;

b1 =
qRω0cI

J1
, b2 =

2qRω0sI

J1
;

b̃1 =
qRω0cI

J2
, b̃2 =

2qRω0sI

J3
.

Представим систему (3.2.2), (3.2.3) в виде системы первого порядка, которую удобно записать
в виде двух подсистем

ξ̇(1) = A(1)ξ(1) +B
(1)
ξ v, (3.2.4)

ξ̇(2) = A(2)ξ(2) +B
(2)
ξ v. (3.2.5)

Здесь

ξ(1) =
[
x1 x3 ẋ1 ẋ3

]�
, ξ(2) =

[
x2 ẋ2

]�
,
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A
(4×4)

(1) =

[
O2 E2

A21 D

]
, A21 = diag(κ1, κ3), D =

[
0 d1

−d3 0

]
, A(2) =

[
0 1
κ2 0

]
,

B
(1)
ξ = μ0

⎡
⎢⎢⎣

0 0 0
0 0 0
0 −b1 b2sτ

b̃2sτ 0 0

⎤
⎥⎥⎦ , B

(2)
ξ = μ0

[
0 0 0

b̃1 0 0

]
.

Подсистемы (3.2.2), (3.2.3), а также (3.2.4), (3.2.5) связаны только через управление.
Системы (3.2.2) и (3.2.4) относятся к классу нестационарных систем, содержащих управление,

которые (как и в разделе 1.1), допускают приведение к стационарным системам в расширенном
пространстве состояний. Системы (3.2.3) и (3.2.5) стационарны.

3.2.2. Приведение к стационарной системе. Для преобразования системы (3.2.2) к стаци-
онарной системе введем новые переменные yj (j = 1, . . . , 6) по формулам

x1 = y1cτ + y3sτ + y5, x3 = y2cτ + y4sτ + y6. (3.2.6)

Дважды дифференцируя эти соотношения, подставляя их в систему (3.2.2) и приравнивая
коэффициенты при функциях cos τ , sin τ , 1, получим

ÿ1 − κ̄1y1 − d1ẏ2 + 2ẏ3 − d1y4 = 0,

ÿ2 − κ̄3y2 + d3ẏ1 + 2ẏ4 + d3y3 = 0,

ÿ3 − κ̄1y3 − d1ẏ4 − 2ẏ1 + d1y2 = μ0b2v3,

ÿ4 − κ̄3y4 + d3ẏ3 − 2ẏ2 − d3y1 = −μ0b̃2v1,

(3.2.7)

ÿ5 − κ1y5 − d1ẏ6 = −μ0b1v2,

ÿ6 − κ3y6 + d3ẏ5 = 0,
(3.2.8)

ÿ7 − κ2y7 = μ0b̃1v1 (x2 = y7). (3.2.9)

Здесь κ̄1 = κ1+1, κ̄3 = κ3+1. Стационарная система (3.2.7)–(3.2.9) состоит из двух независимых
систем (3.2.7), (3.2.9) и (3.2.8), в которые входят управления v1, v3 и v2 соответственно.

3.2.3. Управляемость. Будем полагать, что круговая орбита спутника не является ни поляр-
ной (I �= π/2), ни экваториальной (I �= 0), так как при этих условиях коэффициенты в матрице
при управлениях равны нулю.
Как и в разделе 3.1, будем исследовать сначала управляемость стационарной системы (3.2.7)–

(3.2.9).
Из рассмотрения уравнения (3.2.9) следует, что введение управления v1 необходимо, так как

при его отсутствии переменная y7 = x2, очевидно, неуправляема.
Ранг матрицы коэффициентов при управлении в системе (3.2.7)–(3.2.9) равен двум. Будем

считать, что v2 = 0, тогда, положив y5 ≡ 0, y6 ≡ 0, будем рассматривать систему (3.2.7), (3.2.9).
В системе (3.2.7) есть интегралы, не зависящие от наличия управлений, если выполнено одно

из условий:
1. d = 0 и κ̄1 = 0 или J2 = J1 + J3, 4(J3 − J2) + J1 = 0;
2. d = 0 и κ̄3 = 0 или J2 = J1 + J3.
Первое условие физически нереализуемо, второе условие является достаточным условием

неуправляемости системы (3.2.7) и имеет вид

J2 = J1 + J3. (3.2.10)

Для анализа управляемости нестационарной системы (3.2.4), (3.2.5) удобно перейти к двой-
ственной системе и проанализировать ее наблюдаемость

ξ̇1 = −κ1ξ3, ξ̇2 = −κ3ξ4, ξ̇3 = −ξ1 + d3ξ4, ξ̇4 = −ξ2 − d1ξ3,

ξ̇5 = −κ2ξ6, ξ̇6 = −ξ5, σ1 = b̃2ξ4sτ + b̃1ξ6, σ2 = b2ξ3sτ.
(3.2.11)

При анализе наблюдаемости можно считать, что σ̄2 = ξ3.
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Рассмотрим сначала измерение σ̄2 = ξ3.
Если d �= 0, κ3 �= 0, можно ввести переменные η1 = ξ3, η2 = −ξ1+d3ξ4, η3 = ξ2, η4 = ξ4, которые

подчиняются системе уравнений

η̇1 = η2, η̇2 = (κ1 − d1d3)η1 − d3η3,

η̇3 = −κ3η4, η̇4 = −d1η1 − η3,

σ̄2 = η1.

Очевидно, что эта система наблюдаема по измерению σ̄2. Поскольку переменная ξ4 наблюдаема,
можно модифицировать измерение σ1 и построить новое измерение σ̄1 = ξ6. Тогда легко видеть,
что переменные ξ5, ξ6 наблюдаются.
Пусть теперь d = 0, т. е. выполнено условие (3.2.10). В этом случае по измерению σ̄2 = ξ3

определяются лишь ξ1, ξ3, а по измерению σ1 наблюдаются все остальные переменные.
Пусть κ3 = 0. По измерению σ̄2 = ξ3 определяются лишь ξ3, −ξ1 + d3ξ4, ξ2. А по измерению σ1

наблюдаются все остальные переменные, если κ2 + 1 �= 0.
Таким образом, нестационарная система (3.2.11) наблюдаема, а следовательно, система (3.2.4),

(3.2.5) управляема, если не выполняются оба условия κ3 = 0, κ2 + 1 = 0. Система (3.2.4), (3.2.5)
неуправляема, если

J1 = J2 =
3

2
J3. (3.2.12)

3.2.4. Алгоритм стабилизирующего управления. Алгоритм стабилизации строится на ос-
новании приведенной стационарной системы (3.2.7), (3.2.9), которая является управляемой, за
исключением случая (3.2.10). (Далее, как и выше, считаем, что v2 = 0).
Переменные исходной нестационарной системы ξ(1) (3.2.4) связаны с переменными стационар-

ной системы z(1) соотношениями

ξ(1) = F�(τ)z(1), F
(4×8)

�(τ) =
[
cτE2 sτE2 O2 O2

O2 O2 cτE2 sτE2

]
,

Ḟ� = F�S�, S� = diag(S1, S1), S1 =

[
O2 E2

−E2 O2

]
.

(3.2.13)

Переменные z(1)(8× 1) подчиняются следующей системе уравнений

ż(1) = Ā(1)z(1) +B(1)v, v =
[
v1 v3

]�
, (3.2.14)

Ā(1) =

[
A11 E4

A21 A22

]
; A11 =

[
O2 −E2

E2 O2

]
, A21 = diag(κ1, κ3, κ1, κ3), A22 =

[
D −E2

E2 D

]
,

D =

[
0 d1

−d3 0

]
, B(1) =

⎡
⎢⎢⎣
O2

O2

O2

B2

⎤
⎥⎥⎦ , B2 = μ0

[
0 −b2
b̃2 0

]
.

Стационарная система, для которой строится алгоритм стабилизации, состоит из двух незави-
симых подсистем, связанных через управление: системы 8-го порядка (3.2.14) и системы относи-
тельно вектора z(2)(2× 1), (z(2) ≡ ξ2):

ż(2) = A(2)z(2) +B(2)v, A(2) =

[
0 1
κ2 0

]
, B(2) =

[
0 0

b̃1 0

]
. (3.2.15)

Введем вектор

z =

[
z(1)

z(2)

]
,

который подчиняется стационарной системе

ż = Azz +Bzv, Az = diag(Ā(1), A(2))Bz =

[
B(1)

B(2)

]
. (3.2.16)
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Задача стабилизации стационарной управляемой системы (3.2.16) состоит в том, чтобы по-
строить управление v, обеспечивающее стремление к нулю компонент ее вектора состояния z при
τ → ∞.
Стабилизирующее управление строится в виде обратной связи по состоянию v(τ) = −Kzz(τ),

а матрица коэффициентов управления Kz(2 × 10) = const выбирается из условия минимума
квадратичного функционала

Φ =
1

2

∞∫
0

[z�(τ)Qz(τ) + v�(τ)Γv(τ)]dτ.

Здесь Q(10×10)—неотрицательно и Γ(2×2)—положительно определенные постоянные матрицы
соответственно.
Оптимальное управление имеет вид

v(τ) = −Kzz(τ), Kz = Γ−1BzP. (3.2.17)

Матрица P (10× 10) является положительно определенным решением матричного алгебраиче-
ского уравнения Риккати

PAz +A�
z P − PBzΓ

−1B�
z P +Q = 0.

Синтезированное управляющее воздействие является функцией переменных z(τ) стационарной
системы (3.2.16) более высокого порядка, чем исходная нестационарная система (3.2.4), (3.2.5).
Для введения управления непосредственно в исходную систему следует выразить вектор z раз-
мерности (10 × 1) через исходный вектор состояния, состоящий из вектора ξ(1)(4 × 1), вектора
ξ(2)(2× 1). Для того чтобы это преобразование было невырожденным, необходимо ввести допол-
нительный вектор

ξd
(4×1)

= F�
d (τ)z(1), F�

d
(4×8)

(τ) = F�(τ), S� =

[−sτE2 cτE2 O2 O2

O2 O2 −sτE2 cτE2

]
.

Тогда

ζ = Tz, ζ =

⎡
⎣ξ

(1)

ξd
ξ(2)

⎤
⎦ , T =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

F
(4×8)

� O
(4×2)

F�
d

(4×8)

O
(4×2)

O
(2×8)

E2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (z(2) ≡ ξ2). (3.2.18)

Уравнение для дополнительного вектора ξd имеет вид

ξ̇d = A(1)ξd +Bd(τ)v, Bd(τ) = μ0

⎡
⎢⎢⎣

0 0
0 0
0 −b2cτ

b̃2cτ 0

⎤
⎥⎥⎦ . (3.2.19)

Тогда уравнение для вектора ζ(10× 1) можно записать в виде

ζ̇ = Aζζ +Bζ(τ)v, (3.2.20)

Aζ = diag(A(1), A(1), A(2)), Bζ =

∥∥∥∥∥∥∥
B

(1)
ξ (τ)

Bd(τ)

B
(2)
ξ (τ)

∥∥∥∥∥∥∥
.

Нестационарная система (3.2.20) включает в себя исходную систему (3.2.4), (3.2.5) в качестве
подсистемы. Управление (3.2.17), построенное для стационарной системы (3.2.16), можно вводить
в систему (3.2.20), используя выражения (3.2.18), в виде

v = −KzT
−1(τ)ζ. (3.2.21)

Замкнутая этим управлением система имеет вид

ζ̇ = (Aζ −Bζ(τ)KzT
−1(τ))ζ. (3.2.22)
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(a) θ1(τ ), dθ1(τ )/dτ (b) θ2(τ ), dθ2(τ )/dτ (c) θ3(τ ), dθ3(τ )/dτ

Рис. 3.9. Поведение переменных θi, dθi/dτ (i = 1, 2, 3) в отсутствие управления (vi = 0).

(a) θ1(τ ), dθ1(τ )/dτ (b) θ2(τ ), dθ2(τ )/dτ (c) θ3(τ ), dθ3(τ )/dτ

Рис. 3.10. Поведение переменных θi, dθi/dτ (i = 1, 2, 3) при наличии управления (vi �= 0).

Решения ζ(τ) системы (3.2.22), содержащие компоненты исходного вектора ξ(1)(τ), ξ(2)(τ), стре-
мятся к нулю при τ → ∞ в силу выбора матрицы Kz, так как компоненты вектора ζ связаны
с компонентами вектора z ограниченным преобразованием (3.2.18).

3.2.5. Моделирование. Проводилось моделирование решения задачи стабилизации относи-
тельного равновесия спутника (3.2.20) при помощи моментов сил Лоренца. Алгоритмы стабили-
зации строились на основе стационарной системы (3.2.16) десятого порядка.
Задача стабилизации рассматривалась для различных значений параметров спутников [40,

48] и различных наклонов орбит. Коэффициенты управления вычислялись с использованием
стандартной программы LQR для стационарных систем. Матрицы, входящие в квадратичный
функционал, были приняты в виде Q = αE10; Γ = γE2.
Начальные значения отклонения углов 0,15, 0,15, 0,2; отклонения значений угловых безраз-

мерных скоростей 0,1, 0,1, 0,15.
В коэффициентах bi, b̃i матрицы Bζ при управлении в уравнениях (3.2.20) значение величины

заряда, согласно [40] q = 5,0 · 10−3A× c.
На рисунках 3.9–3.14 представлены результаты моделирования поведения компонент вектора

состояния при наличии и отсутствии управления; в отсутствие управления рисунки 3.9, 3.11, 3.13;
при наличии управления вида (3.2.21) — рисунки 3.9, 3.12, 3.14. Сплошными линиями описывается
поведение углов, пунктирными — скоростей.
На рисунках 3.9, 3.10 представлено поведение компонент вектора состояния для значений па-

раметров спутника: J = [1000,0, 600,0, 1400,0] кгм2 [40]; угол наклона орбиты I = 60◦; значения
параметров функционала: α = 100,0, γ = 1,0 · 1011.
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(a) θ1(τ ), dθ1(τ )/dτ (b) θ2(τ ), dθ2(τ )/dτ (c) θ3(τ ), dθ3(τ )/dτ

Рис. 3.11. Поведение переменных θi, dθi/dτ (i = 1, 2, 3) в отсутствие управления (vi = 0).

(a) θ1(τ ), dθ1(τ )/dτ (b) θ2(τ ), dθ2(τ )/dτ (c) θ3(τ ), dθ3(τ )/dτ

Рис. 3.12. Поведение переменных θi, dθi/dτ (i = 1, 2, 3) при наличии управления (vi �= 0).

(a) θ1(τ ), dθ1(τ )/dτ (b) θ2(τ ), dθ2(τ )/dτ (c) θ3(τ ), dθ3(τ )/dτ

Рис. 3.13. Поведение переменных θi, dθi/dτ (i = 1, 2, 3) в отсутствие управления (vi = 0).

На рисунках 3.11, 3.12 представлены результаты моделирования поведения переменных векто-
ра состояния для спутника с характеристиками: J = [115, 120, 135] кгм2 [48]; движение по орбите,
близкой к полярной (I = 97,8◦); параметры функционала α = 10,0, γ = 1,0 · 1011.
На рисунках 3.13, 3.14 представлены результаты моделирования для спутника с характеристи-

ками, близкими к шару: J1 = [1000, 950, 1050] кгм2 [48]; движение по орбите, близкой к эквато-
риальной (I = 10◦); параметры функционала α = 100,0, γ = 1,0 · 1011.
Время затухания переходных процессов порядка двух орбитальных периодов.
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(a) θ1(τ ), dθ1(τ )/dτ (b) θ2(τ ), dθ2(τ )/dτ (c) θ3(τ ), dθ3(τ )/dτ

Рис. 3.14. Поведение переменных θi, dθi/dτ (i = 1, 2, 3) при наличии управления (vi �= 0).

Моделирование показало эффективность предлагаемых алгоритмов стабилизации для различ-
ных комбинаций значений моментов инерции спутника.
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