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1. Введение. Нахождение условий инвариантности геометрических объектов относительно
действия той или иной группы преобразований является одной из наиболее актуальных задач
геометрического исследования. В [5] эта задача решалась для действия локальной однопарамет-
рической группы диффеоморфизмов, порожденной торсообразующим векторным полем на почти
эрмитовом многообразии. Были найдены необходимые и достаточные условия инвариантности
келеровой структуры относительно такого действия. Развитие идей, изложенных в [5], было про-
должено в [9]. Так, в [9] введено понятие абсолютно торсообразующего векторного поля на почти
эрмитовом многообразии. Показано, что любое торсообразующее векторное поле на келеровом
многообразии является абсолютно торсообразующим. Доказано, что абсолютно торсообразую-
щее векторное поле ξ на приближенно келеровом многообразии сохраняет структурный эндомор-
физм приближенно келеровой структуры тогда и только тогда, когда ξ — спецконциркулярное
векторное поле [9].
В [11] рассматривается почти контактное метрическое многообразие, характеристический век-

тор которого является торсообразующим векторным полем. Доказано, что торсообразующий ха-
рактеристический вектор ζ с определяющими элементами ρ и a сохраняет почти контактную
метрическую структуру S = {ζ, ϑ,Φ, g = 〈·, ·〉} тогда и только тогда, когда

(i) a(ζ) = −ρ;
(ii) ∇ζ(Φ)X = a(ΦX)ζ;
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(iii) 〈∇Xζ, Y 〉+ 〈X,∇Y ζ〉 = 0.

Торсообразующий характеристический вектор ζ с определяющими элементами ρ и a сохраняет
нормальную почти контактную метрическую структуру S = {ζ, ϑ,Φ, g = 〈·, ·〉} тогда и только
тогда, когда

(i) a(ζ) = −ρ;
(ii) a ◦ Φ = 0;
(iii) 〈∇Xζ, Y 〉+ 〈X,∇Y ζ〉 = 0.

Конциркулярные векторные поля возникают при рассмотрении конформных преобразований
псевдоримановых многообразий, переводящих геодезические окружности в геодезические окруж-
ности. Примером конциркулярного векторного поля может служить детально исследованное
П. А. Широковым [12] поле сходящихся направлений, называемое также конкурентным вектор-
ным полем. В дальнейшем изучением конциркулярных веторных полей занимался целый ряд
авторов: Г. И. Кручкович [8], Й. Микеш [10] и др. В рамках общей теории относительности кон-
циркулярные векторные поля рассматривал Х. Такено [18].
Скалярное поле Φ на (M,g) называется специальным конциркулярным скалярным полем, если

∇2Φ = ρΦg, где ρ = const �= 0. Если тензор кривизны (соответственно тензор Риччи) риманова
пространства (M,g), допускающего специальное конциркулярное (спецконциркулярное) скаляр-
ное поле, удовлетворяет условию Rhijk,[lm] = 0 (соответственно Rij,[kl] = 0, тоM есть пространтсво
постоянной кривизны (соответственно пространство Эйнштейна) [17].
Связное n-мерное риманово многообразие класса C∞ допускает n + 1 независимых решений

уравнения ∇2ρ + c2ρg = 0 тогда и только тогда, когда M изометрично сфере Sn(1/c) в En+1

(см. [13, 19]).
Векторное поле X на n-мерном римановом многообразии (M,g) класса C∞ называется спе-

циальным конциркулярным (спецконциркулярным) векторным полем, если ∇XY = φY для всех
векторных полей Y и функций φ на M . Если на многообразии M существует более двух линей-
но независимых спецконциркулярных векторных полей X(i), то ∇Y φ(i) = −Kg(Y,X(i)) для всех
Y ∈ X (M) и φ(i) = −Kρ(i) + b(i), где b(i) и K —константы (см. [16]).
В [7] исследуются условия, при которых характеристический вектор нормального локально

конформно квазисасакиевого (короче lcQS-) многообразия является торсообразующим или, более
того, конциркулярным векторным полем. Доказано, что следующие утверждения эквивалентны:
lcQS-структура нормальна и ее характеристический вектор является торсообразующим вектор-
ным полем; lcQS-структура нормальна и ее характеристический вектор является конциркуляр-
ным векторным полем; lcQS-структура локально конформно косимплектична и имеет замкнутую
контактную форму.
В данной работе рассматриваются голоморфные торсообразующие векторные поля на почти

контактных метрических многообразиях. Получен критерий голоморфности торсообразующего
векторного поля на почти контактном метрическом многообразии. Получен критерий спецкон-
циркулярности голоморфного торсообразующего векторного поля на почти контактном метриче-
ском многообразии. Получено необходимое и достаточное условие, при котором торсообразующее
векторное поле на почти контактном метрическом многообразии является абсолютно торсообра-
зующим. Для основных классов почти контактных метрических многообразий (косимплектиче-
ских, слабо косимплектических, сасакиевых, приближенно сасакиевых, Кенмоцу и обобщенных
Кенмоцу) рассмотрены торсообразующие векторные поля, удовлетворяющие дополнительным
условиям. В заключение получены факты, связанные с геометрией дифференциальной формы
дуальной голоморфному торсообразующему векторному полю.

2. Голоморфные торсообразующие векторные поля на почти контактных метриче-
ских многообразиях. Пусть M — гладкое многообразие, X (M)—C∞(M)-модуль гладких век-
торных полей на M , d— оператор внешнего дифференцирования, ∇—риманова связность мет-
рики g = 〈·, ·〉, LX — оператор дифференцирования Ли в направлении векторного поля X, [·, ·]—
коммутатор векторных полей или скобка Ли.
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Все многообразия, тензорные поля и подобные объекты предполагаются гладкими класса C∞.
Термины тензорное поле и тензор полагаются равнозначными.
Регулярное векторное поле ξ ∈ X (M) порождает локальную однопараметрическую груп-

пу диффеоморфизмов Ft на многообразии M . Рассмотрим дифференциально-геометрическую
структуру S = {T1, . . . , TN}, определенную конечным числом тензорных полей на M .

Определение 1 (см. [2]). Структура S = {T1, . . . , TN} называется ξ-инвариантной, если каж-
дый из тензоров, её составляющих, инвариантен относительно операций увлечения, порожденных
элементами локальной группы Ft.

Удобный критерий ξ-инвариантности структуры дается следующей теоремой.

Теорема 1 (см. [2]). Структура S = {T1, . . . , TN} ξ-инвариантна тогда и только тогда, ко-
гда Lξ(Ti) = 0, i = 1, . . . , N .

Пример 1 (см. [2]). Риманова структура S = {g = 〈·, ·〉} ξ-инвариантна тогда и только тогда,
когда ξ — векторное поле Киллинга, т.е. 〈∇Xξ, Y 〉+ 〈∇Y ξ,X〉 = 0, X,Y ∈ X (M).
Действительно, согласно теореме 1, риманова структура будет ξ-инвариантна тогда и только

тогда, когда

0 = Lξ(g)(X,Y ) =

= Lξ(g(X,Y ))− g(LξX,Y )− g(X,LξY ) =

= ξ(g(X,Y ))− g([ξ,X], Y )− g(X, [ξ, Y ]) =

= ξ(g(X,Y ))− g(∇ξX,Y )− g(X,∇ξY ) + g(∇Xξ, Y ) + g(X,∇Y ξ) =

= ∇ξg(X,Y ) + g(∇Xξ, Y ) + g(X,∇Y ξ) =

= 〈∇Xξ, Y 〉+ 〈X,∇Y ξ〉.
Пример 2. Почти эрмитова структура S = {J, g = 〈·, ·〉} ξ-инвариантна тогда и только тогда,

когда
(i) ξ — векторное поле Киллинга, т.е. 〈∇Xξ, Y 〉+ 〈∇Y ξ,X〉 = 0, X,Y ∈ X (M);
(ii) ∇ξ(J)X −∇JXξ + J∇Xξ = 0, X ∈ X (M).

Справедливость первого утверждения доказывается так же как для примера 1. Покажем спра-
ведливость второго пункта. Тензор J является ξ-инвариантным тогда и только тогда, когда

0 = Lξ(J)X =

= Lξ(JX)− JLξX =

= [ξ, JX] − J([ξ,X]) =

= ∇ξ(JX)−∇JXξ − J(∇ξX) + J(∇Xξ) =

= ∇ξ(J)X + J(∇ξX)−∇JXξ − J(∇ξX) + J(∇Xξ) =

= ∇ξ(J)X −∇JXξ + J(∇Xξ).

Пример 3. Почти контактная метрическая структура S = {ζ, ϑ,Φ, g = 〈·, ·〉} ξ-инвариантна
тогда и только тогда, когда:

(i) ∇ξζ = ∇ζξ;
(ii) ∇ξ(ϑ)X + ϑ(∇Xξ) = 0;
(iii) ∇ξ(Φ)X −∇ΦXξ +Φ∇Xξ = 0, X ∈ X (M);
(iv) ξ — векторное поле Киллинга, т.е. 〈∇Xξ, Y 〉+ 〈∇Y ξ,X〉 = 0, X,Y ∈ X (M).
(i) Действительно, вектор ζ является ξ-инвариантным тогда и только тогда, когда

0 = Lξζ = [ξ, ζ] = ∇ξζ −∇ζξ,

т.е. ∇ξζ = ∇ζξ.
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(ii) Форма ϑ является ξ-инвариантной тогда и только тогда, когда
0 = Lξ(ϑ)X =

= Lξϑ(X)− ϑ(LξX) =

= ξ(ϑ(X))− ϑ([ξ,X]) =

= ξ(ϑ(X))− ϑ(∇ξX) + ϑ(∇Xξ) =

= ∇ξ(ϑ)X + ϑ(∇ξX)− ϑ(∇ξX) + ϑ(∇Xξ) =

= ∇ξ(ϑ)X + ϑ(∇Xξ), X ∈ X (M),

т.е. ∇ξ(ϑ)X + ϑ(∇Xξ) = 0.
(iii) Эндоморфизм Φ является ξ-инвариантным тогда и только тогда, когда

0 = Lξ(Φ)X =

= Lξ(ΦX)− ΦLξX =

= [ξ,ΦX]− Φ([ξ,X]) =

= ∇ξ(ΦX)−∇ΦXξ − Φ(∇ξX) + Φ(∇Xξ) =

= ∇ξ(Φ)X +Φ(∇ξX)−∇ΦXξ − Φ(∇ξX) + Φ(∇Xξ) =

= ∇ξ(Φ)X −∇ΦXξ +Φ(∇Xξ), X ∈ X (M).

(iv) следует из примера 1.

Определение 2 (см. [2, 5, 9]). Ненулевое векторное поле ξ ∈ X (M) называется торсообразую-
щим, если

∇ξ = ρ id+a⊗ ξ, (1)
и псевдоторсообразующим, если

∇ξ = ρΦ+ a⊗ ξ

для некоторых ρ ∈ C∞(M) и a ∈ X ∗(M). Дифференциальная 1-форма a и функция ρ называются
характеристическими. Торсообразующее векторное поле называется конциркулярным, если da =
0, спецконциркулярным, если a = 0, и рекуррентным, если ρ = 0.

Пусть S = {ζ, ϑ,Φ, g = 〈·, ·〉}—почти контактная метрическая структура на многообразии
M2n+1, n > 1 (см. [4]), где Φ— эндоморфизм модуля X (M), называемый структурным эндомор-
физмом, ϑ—дифференциальная 1-форма на M , называемая контактной формой, ζ — вектор на
M , называемый характеристическим вектором. При этом

ϑ(ζ) = 1; ϑ ◦Φ = 0; Φ(ζ) = 0;

Φ2 = − id+ϑ⊗ ζ; 〈ΦX,ΦY 〉 = 〈X,Y 〉 − ϑ(X)ϑ(Y ).

Замечание 1. Если ξ —ненулевое векторное поле из X (M), то векторное поле η = Φξ, очевид-
но, ортогонально полю ξ. В самом деле, 〈η, ξ〉 = 〈Φξ, ξ〉 = −〈ξ,Φξ〉 = −〈η, ξ〉, а значит, 〈η, ξ〉 = 0.
В частности, векторные поля ξ и η линейно независимы.

Определение 3. Векторное поле ξ ∈ X (M) назовем голоморфным, если эндоморфизм Φ яв-
ляется ξ-инвариантным.

Теорема 2. Торсообразующее векторное поле ξ на почти контактном метрическом много-
образии M голоморфно тогда и только тогда, когда

∇ξ(Φ)X = a(ΦX)ξ − a(X)Φξ, X ∈ X (M). (2)

Доказательство. Согласно рассуждениям в примере 3
Lξ(Φ)X = ∇ξ(Φ)X −∇ΦXξ +Φ(∇Xξ) =

= ∇ξ(Φ)X − ρ ◦ Φ(X)− a ◦Φ(X)ξ +Φ(ρX) + Φ(a(X)ξ) =

= ∇ξ(Φ)X − a ◦ Φ(X)ξ +Φ(a(X)ξ) =

= ∇ξ(Φ)X − a(ΦX)ξ + a(X)Φξ;
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отсюда сразу же следует, что условие ξ-инвариантности Lξ(Φ)X = 0 равносильно справедливости
тождества (2). �

Теорема 3. Голоморфное торсообразующее векторное поле ξ на почти контактном метри-
ческом многообразии M спецконциркулярно тогда и только тогда, когда справедливо тожде-
ство

∇ξ(Φ)X = 0, X ∈ X (M). (3)

Доказательство. Согласно теореме 2 семейство всех голоморфных векторных полей на мно-
гообразии M полностью определяется тождеством (2), а значит, его подсемейство — семейство
спецконциркулярных векторных полей (у которых по определению a = 0) определяется тожде-
ством (3).
Обратно, пусть на многообразии M выполнены тождества (2) и (3). Вычитая почленно одно

тождество из другого, получим:

a(ΦX)ξ − a(X)Φξ = 0, X ∈ X (M). (4)

Поскольку векторные поля ξ и Φξ линейно независимы, то в (4) коэффициенты при них равны
нулю. В частности, a(X) = 0 и, в силу произвола X ∈ X (M), a = 0. Следовательно, поле ξ —
спецконциркулярное. �

Определение 4. Торсообразующее векторное поле ξ ∈ X (M) назовем абсолютно торсообра-
зующим, если векторное поле Φξ является псевдоторсообразующим с теми же определяющими
элементами.

Теорема 4. Пусть M —почти контактное метрическое многообразие, допускающее торсо-
образующее векторное поле ξ. Тогда векторное поле ξ будет абсолютно торсообразующим тогда
и только тогда, когда выполняется тождество

∇X(Φ)ξ = 0, X ∈ X (M). (5)

Доказательство. Пусть ξ — торсообразующее векторное поле на почти контактном метрическом
многообразии M . Введем обозначение Φξ = η. Тогда

∇Xη = ∇X(Φξ) =

= ∇X(Φ)ξ +Φ∇Xξ =

= ∇X(Φ)ξ +Φ(a(X)ξ + ρX) =

= ∇X(Φ)ξ + a(X)(Φξ) + (ρ ◦ Φ)X =

= ∇X(Φ)ξ + a(X)η + (ρ ◦ Φ)X.

Отсюда следует, что векторное поле ξ — абсолютно торсообразующее тогда и только тогда,
когда ∇X(Φ)ξ = 0. �

3. Торсообразующие векторные поля на основных классах почти контактных мет-
рических многообразий. Приведем рассматриваемые классы почти контаткных метрических
структур вместе с определяющими их тождествами [1, 3, 4, 6, 14, 15]:
(a) косимплектические структуры: ∇X(Φ)Y = 0;
(b) слабо косимплектические структуры: ∇X(Φ)X = 0;
(c) сасакиевы структуры: ∇X(Φ)Y = 〈X,Y 〉ζ − ϑ(Y )X;
(d) приближенно сасакиевы структуры: ∇X(Φ)X = 〈X,X〉ζ − ϑ(X)X;
(e) структуры Кенмоцу: ∇X(Φ)Y = 〈ΦX,Y 〉ζ − ϑ(Y )ΦX;
(f) обобщенные структуры Кенмоцу: ∇X(Φ)Y +∇Y (Φ)X = −ϑ(Y )ΦX − ϑ(X)ΦY ;
(g) контактные структуры: dη = 2Ω;
(h) К-контактные структуры: ∇X(η)Y = Ω(X,Y );
(i) нормальные структуры:

∇ΦX(Φ)Y −∇ΦY (Φ)X − Φ∇X(Φ)Y +Φ∇Y (Φ)X + (∇X(η)Y −∇Y (η)X)ξ = 0.
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Теорема 5. Пусть M — косимплектическое многообразие, ξ ∈ X (M)—торсообразующий
вектор. Тогда справедливы следующие утверждения:

(i) ξ —абсолютно торсообразующий вектор;
(ii) ξ — голоморфный вектор;
(iii) ξ — спецконциркулярный вектор.

Доказательство. ПосколькуM —косимплектическое многообразие, ∇X(Φ)Y = 0 для всехX,Y ∈
X (M) (см. [4]). Из теоремы 4 следует, что ξ — абсолютно торсообразующий вектор. Соотноше-
ние (2) выполняется в этом случае при a(ΦX)ξ − a(X)Φξ = 0; X ∈ X (M). В силу линейной
независимости векторов ξ и Φξ a(X) = 0, значит, ξ — спецконциркулярное векторное поле. Соот-
ношение (2) в этом случае выполняется тождественно и по теореме 2 ξ — голоморфное векторное
поле. �

Теорема 6. Векторное поле на слабо косимплектическом многообразии спецконциркулярно
тогда и только тогда, когда оно абсолютно торсообразующее.

Доказательство. Пусть ξ — абсолютно торсообразующее векторное поле на слабо косимплектиче-
ском многообразии M . Поскольку оно абсолютно торсообразующее, то по теореме 4 ∇X(Φ)ξ = 0.
Из кососимметричности этого соотношения следует ∇ξ(Φ)X = 0. Соотношение (2) выполняется
в этом случае при a(ΦX)ξ − a(X)Φξ = 0; X ∈ X (M). В силу линейной независимости векторов ξ
и Φξ a(X) = 0, значит, ξ — спецконциркулярное векторное поле.
Обратно, пусть ξ — спецконциркулярное векторное поле на слабо косимплектическом многооб-

разии M . Тогда по теореме 3: ∇ξ(Φ)X = 0. Из кососимметричности этого соотношения следует,
что ∇X(Φ)ξ = 0, значит, ξ — абсолютно торсообразующее векторное поле. �

Теорема 7. Голоморфное торсообразующее векторное поле на слабо косимплектическом мно-
гообразии спецконциркулярно.

Доказательство. Пусть ξ — голоморфное торсообразующее векторное поле на слабо косимплек-
тическом многообразии M . По теореме 2 справедливо

∇ξ(Φ)X = a(ΦX)ξ − a(X)Φξ, X ∈ X (M).

По определению слабо косимплектического многообразия ∀X ∈ X (M) имеем ∇X(Φ)X = 0, т.е.

∇X(Φ)ξ = −∇ξ(Φ)X, ∀X ∈ X (M).

Поскольку на почти контактном метрическом многообразии имеет место тождество

〈Y,∇X(Φ)Z〉+ 〈∇X(Φ)Y,Z〉 = 0; ∀X,Y,Z ∈ X (M),

то, положив в данном тождестве Z = Y , получим

〈Y,∇X(Φ)Y 〉 = 0, ∀X,Y ∈ X (M).

Тогда для голоморфного торсообразующего векторного поля ξ имеем

〈ξ,∇X(Φ)ξ〉 = 0, ∀X ∈ X (M),

а значит,
〈ξ,∇ξ(Φ)X〉 = 0, ∀X ∈ X (M),

т.е.
a(ΦX)〈ξ, ξ〉 − a(X)〈Φξ, ξ〉 = 0, X ∈ X (M),

или
a(ΦX)〈ξ, ξ〉 = 0, X ∈ X (M).

Отсюда имеем a = 0, т.е. голоморфное торсообразующее векторное поле на слабо косимплекти-
ческом многообразии является спецконциркулярным. �

Следствие 1. Голоморфное торсообразующее векторное поле на точнейше косимплектиче-
ском многообразии спецконциркулярно.
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Теорема 8. Голоморфное торсообразующее векторное поле на многообразии Сасаки спецкон-
циркулярно.

Доказательство. Пусть ξ — голоморфное торсообразующее векторное поле на сасакиевом мно-
гообразии M , тогда

∇ξ(Φ)X = 〈ξ,X〉ζ − ϑ(X)ξ,

и по теореме 2 имеем
〈ξ,X〉ζ − ϑ(X)ξ = a(ΦX)ξ − a(X)Φξ.

Умножим последнее скалярно на ξ, получим

〈ξ,X〉〈ζ, ξ〉 − ϑ(X)〈ξ, ξ〉 = a(ΦX)〈ξ, ξ〉 − a(X)〈Φξ, ξ〉,
т.е.

〈ξ,X〉ϑ(ξ) − ϑ(X)〈ξ, ξ〉 = a(ΦX)〈ξ, ξ〉.
Положим X = ξ, тогда из последнего равенства получим a(Φξ) = 0. В этом случае возможны два
варианта: Φξ = 0 или a = 0.
Если Φξ = 0, тогда ζ ‖ ξ, а значит, ∇ξ(Φ)X = 〈ξ,X〉ζ−ϑ(X)ξ = 0, т.е. ξ — спецконциркулярное,

согласно теореме 3.
Если a = 0, то ξ — спецконциркулярное.
Таким образом, голоморфное торсообразующее векторное поле на многообразии Сасаки спец-

конциркулярно. �

Теорема 9. Многообразие Сасаки не допускает абсолютно торсообразующих векторных по-
лей.

Доказательство. Пусть ξ — абсолютно торсообразующий вектор на многообразии Сасаки M .
По теореме 4 ∇X(Φ)ξ = 0. С другой стороны, хорошо известно, что на многообразии Сасаки
справедливо тождество

∇X(Φ)Y = 〈X,Y 〉ζ − ϑ(Y )X.

В частности, при Y = ξ имеем:

0 = ∇X(Φ)ξ = 〈X, ξ〉ζ − ϑ(ξ)X.

Обозначим через η форму, заданную формулой η(X) = 〈X, ξ〉; тогда предыдущее равенство мож-
но записать как

η(X)ζ − ϑ(ξ)X = 0, ∀X ∈ X (M),

т.е.
η ⊗ ζ − ϑ(ξ) id = 0 или η ⊗ ζ = ϑ(ξ) id .

Но это равенство невозможно, т. к. эндоморфизмы η⊗ζ и id имеют разные ранги. Следовательно,
предположение неверно, вектор ξ не может быть абсолютно торсообразующим. �

Следствие 2. К-контактное и контактное многообразия не допускают абсолютно торсо-
образующих векторных полей.

Следствие 3. Нормальные многообразия не допускают абсолютно торсообразующих вектор-
ных полей.

Следствие 4. Приближенно сасакиевы мноргобразия не допускают абсолютно торсообразу-
ющих векторных полей.

Теорема 10. Голоморфное торсообразующее векторное поле на приближенно сасакиевом
многообразии спецконциркулярно.
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Доказательство. Пусть ξ — голоморфное торсообразующее векторное поле на приближенно са-
сакиевом многообразии M . Характеристическое тождество такого многообразия имеет вид

∇X(Φ)Y +∇Y (Φ)X = 2〈X,Y 〉ζ − ϑ(X)Y − ϑ(Y )X, ∀X,Y ∈ X (M).

В этом тождестве положим Y = ξ, тогда

∇X(Φ)ξ +∇ξ(Φ)X = 2〈X, ξ〉ζ − ϑ(X)ξ − ϑ(ξ)X, ∀X ∈ X (M).

Согласно теореме 2 последнее равенство запишем в виде

∇X(Φ)ξ = −{a(ΦX) + ϑ(X)}ξ + a(X)Φξ + 2〈X, ξ〉ζ − ϑ(ξ)X, ∀X ∈ X (M).

Полученное равенство умножим скалярно на вектор ξ, тогда
〈∇X(Φ)ξ, ξ〉 = −{a(ΦX) + ϑ(X)}〈ξ, ξ〉 + a(X)〈Φξ, ξ〉 + 2〈X, ξ〉〈ζ, ξ〉 − ϑ(ξ)〈X, ξ〉 =

= −{a(ΦX) + ϑ(X)}‖ξ‖2 + 2〈X, ξ〉ϑ(ξ) − ϑ(ξ)〈X, ξ〉 =
= −{a(ΦX) + ϑ(X)}‖ξ‖2 + 〈X, ξ〉ϑ(ξ), ∀X ∈ X (M).

т.е.
−{a(ΦX) + ϑ(X)}‖ξ‖2 + 〈X, ξ〉ϑ(ξ) = 0, ∀X ∈ X (M).

В последнем тождестве положим X = 0, тогда получим a(Φξ) = 0, т.е. a = 0. Таким образом,
∇ξ(Φ)X = 0, X ∈ X (M). И согласно теореме 3 ξ является спецконциркулярным, т.е. голоморфное
торсообразующее векторное поле на приближенно сасакиевом многообразии является спецкон-
циркулярным. �

Теорема 11. Голоморфное торсообразующее векторное поле на многообразии Кенмоцу явля-
ется спецконциркулярным

Доказательство. Пусть ξ — голоморфное торсообразующее векторное поле на многообразии Кен-
моцу M . По теореме 2

∇ξ(Φ)X = a(ΦX)ξ − a(X)Φξ, X ∈ X (M).

С другой стороны, положив в определяющем тождестве многообразия Кенмоцу X = ξ, получим:

∇ξ(Φ)X = 〈Φξ,X〉ζ − ϑ(X)Φξ, X ∈ X (M).

Почленно вычитая первое тождество из второго, получим

a(ΦX)ξ − a(X)Φξ = 〈Φξ,X〉ζ − ϑ(X)Φξ, X ∈ X (M),

т.е.
a(ΦX)ξ − {a(X) − ϑ(X)}Φξ − 〈Φξ,X〉ζ = 0, X ∈ X (M).

Полученное равенство умножим скалярно на ξ, тогда, с учетом равенства 〈Φξ, ξ〉 = 0, получим
a(ΦX)〈ξ, ξ〉 = 〈Φξ,X〉〈ζ, ξ〉, X ∈ X (M). Если положить в полученном равенстве X = ξ, получим
a(Φξ)‖ξ‖2 = 0. Отсюда получаем, что a = 0, а значит, векторное поле ξ спецконциркулярно. �

Замечание 2. Характеристический вектор структуры Кенмоцу является торсообразующим
вектором с характеристической 1-формой (−ϑ) и единичной функцией ρ в силу тождества ∇Xζ =
X − ϑ(X)ζ.

Теорема 12. Многообразие Кенмоцу не допускает абсолютно торсообразующих векторных
полей.

Доказательство. Пусть M —многообразие Кенмоцу, ξ ∈ X (M)— абсолютно торсообразующее
векторное поле. Тогда на M выполнено тождество

∇X(Φ)Y = 〈ΦX,Y 〉ζ − ϑ(Y )ΦX.

Положив в этом тождестве Y = ξ, получим тождество

0 = ∇X(Φ)ξ = 〈ΦX, ξ〉ζ − ϑ(ξ)ΦX.

Перепишем это тождество в форме

η(ΦX)ζ − ϑ(ξ)ΦX = 0, X ∈ X (M),
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где η(X) = 〈X, ξ〉. Таким образом,
(η ◦Φ)⊗ ζ − ϑ(ξ)Φ = 0.

Как и в случае многообразий Сасаки, это равенство невозможно, так как эндоморфизмы (η◦Φ)⊗ξ
и Φ имеют разные ранги. Следовательно, предположение неверно, т.е. векторное поле ξ не может
быть абсолютно торсообразующим. �
Обобщенное многообразие Кенмоцу не допускает абсолютно торсообразующих векторных по-

лей.

Теорема 13. Голоморфное торсообразующее векторное поле на обобщенном многообразии
Кенмоцу является спецконциркулярным

Доказательство. Пусть ξ — голоморфное торсообразующее векторное поле на обобщенном мно-
гообразии Кенмоцу M . По определению обобщенного многообразия Кенмоцу

∇X(Φ)Y +∇Y (Φ)X = −ϑ(Y )ΦX − ϑ(X)ΦY, X, Y ∈ X (M).

В последнем тождестве положим Y = ξ, тогда получим

∇X(Φ)ξ +∇ξ(Φ)X = −ϑ(ξ)ΦX − ϑ(X)Φξ, X ∈ X (M). (6)

С учетом теоремы 2 запишем

∇X(Φ)ξ = {a(X) − ϑ(X)}Φξ − a(ΦX)ξ − ϑ(ξ)ΦX, X ∈ X (M). (7)

Полученное равенство умножим скалярно на вектор ξ, тогда

〈∇X(Φ)ξ, ξ〉 = {a(X) − ϑ(X)}〈Φξ, ξ〉 − a(ΦX)〈ξ, ξ〉 − ϑ(ξ)〈ΦX, ξ〉 X ∈ X (M).

Поскольку 〈∇X(Φ)ξ, ξ〉 = 0 (см. доказательство теоремы 7) и 〈Φξ, ξ〉 = 0, то

a(ΦX)〈ξ, ξ〉 = −ϑ(ξ)〈ΦX, ξ〉 X ∈ X (M). (8)

Теперь положим в тождестве (8) X = ξ, тогда получим a(Φξ)〈ξ, ξ〉 = 0. Поскольку 〈ξ, ξ〉 �= 0, то
a(Φξ) = 0. Из последнего равенства следует два случая:

(i) если a = 0, то векторное поле ξ является спецконциркулярным;
(ii) если Φξ = 0, тогда правая часть равенства (8) запишется в виде

−ϑ(ξ)〈ΦX, ξ〉 = ϑ(ξ)〈X,Φξ〉 = 0, X ∈ X (M),

т.е. a(ΦX)〈ξ, ξ〉 = 0, X ∈ X (M). Поскольку 〈ξ, ξ〉 �= 0, то a(ΦX) = 0, X ∈ X (M). А значит,
∇ξ(Φ)X = 0, т.е. ξ — спецконциркулярное, согласно теореме 3. �
Пусть S = {ζ, ϑ,Φ, g = 〈·, ·〉}—почти контактная метрическая структура на многообразии M .

Обозначим через ω ковекторное поле, дуальное торсообразующему векторному полю ξ. Имеем:

ω(Y ) = 〈ξ, Y 〉; Y ∈ X (M). (9)

Применим к обеим частям оператор ∇X , учитывая тот факт, что вектор ξ — торсообразующий,
т.е. для него выполняется соотношение (1), получим:

∇X(ω)Y = 〈∇Xξ, Y 〉 = 〈a(X)ξ, Y 〉+ ρ〈X,Y 〉.
С учетом (9) это выражение примет вид

∇X(ω)Y = a(X)ω(Y ) + ρ〈X,Y 〉; X,Y ∈ X (M). (10)

В частности, после альтернирования имеем:

dω(X,Y ) = ∇X(ω)Y −∇Y (ω)X = a(X)ω(Y )− a(Y )ω(X) = a ∧ ω(X,Y ).

Следовательно,
dω = a ∧ ω. (11)

Дифференциальное продолжение этого тождества имеет вид:

da ∧ ω = 0. (12)
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Соотношение (11) показывает, что гиперраспределение на M , порожденное дифференциальной
формой ω, инволютивно, значит, вполне интегрируемо. Тем самым доказана

Теорема 14. Гиперраспределение на почти контактном метрическом многообразии, порож-
денное дифференциальной формой дуальной голоморфному торсообразующему векторному полю
на этом многообразии, вполне интегрируемо.

Замечание 3. Рассмотрим два класса торсообразующих полей, характеризуемых уравнени-
ями a = 0 (спецконциркулярные векторные поля) и da = 0 (конциркулярные векторные поля)
соответственно. Очевидно, первый класс входит во второй.

Особый интерес представляет случай ω = a. Тогда из (11) вытекает, что da = 0, значит, ξ —
конциркулярное векторное поле. Уравнение (10) в этом случае принимает вид

∇Xω = ω ⊗ ω(Y ) + ρg. (13)

Здесь ρ— гладкая функция на многообразии M , с необходимостью равная

ρ =
1

n
(δω − ‖ω‖2),

где δω = gijωi,j —кодифференциал формы ω, ‖ω‖—норма этой формы. Уравнение (13) было вве-
дено К. Яно в [20] и называется уравнением Яно. Укажем его геометрический смысл. Как показа-
но выше, дифференциальная форма ω, дуальная торсообразующему векторному полю ξ, в случае
ее совпадения с характеристической формой a замкнута и, значит, локально точна. Следователь-
но, существует открытое покрытие U = {Uα}α∈A многообразия M , такое, что ∀α ∈ A существует
σα ∈ C∞(Uα), ω|Uα = dσα. Рассмотрим функции σα как определяющие функции локально кон-
формного преобразования g|Uα → g̃ = e2σ ◦ g|Uα метрики многообразия M . Тогда выполнимость
уравнения Яно на многообразии M равносильно конциркулярности построенного нами локально
конформного преобразования его метрики (напомним, что конформное преобразование метрики
называется конциркулярным преобразованием, если оно любую геодезическую окружность пере-
водит в геодезическую окружность). Заметим также, что эти рассуждения, очевидно, остаются
в силе для любых римановых многообразий. Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 15. Торсообразующее векторное поле на римановом многообразии (в частности,
AС-многообразии), дуальная 1-форма которого совпадает с характеристической 1-формой, яв-
ляется конциркулярным векторным полем и внутренним образом порождает конциркулярное
локально конформное преобразование метрики этого многообразия.
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