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Аннотация. Проективная связность Картана преобразована к каноническому виду с помощью
тензора деформации, который является расширенным тензором кручения. Тензор кривизны-
кручения канонической проективной связности выродился в аналог тензора центропроективной
кривизны. Проективная связность станет канонической лишь при аннулировании расширенного
тензора кручения.
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Abstract. The projective Cartan connection is reduced to the canonical form using the deformation
tensor, which is an extended torsion tensor. The curvature-torsion tensor of the canonical projective
connection is degenerated into an analog of the centroprojective curvature tensor. The projective
connection becomes canonical only when the extended torsion tensor vanishes.

Keywords and phrases: projective Cartan connection, curvature-torsion tensor, torsion tensor, affine
curvature-torsion tensor, canonical projective connection.

AMS Subject Classification: 53B10

1. Введение. Проективная связность Картана, не являющаяся связностью в расслоении, до
сих пор привлекает внимание. Обзор основных работ в этом направлении дал Ю.‘Г. Лумисте [6].
В настоящей статье продолжено исследование этого объекта.
Рассмотрены структурные уравнения проективной связности Картана, записанные в подроб-

ном виде. Из дифференциальных уравнений для компонент тензора кривизны-кручения следует,
что этот тензор содержит тензоры кручения и аффинной кривизны-кручения. Рассмотрены осо-
бые случаи и сформулировано три утверждения относительно проективной группы, проективного
пространства и типового слоя пространства проективной связности.
Структурные уравнения пространства проективной связности преобразованы к каноническому

виду с помощью расширенного тензора кручения. Тензор кривизны-кручения канонической про-
ективной связности вырождается в аналог тензора центропроективной (коаффинной) кривизны.
Доказано, что проективная связность Картана и каноническая проективная связность совпадают
лишь тогда, когда тензор расширенного кручения равен нулю.

2. Тензор кривизны-кручения и его подтензоры. Структурные уравнения пространства
проективной связности Картана Pn,n, полученные в результате обобщения соответствующих урав-
нений проективной группыGP (n) в неоднородной форме, имеют вид (см., например, [1,2,7,11,12]):

dωi = ωj ∧ ωi
j + T i

jkω
j ∧ ωk, (1)

dωi
j = ωk

j ∧ ωi
k + δijωk ∧ ωk + ωj ∧ ωi +Ri

jklω
k ∧ ωl, (2)
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dωi = ωj
i ∧ ωj +Rijkω

j ∧ ωk, (3)

причем индексы принимают следующие значения: i, j, k, . . . = 1, n. Коэффициенты T i
jk, R

i
jkl, Rijk

антисимметричны по двум последним индексам

T i
(jk) = 0, Ri

j(kl) = 0, Ri(jk) = 0, (4)

где круглые скобки обозначают симметрирование.

Утверждение 1. Пространство проективной связности Картана Pn,n есть специальное n-
мерное гладкое многообразие Bn со структурными уравнениями (1), двукратное продолжение
которых имеет вид (2), (3), поэтому формы ωi называются базисными, а формы ωi

j , ωi — слое-
выми формами.

Дифференцируем квадратичные уравнения (1), (2), (3) внешним образом:
[
ΔT i

jk + (T i
mkT

m
lj − T i

jmTm
kl −Ri

jkl)ω
l
]
∧ ωj ∧ ωk = 0,

[
ΔRi

jkl − δijT
m
kl ωm − T i

klωj + (δijRklm + δimRjkl + 2Ri
jplT

p
mk)ω

m
]
∧ ωk ∧ ωl = 0,

[
ΔRijk +Rl

ijkωl + (RimkT
m
lj −RijmTm

kl )ω
l
]
∧ ωj ∧ ωk = 0,

(5)

где тензорный дифференциальный оператор Δ действует следующим образом:

ΔT i
jk = dT i

jk + T l
jkω

i
l − T i

lkω
l
j − T i

jlω
l
k.

Разрешим кубичные уравнения (5) по лемме Лаптева [3, 4], вынесем базисные формы ωi, при-
меним лемму Картана, проальтернируем полученное по двум последним индексам и запишем
результат:

ΔT i
jk = T i

jklω
l, (6)

ΔRi
jkl − δijT

m
kl ωm − T i

klωj = Ri
jklmωm, (7)

ΔRijk +Rl
ijkωl = Rijklω

l. (8)

Утверждение 2. Объект R = {T i
jk, R

i
jkl, Rijk} является тензором, компоненты которого

удовлетворяют дифференциальным уравнениям (6), (7), (8). Тензор R, называемый тензором
(проективной) кривизны-кручения пространства проективной связности Pn,n, содержит два
подтензора: T i

jk —тензор кручения и {Ri
jkl, T

i
jk}—тензор аффинной кривизны-кручения (см. [5,

8–10,13]).

3. Обобщенные тождества Риччи. Подставим дифференциальные уравнения (6), (7), (8)
в кубичные уравнения (5):

(
T i
jkl + T i

mkT
m
lj − T i

jmTm
kl −Ri

jkl

)
ωj ∧ ωk ∧ ωl = 0,

(
Ri

jklm + δijRklm + δimRjkl + 2Ri
jplT

p
mk

)
ωk ∧ ωl ∧ ωm = 0,

(
Rijkl +RimkT

m
lj +RimjT

m
kl

)
ωj ∧ ωk ∧ ωl = 0.

Следовательно, альтернированные по трем индексам коэффициенты при внешних произведениях
базисных форм равны нулю

T i
[jkl] + T i

m[kT
m
lj] + T i

m[jT
m
kl] −Ri

[jkl] = 0,

Ri
j[klm] + δijR[klm] +Rj[klδ

i
m] + 2Ri

jp[lT
p
mk]

= 0,

Ri[jkl] +Rim[kT
m
lj] +Rim[jT

m
kl] = 0.

Здесь учтено первое условие антисимметрии (4), а в квадратных скобках производится альтер-
нирование по трем индексам. Поскольку в каждой квадратной скобке имеется антисимметрия по
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паре индексов, альтернирование можно заменить циклированием

T i
{jkl} + 2T i

m{jT
m
kl} −Ri

{jkl} = 0, (9)

Ri
j{klm} + δijR{klm} +Rj{klδim} + 2Ri

jp{kT
p
lm} = 0, (10)

Ri{jkl} + 2Rim{jTm
kl} = 0, (11)

где фигурные скобки обозначают циклирование по трем индексам.

Утверждение 3. Компоненты тензора кривизны-кручения R проективной связности Кар-
тана и их пфаффовы производные T i

jkl, R
i
jklm, Rijkl удовлетворяют обобщенным тождествам

Риччи (9), (10), (11).

4. Пространства без кручения и без аффинной кривизны-кручения. Если в особом
случае проективная связность не имеет кручения, то отсутствуют дифференциальные уравне-
ния (6); становятся проще структурные уравнения (1), дифференциальные уравнения (7) и тож-
дества Риччи (9), (10), (11); сохраняют вид уравнения (2), (3), (8):

dωi = ωj ∧ ωi
j, (12)

dωi
j = ωk

j ∧ ωi
k + δijωk ∧ ωk + ωj ∧ ωi + R̊i

jklω
k ∧ ωl, (13)

dωi = ωj
i ∧ ωj + R̊ijkω

j ∧ ωk; (14)

ΔR̊i
jkl = R̊i

jklmω
m, (15)

ΔR̊ijk + R̊l
ijkωl = R̊ijklω

l; (16)

R̊i
{jkl} = 0, (17)

R̊i
j{klm} + δijR̊{klm} + R̊j{klδim} = 0, (18)

R̊i{jkl} = 0. (19)

В этом случае компоненты объектов отмечены кружком.
Более того, когда отсутствует аффинная кривизна-кручение, уравнения (15), (17) пропадают,

(13), (16), (18) становятся проще, (12), (14), (19) не меняют вид:

dωi = ωj ∧ ωi
j, (20)

dωi
j = ωk

j ∧ ωi
k + δijωk ∧ ωk + ωj ∧ ωi, (21)

dωi = ωj
i ∧ ωj + Ṙijkω

j ∧ ωk; (22)

ΔṘijk = Ṙijklω
l; (23)

δijṘ{klm} + Ṙj{klδim} = 0, (24)

Ṙi{jkl} = 0. (25)

В этом особенном случае над компонентами объектов поставлена точка.
Наконец, если весь тензор кривизны-кручения обращается в нуль: R = 0, то структурные

уравнения (20), (21) сохраняют вид, а уравнения (22) становятся проще; дифференциальные
уравнения (23) и тождества (24), (25) исчезают:

dωi = ωj ∧ ωi
j, (26)

dωi
j = ωk

j ∧ ωi
k + δijωk ∧ ωk + ωj ∧ ωi, (27)

dωi = ωj
i ∧ ωj . (28)

Получили структурные уравнения Картана для проективной группы GP (n) в неоднородной фор-
ме (см., например, [2]).

Утверждение 4. В пространстве проективной связности без кручения P̊n,n тензор проек-
тивной кривизны-кручения R вырождается в тензор аналога центропроективной (коаффинной)
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кривизны R̊ = {R̊i
jkl, R̊ijk}, содержащий подтензор аналога линейной кривизны R̊i

jkl. В простран-
стве без аффинной кривизны-кручения Ṗn,n тензор R̊ превращается в тензор Ṙijk.

5. Пространство проективной связности Картана как обобщение проективной груп-
пы. Сопоставим струкурные уравнения (1), (2), (3) и (26), (27), (28).

Утверждение 5. Проективная группа GP (n) является пространством проективной связ-
ности Картана без кривизны-кручения.

Утверждение 6. Если тензор кривизны-кручения R пространства проективной связности
Pn,n обращается в нуль: R = 0, то это пространство вырождается в проективную группу
GP (n).

Утверждение 7. Пространство Pn,n со струкурными уравнениями (1), (2), (3) обобщает
проективную группу GP (n) с неоднородными структурными уравнениями (26), (27), (28), дей-
ствующую эффективно в проективном пространстве Pn.

В силу структурных уравнений (26) система уравнений ωi = 0 вполне интегрируема. Она
выделяет из проективной группы GP (n) коаффинную (центропроективную) подгруппу GA∗(n)
со структурными уравнениями

dωi
j = ωk

j ∧ ωi
k, dωi = ωj

i ∧ ωj(ω = ω|ωi=0). (29)

Утверждение 8. Проективное пространство Pn является факторпространством проек-
тивной группы GP (n) по коаффинной подгруппе GA∗(n) : Pn = GP (n)/GA∗(n).

Если ωi = 0, то структурные уравнения (1) будут отсутствовать, а уравнения (2), (3) примут
вид (29).

Утверждение 9. При фиксации точки на базе Bn пространства проективной связности
Картана Pn,n это пространство вырождается в центропроективную группу GA∗(n).

6. Преобразование структурных уравнений. Запишем уравнения (1) в виде структурных
уравнений специального гладкого многообразия — базы Bn пространства Pn,n:

dωi = ωj ∧ θij, (30)

θij = ωi
j + T i

jkω
k. (31)

С помощью структурных уравнений (2), (30) будем искать внешние дифференциалы от форм (31):

dθij = ωk
j ∧ ωi

k + δijωk ∧ ωk + ωj ∧ ωi +Ri
jklω

k ∧ ωl + (dT i
jk − T i

jlθ
l
k) ∧ ωk. (32)

Преобразуем первое слагаемое, используя обозначение (31):

ωk
j ∧ ωi

k = θkj ∧ θik − T k
jlω

l ∧ θik − θkj ∧ T i
kmωm + T k

jlω
l ∧ T i

kmωm.

Во втором и третьем слагаемых вернемся к исходным формам

ωk
j ∧ ωi

k = θkj ∧ θik − T k
jlω

l ∧ ωi
k − ωk

j ∧ T i
kmωm − T k

jlω
l ∧ T i

kmωm.

Подставим это выражение в уравнения (32):

dθij = θkj ∧ θik + δijωk ∧ ωk + ωj ∧ ωi +ΔT i
jk ∧ ωk + (Ri

jkl + T i
jmTm

kl − Tm
jkT

i
ml)ω

k ∧ ωl. (33)

Слоевые формы ωi
j подверглись преобразованию (31) с помощью линейных комбинаций базис-

ных форм ωk. Произведем аналогичное преобразование оставшихся слоевых форм ωi:

θi = ωi + Tijω
j(T(ij) = 0). (34)

Используя структурные уравнения (3), (30), запишем внешние дифференциалы форм (34):

dθi = ωj
i ∧ ωj +Rijkω

j ∧ ωk + (dTij − Tikθ
k
j ) ∧ ωj . (35)

Преобразуем первое слагаемое с помощью равенств (31), (34):

ωj
i ∧ ωj = θji ∧ θj − T j

ikω
k ∧ ωj − ωj

i ∧ Tjlω
l − T l

ijω
j ∧ Tlkω

k.
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Подставим это выражение в уравнения (35) и используем обозначение (31):

dθi = θji ∧ θj + (ΔTij + T k
ijωk) ∧ ωj + (Rijk − T l

ijTlk + TilT
l
jk)ω

j ∧ ωk. (36)

Наконец, внесем формы (34) в структурные уравнения (33) и воспользуемся дифференциаль-
ными уравнениями (6):

dθij = θkj ∧ θik + δijθk ∧ ωk + θj ∧ ωi + (Ri
jkl + T i

jmTm
kl + δijTkl − δi[kTl]j + Tm

j[kT
i
l]m − T i

j[kl])ω
k ∧ ωl. (37)

Утверждение 10. Формы θij , θi, полученные из слоевых форм ωi
j, ωi пространства проек-

тивной связности Картана Pn,n в результате преобразований (31), (34) с помощью линейных
комбинаций базисных форм ωk с данными коэффициентами T i

jk и неопределенными коэффициен-
тами Tij , удовлетворяют структурным уравнениям (36), (37).

7. Деформация проективной связности Картана. Зададим поле дополнительного объек-
та деформации Tij на базе Bn (ср. [5, 8]):

ΔTij + T k
ijωk = Tijkω

k. (38)

Учитывая обозначения (31), (34), дадим

Определение 1. Объект T = {T i
jk, Tij}, компоненты которого удовлетворяют дифференци-

альным уравнениям (6), (38), назовем тензором деформации проективной связности Картана,
причем этот тензор содержит подтензор кручения T i

jk, поэтому тензор T можно также называть
расширенным тензором кручения.

Замечание 1. При деформировании тривиальной связности проективного пространства тен-
зор T назывался [8] объектом проективной деформации с подтензором аффинной деформации.

Теперь структурные уравнения (37), (36) можно записать в виде уравнений (2), (3):

dθij = θkj ∧ θik + δijθk ∧ ωk + θj ∧ ωi +Ri
jklω

k ∧ ωl, (39)

dθi = θji ∧ θj +Rijkω
j ∧ ωk; (40)

Ri
jkl = Ri

jkl + T i
jmTm

kl + δijTkl − δi[kTl]j + Tm
j[kT

i
l]m − T i

j[kl], (41)

Rijk = Rijk − T l
i[jT|l|k] + TilT

l
jk − Ti[jk]. (42)

Найдем дифференциальные сравнения по модулю базисных форм ωi, которым удовлетворяют
компоненты (41), (42) преобразованного тензора кривизны-кручения {T i

jk,Ri
jkl,Rijk}. Для этого

продолжим дифференциальные уравнения (6), (38). Предварительно раскроем действие диффе-
ренциального оператора Δ:

dT i
jk + T l

jkω
i
l − T i

lkω
l
j − T i

jlω
l
k = T i

jklω
l,

dTij − Tkjω
k
i − Tikω

k
j + T k

ijωk = Tijkω
k.

Продифференцируем эти уравнения внешним образом, ограничиваясь в силу правильной про-
должаемости произведениями лишь с одной базисной формой:

(
ΔT i

jkl − δilT
m
jkωm + T i

jkωl + T i
jlωk + T i

lkωj + . . .
)
∧ ωl = 0,

(
ΔTijk + 2Tijωk + Tikωj + Tkjωi + T l

ijkωl + . . .
)
∧ ωk = 0.

Воспользуемся леммой Картана и запишем результат в виде дифференциальных сравнений по
модулю базисных форм ωi:

ΔT i
jkl − δilT

m
jkωm + T i

jkωl + T i
jlωk + T i

lkωj ≡ 0,

ΔTijk + 2Tijωk + Tikωj + Tkjωi + T l
ijkωl ≡ 0.

(43)
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Альтернируем эти сравнения по двум индексам и приводим подобные слагаемые:

ΔT i
j[kl] − Tm

j[kδ
i
l]ωm + T i

lkωj ≡ 0,

ΔTi[jk] + Ti[jωk] + Tkjωi + T l
i[jk]ωl ≡ 0.

Эти дифференциальные сравнения вместе с уравнениями (6), (7), (8), (38) позволяют получить
сравнения для объектов (41), (42):

ΔRi
jkl ≡ 0, ΔRijk +Rl

ijkωl ≡ 0. (44)

Определение 2. Связность со структурными уравнениями (30), (39), (40) назовем канониче-
ской проективной связностью.

Утверждение 11. Каноническая связность имеет нулевой тензор кручения, а совокуп-
ность остальных компонент тензора кривизны-кручения R = {0,Ri

jkl,Rijk} образует тензор
с дифференциальными сравнениями для компонент (44), который содержит подтензор Ri

jkl.

Замечание 2. Тензор кривизны канонической связности аналогичен тензору кривизны цен-
тропроективной (коаффинной) связности, но структурные уравнения этих связностей различны.

8. Роль расширенного тензора кручения. Если тензор кручения равен нулю:

T i
jk = 0 ⇒ T i

jkl = 0, (45)

то θij = ωi
j и формулы (41), (42) принимают вид:

R̊i
jkl = R̊i

jkl + δij T̊kl + T̊j[lδ
i
k], (46)

R̊ijk = R̊ijk − T̊i[jk]. (47)

В этом случае дифференциальные уравнения (15), (16) аналогичны сравнениям (44), но входящие
в них объекты различны. Значит, разности соответствующих объектов являются компонентами
тензора, т.е.

Δ(δij T̊kl + T̊j[lδ
i
k]) ≡ 0, ΔT̊i[jk] ≡ 0. (48)

Действительно, из дифференциальных уравнений (38) при условии (45) следует ΔT̊ij ≡ 0, т.е.
T̊ij — тензор, поэтому выполняются первые сравнения (48). Кроме того, вторые дифференциаль-
ные сравнения (43) при условии (45) принимают вид:

ΔT̊ijk + 2T̊ijωk + T̊ikωj + T̊kjωi ≡ 0,

поэтому совокупность {T̊ij , T̊ijk}— тензор, что обеспечивает инвариантность сравнений (48).
Если расширенный тензор кручения равен нулю, т.е. наряду с равенствами (45) выполняются

равенства
T̊ij = 0 ⇒ T̊ijk = 0,

то θi = ωi. Формулы (46), (47) принимают тривиальный вид:

R̊i
jkl = R̊i

jkl, R̊ijk = R̊ijk,

поэтому справeдливо

Утверждение 12. Проективная связность Картана без кручения и каноническая проектив-
ная связность имеют аналогичные дифференциальные соотношения для компонент тензоров
кривизны {R̊i

jkl, R̊ijk} и {Ri
jkl,Rijk}, но эти тензоры отличаюся слагаемыми, которые обраща-

ются в нуль лишь тогда, когда тензор расширенного кручения равен нулю: T = 0.

9. Вывод. Проективная связность Картана и каноническая проективная связность совпадают
лишь при аннулировании тензора расширенного кручения.
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