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Аннотация. Разработаны математические модели одного класса аэрогидроупругих систем —
вибрационных устройств, предназначенных для интенсификации технологических процессов. Ис-
следуется динамическая устойчивость составных частей этих устройств — упругих элементов,
представляющих собой деформируемые пластины. Принятые в работе определения устойчиво-
сти деформируемого тела соответствуют концепции устойчивости динамических систем по Ляпу-
нову. Модели описываются связанными нелинейными системами дифференциальных уравнений
в частных производных. Воздействие газа или жидкости (в модели идеальной среды) определя-
ется из асимптотических уравнений аэрогидромеханики. Для описания динамики упругих эле-
ментов используется нелинейная теория твердого деформируемого тела, учитывающая их попе-
речные и продольные деформации. Исследование устойчивости проводится на основе построения
положительно определенных функционалов типа Ляпунова, соответствующих этим системам.
Получены достаточные условия устойчивости решений предложенных систем уравнений.

Ключевые слова: аэрогидроупругость, математическое моделирование, динамическая устойчи-
вость, упругая пластина, дозвуковой поток жидкости, дифференциальные уравнения в частных
производных, функционал.
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Abstract. In this paper, we develop mathematical models of a class of aerohydroelastic systems,
namely, vibrating devices intended for intensification of technological processes. The dynamic stability
of elastic components of these devices is examined. The notion of stability of a deformable body accepted
in this paper coincides with the concept of the Lyapunov stability of dynamical systems. The models
considered are governed by coupled nonlinear partial differential systems. The impact of a gas or fluid
(in the model of an ideal medium) is determined from the asymptotic equations of aerohydromechanics.
For describing the dynamics of elastic elements, we use the nonlinear theory of solid deformable bodies,
which takes into account transverse and longitudinal deformations. The study of stability is based on
the construction of positive-definite Lyapunov-type functionals. Sufficient conditions for the stability
of solutions of the systems proposed are obtained.
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1. Введение. При проектировании и эксплуатации конструкций, приборов, устройств, уста-
новок различного назначения, взаимодействующих с потоком газа или жидкости, важной про-
блемой является обеспечение надежности их функционирования и увеличение сроков службы.
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Подобные проблемы присущи многим отраслям техники. В частности, такого рода задачи возни-
кают в авиаракетостроении, приборостроении, при проектировании антенных установок, высоких
наземных сооружений и т. д.
В настоящее время аэрогидроупругость представляет собой хорошо развитый раздел механики

сплошной среды. Много исследований посвящено динамике, устойчивости и флаттеру пластин
и оболочек, находящихся в потоке жидкости или газа (среди последних в качестве примера от-
метим как российские [3,6,13,14], так и зарубежные [7,9–12,15] исследования). В отличие от пе-
речисленных работ в данной статье для исследования устойчивости используется аналитический
метод, основанный на построении функционала для предложенной нелинейной математической
модели.
В работе исследуется устойчивость решений начально-краевых задач для связанных систем ин-

тегро-дифференциальных уравнений с частными производными, описывающих динамику дефор-
мируемых элементов различных конструкций, находящихся во взаимодействии с газожидкостной
средой (обтекаемых потоком жидкости или газа). Исследование устойчивости проводится на ос-
нове построения положительно определенных функционалов (прямой метод Ляпунова) для этих
систем.
В работе представлены математические модели одного класса аэрогидроупругих систем — виб-

рационных устройств, предназначенных для интенсификации некоторых технологических про-
цессов, в частности, вибросмесителей, которые предназначены для размешивания неоднородной
суспензии с целью подготовки однородной среды. Исследуется динамическая устойчивость со-
ставных частей этих устройств — упругих элементов, представляющих собой деформируемые
пластины. Работа является продолжением исследований, представленных в [4], в частности, про-
изведено обобщение на случай произвольного числа упругих элементов.
Вибросмеситель представляет собой проточный канал с деформируемыми элементами, кото-

рые располагаются внутри него. Внутри канала протекает дозвуковой поток идеальной сжи-
маемой среды. Аэрогидродинамическая нагрузка на элементы определяется на основе линейной
теории движения жидкости и газа. Для исследования динамики упругих элементов используются
нелинейные уравнения, описывающие продольно-поперечные колебания этих пластин-элементов.
Сформулирована нелинейная начально-краевая задача для систем уравнений в частных произ-
водных. На основе построенного функционала типа Ляпунова для указанной системы, соответ-
ствующего начально-краевой задаче, получены достаточные условия устойчивости, налагающие
ограничения на параметры механической конструкции. Принятые в работе определения устойчи-
вости упругого тела соответствуют концепции устойчивости динамических систем по Ляпунову.
Проблема может быть сформулирована так: при каких значениях параметров, характеризующих
систему «жидкость — тело» (основными параметрами являются скорость потока, прочностные
и инерционные характеристики тела, сжимающие или растягивающие усилия, силы трения), ма-
лым деформациям тел в начальный момент времени t = 0 (т.е. малым начальным отклонениям
от положения равновесия) будут соответствовать малые деформации и в любой момент времени
t > 0. Среди работ авторов данной статьи по исследованию динамики и устойчивости упругих тел,
взаимодействующих с потоком жидкости или газа, отметим монографии и статьи [1,2,4,8,16–18].

2. Математическая модель. Рассматривается плоское течение в вибрационном устройстве,
моделируемом прямолинейным каналом G = {(x, y) ∈ R

2 : 0 < x < x0, y0 < y < yn+1} с гори-
зонтальными недеформируемыми стенками. Внутри канала имеются n деформируемых упругих
элементов (рис. 1).
Скорость невозмущенного однородного потока равна V и направлена вдоль оси Ox. Рассмат-

ривается дозвуковой режим протекания a > V , где a— скорость звука в невозмущенном потоке
жидкости. Деформируемыми являются пластины, занимающие в недеформированном состоянии
положение y = yi, i = 1, n, x ∈ [b, c] (рис. 1). Введем обозначение

Ji = {(x, y) ∈ R
2 : y = yi ∈ (y0, yn+1), x ∈ [b, c]}, i = 1, n, J =

n⋃

i=1

Ji.
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Рис. 1. Модель вибрационного устройства.

Введем обозначения: ui(x, t), wi(x, t), i = 1, n—функции, определяющие деформации элемен-
тов в направлении осей Ox и Oy соответственно (продольные и поперечные составляющие дефор-
мации элементов); ϕ(x, y, t)—функция, определяющая потенциал скорости возмущенного потока
газа; Pi(x, t), i = 1, n— аэрогидродинамические воздействия на элементы.
Рассмотрим модель сжимаемой среды, тогда потенциал ϕ удовлетворяет уравнению

ϕtt + 2V ϕxt + V 2ϕxx = a2(ϕxx + ϕyy), (x, y) ∈ G \ J, t � 0, (1)

линеаризованным граничным условиям

ϕy(x, yi, t) = ẇi(x, t) + V w′
i(x, t), i = 1, n, x ∈ (b, c), t � 0, (2)

ϕy(x, y0, t) = 0, x ∈ (0, x0), t � 0, (3)
ϕy(x, yn+1, t) = 0, x ∈ (0, x0), t � 0 (4)

и условию отсутствия возмущений на входе и выходе из канала

ϕ(0, y, t) = 0, ϕ(x0, y, t) = 0, y ∈ (0, y0), t � 0. (5)

Аэродинамические воздействия на элементы выражаются через потенциал скорости ϕ(x, y, t)
по формулам

Pi(x, t) = ρ(ϕ+
t (x, yi, t)− ϕ−

t (x, yi, t)) + ρV (ϕ+
x (x, yi, t)− ϕ−

x (x, yi, t)),

x ∈ (b, c), i = 1, n, t � 0,
(6)

где
ϕ±
t (x, yi, t) = lim

y→yi±0
ϕt(x, y, t), ϕ±

x (x, yi, t) = lim
y→yi±0

ϕx(x, y, t).

Рассмотрим нелинейную модель упругого тела. Тогда уравнения малых колебаний упругих
элементов, моделируемых упругими пластинами, с учетом силового воздействия потока Pi(x, t)
на них имеют вид

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−EiFi

(
u′i(x, t) +

1

2
w′
i
2
(x, t)

)′
+Miüi(x, t)− β2iFiu̇

′′
i (x, t) = 0,

−EiFi

[
w′
i(x, t)

(
u′i(x, t) +

1

2
w′
i
2
(x, t)

)]′
+Diw

′′′′
i (x, t) +Miẅi(x, t)+

+Ni(t)w
′′
i (x, t) + β2iIiẇ

′′′′
i (x, t) + β1iẇi(x, t) + β0iwi(x, t) = Pi(x, t),

x ∈ (b, c), i = 1, n, t � 0.

(7)
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Индексы x, y, t снизу обозначают производные по x, y, t; штрих обозначает производную по
x, а точка — производную по t; ρ—плотность жидкости; Ii = h3i /(12(1 − ν2i )); Fi = hi/(1 − νi);
Di = EiIi —изгибные жесткости элементов; hi — толщина элементов; Mi = hiρi —погонные мас-
сы элементов; Ei, ρi —модули упругости и линейные плотности элементов; Ni(t)— сжимающие
(растягивающие) силы; β2i, β1i —коэффициенты внутреннего и внешнего демпфирования; β0i —
коэффициенты жесткости обжимных слоев; νi —коэффициенты Пуассона.
Предположим, что концы упругих элементов закреплены либо жестко, либо шарнирно, тогда

при x = b и x = c выполняется одно из условий:

wi(x, t) = w′
i(x, t) = ui(x, t) = 0, wi(x, t) = w′′

i (x, t) = ui(x, t) = 0, x ∈ (b, c), i = 1, n. (8)

3. Исследование устойчивости. Исследуем устойчивость нулевого решения ϕ(x, y, t) ≡ 0,
ui(x, t) ≡ 0, wi(x, t) ≡ 0, i = 1, n задачи (1)—(8) по отношению к возмущениям начальных данных.
Рассмотрим функционал

Φ(t) =

∫∫

G\J
(ϕ2

t + (a2 − V 2)ϕ2
x + a2ϕ2

y)dxdy + 2a2V

n∑

i=1

c∫

b

(ϕ+(x, yi, t)− ϕ−(x, yi, t))w′
i(x, t)dx+

+
a2

ρ

n∑

i=1

c∫

b

(
EiFi

(
u′i(x, t) +

1

2
w′
i
2
(x, t)

)2

+Mi(u̇
2
i (x, t) + ẇ2

i (x, t))+

+Diw
′′
i
2
(x, t) + β0iw

2
i (x, t)−Ni(t)w

′
i
2
(x, t)

)
. (9)

Найдем производную от Φ по t:

Φ̇(t) = 2

∫∫

G\J
(ϕtϕtt + (a2 − V 2)ϕxϕxt + a2ϕyϕyt)dxdy + 2a2V

n∑

i=1

c∫

b

((ϕ+
t (x, yi, t)− ϕ−

t (x, yi, t))×

× w′
i(x, t) + (ϕ+(x, yi, t)− ϕ−(x, yi, t))ẇ′

i(x, t))dx +
2a2

ρ

n∑

i=1

c∫

b

(
EiFi

(
u′i +

1

2
w′
i
2
)
×

× (u̇′i + w′
iẇ

′
i) +Miu̇iüi +Miẇiẅi +Diw

′′
i ẇ

′′
i −

Ṅi(t)

2
w′
i
2 −Ni(t)w

′
iẇ

′
i + β0iwiẇi

)
dx. (10)

Для функций ϕ(x, y, t) и ui(x, t), wi(x, t), i = 1, n, удовлетворяющих уравнениям (1) и (6), (7),
равенство (10) примет вид

Φ̇(t) = 2

∫∫

G\J

(ϕt(−2V ϕxt − V 2ϕxx + a2(ϕxx + ϕyy)) + (a2 − V 2)ϕxϕxt + a2ϕyϕyt)dxdy+

+ 2a2V
n∑

i=1

c∫

b

((ϕ+
t (x, yi, t)− ϕ−

t (x, yi, t))w
′
i(x, t) + (ϕ+(x, yi, t)− ϕ−(x, yi, t))ẇ′

i(x, t))dx+

+
2a2

ρ

n∑

i=1

c∫

b

(
EiFi

(
u′i +

1

2
w′
i
2
)
(u̇′i + w′

iẇ
′
i) + u̇i

{
EiFi

(
u′i(x, t) +

1

2
w′
i
2
(x, t)

)′
+

+ β2iFiu̇
′′
i (x, t)

}
+ ẇi

{
ρ(ϕ+

t (x, yi, t)− ϕ−
t (x, yi, t)) + ρV (ϕ+

x (x, yi, t)− ϕ−
x (x, yi, t))+
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+ EiFi

[
w′
i(x, t)

(
u′i(x, t) +

1

2
w′
i
2
(x, t)

)]′
−Diw

′′′′
i − β2iIiẇ

′′′′
i −Ni(t)w

′′
i − β1iẇi − β0iwi

}
+

+Diw
′′
i ẇ

′′
i −

Ṅi(t)

2
w′
i
2 −Ni(t)w

′
iẇ

′
i + β0iwiẇi

)
dx. (11)

Произведем интегрирование с учетом условий (2)—(5). Применяя формулу Грина, получим
∫∫

G\J

ϕtϕxtdxdy = 0,

∫∫

G\J

ϕtϕxxdxdy = −
∫∫

G\J

ϕxtϕxdxdy,

∫∫

G\J

ϕtϕyydxdy = −
n∑

i=1

c∫

b

(ϕ+
t (x, yi, t)− ϕ−

t (x, yi, t))(ẇi(x, t) + V w′
i(x, t))dx−

∫∫

G\J

ϕytϕydxdy.

Следовательно, с учетом уравнения (1) получим
∫∫

G\J
(ϕt(−2V ϕxt − V 2ϕxx + a2(ϕxx + ϕyy)) + (a2 − V 2)ϕxϕxt + a2ϕyϕyt)dxdy =

= −a2
n∑

i=1

c∫

b

(ϕ+
t (x, yi, t)− ϕ−

t (x, yi, t))(ẇi(x, t) + V w′
i(x, t))dx. (12)

Произведем интегрирование с учетом условий (8):
c∫

b

ẇiw
′′′′
i dx =

c∫

b

ẇ′′
i w

′′
i dx,

c∫

b

ẇiẇ
′′′′
i dx =

c∫

b

ẇ′′
i
2
dx,

c∫

b

ẇiw
′′
i dx = −

c∫

b

ẇ′
iw

′
idx,

c∫

b

(ϕ+(x, yi, t)− ϕ−(x, yi, t))ẇ′
i(x, t)dx = −

c∫

b

(ϕ+
x (x, yi, t)− ϕ−

x (x, yi, t))ẇi(x, t)dx,

c∫

b

u̇iu̇
′′
i dx = −

c∫

b

u̇′i
2
dx,

c∫

b

u̇i

(
u′i +

1

2
w′
i
2
)′
dx = −

c∫

b

u̇′i

(
u′i +

1

2
w′
i
2
)
dx,

c∫

b

ẇi

[
w′
i

(
u′i +

1

2
w′
i
2
)]′

dx = −
c∫

b

ẇ′
iw

′
i

(
u′i +

1

2
w′
i
2
)
dx, i = 1, n.

(13)

Подставляя (12), (13) в (11), получим

Φ̇(t) = −2a2

ρ

n∑

i=1

c∫

b

(
Ṅi(t)

2
w′
i
2
+ β2iFiu̇

′
i
2
+ β2iIiẇ

′′
i
2
+ β1iẇ

2
i

)
dx.

Пусть выполняются условия

Ṅi(t) � 0, β2i � 0, β1i � 0, i = 1, n, (14)

тогда справедливо неравенство
Φ̇(t) � 0 ⇒ Φ(t) � Φ(0). (15)

Проведем оценки для функционала с учетом граничных условий (8). Воспользуемся неравен-
ствами Рэлея [5] и Коши—Буняковского:

c∫

b

w′′
i
2
(x, t)dx � λ1i

c∫

b

w′
i
2
(x, t)dx, i = 1, n, (16)
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c∫

b

w′′
i
2
(x, t)dx � μ1i

c∫

b

w2
i (x, t)dx, i = 1, n, (17)

w2
i (x, t) � (c− b)

c∫

b

w′
i
2
(x, t)dx, i = 1, n, (18)

где λ1i, μ1i —наименьшие собственные значения краевых задач для уравнений ψ′′′′ = −λψ′′, ψ′′′′ =
μψ, x ∈ (b, c), i = 1, n с краевыми условиями (8).
Оценим Φ(0) сверху, используя неравенства (16), (17) и очевидное неравенство −2ab � a2 + b2:

Φ(0) � Ω0 =

∫∫

G\J
(ϕ2

t0 + (a2 − V 2)ϕ2
x0 + a2ϕ2

y0)dxdy + a2
n∑

i=1

c∫

b

(ϕ+(x, yi, 0)− ϕ−(x, yi, 0))2dx+

+
a2

ρ

n∑

i=1

c∫

b

(
EiFi

(
u′i0(x, t) +

1

2
w′
i0
2
(x, t)

)2

+

+Mi(u̇
2
i0(x, t) + ẇ2

i0(x, t)) +

(
Di +

|Ni(0)|+ ρV 2

λ1i
+
β0i
μ1i

)
w′′
i0
2
)
dx. (19)

Здесь введены обозначения ϕt0 = ϕt(x, y, 0), ϕx0 = ϕx(x, y, 0), ϕy0 = ϕy(x, y, 0), u̇i0 = u̇i(x, 0),
u′i0 = u′i(x, 0), ẇi0 = ẇi(x, 0), wi0 = wi(x, 0), w′

i0 = w′
i(x, 0), w

′′
i0 = w′′

i (x, 0).
Оценим Φ(t) снизу:

Φ(t) �
∫∫

G\J
(ϕ2

t + (a2 − V 2)ϕ2
x + a2ϕ2

y)dxdy + 2a2V

n∑

i=1

c∫

b

(ϕ+(x, yi, t)−

− ϕ−(x, yi, t))w′
i(x, t)dx+

a2

ρ

n∑

i=1

c∫

b

(λ1iDi −Ni(t))w
′
i
2
dx. (20)

Для оценки двойного интеграла разобьем область G \ J на n + 1 область Gi = {(x, y) ∈ R
2 : 0 <

x < x0, yi−1 < y < yi}, i = 1, n+ 1. Согласно неравенству Коши—Буняковского
∫∫

Gi

ϕ2
xdxdy � π2

x20

∫∫

Gi

ϕ2dxdy, i = 1, n + 1. (21)

Согласно неравенству Коши—Буняковского также имеем
⎛

⎝
y∫

yi

ϕydy

⎞

⎠
2

�
y∫

yi

12dy

y∫

yi

ϕ2
ydy,

где yi < y < yi+1, i = 1, n. Следовательно,

(ϕ(x, y, t) − ϕ+(x, yi, t))
2 � (y − yi)

y∫

yi

ϕ2
ydy � (y − yi)

yi+1∫

yi

ϕ2
ydy.

Интегрируя от yi до yi+1 по переменной y, получим
yi+1∫

yi

(ϕ(x, y, t) − ϕ+(x, yi, t))
2dy � (yi+1 − yi)

2

2

yi+1∫

yi

ϕ2
ydy.
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Интегрируя от 0 до x0 по переменной x, окончательно находим
∫∫

Gi

ϕ2
ydxdy � 2

(yi − yi−1)2

∫∫

Gi

(ϕ(x, y, t) − ϕ+(x, yi−1, t)
2dxdy. (22)

Согласно неравенству Коши—Буняковского имеем
⎛

⎝
yi∫

y

ϕydy

⎞

⎠
2

�
yi∫

y

12dy

yi∫

y

ϕ2
ydy,

где yi−1 < y < yi, i = 1, n. Следовательно,

(ϕ−(x, yi, t)− ϕ(x, y, t))2 � (yi − y)

yi∫

y

ϕ2
ydy � (yi − y)

yi∫

yi−1

ϕ2
ydy.

Интегрируя от yi−1 до yi по переменной y, получим
yi∫

yi−1

(ϕ−(x, yi, t)− ϕ(x, y, t))2dy � (yi − yi−1)
2

2

yi∫

yi−1

ϕ2
ydy.

Интегрируя от 0 до x0 по переменной x, окончательно находим
∫∫

Gi

ϕ2
ydxdy � 2

(yi − yi−1)2

∫∫

Gi

(ϕ−(x, yi, t)− ϕ(x, y, t))2dxdy. (23)

Согласно (22), (23) получим
∫∫

G1

ϕ2
ydxdy � 2

(y1 − y0)2

∫∫

G1

(ϕ−(x, y1, t)− ϕ(x, y, t))2dxdy, (24)

∫∫

Gi

ϕ2
ydxdy � 2χi−1(t)

(yi − yi−1)2

∫∫

Gi

(ϕ(x, y, t) − ϕ+(x, yi−1, t)
2)dxdy+

+
2(1 − χi−1(t))

(yi − yi−1)2

∫∫

Gi

(ϕ−(x, yi, t)− ϕ(x, y, t))2dxdy, i = 2, n, (25)

∫∫

Gn+1

ϕ2
ydxdy � 2

(yn+1 − yn)2

∫∫

Gn+1

(ϕ(x, y, t) − ϕ+(x, yn, t))
2dxdy, (26)

где χi(t) ∈ (0, 1), i = 1, n − 1 некоторые положительные функции.
Применяя (21), (24), (25), (26) для (20), получим неравенство

Φ(t) �
∫∫

G1

(
ϕ2
t + (a2 − V 2)

π2

x20
ϕ2 +

2a2

(y1 − y0)2
(ϕ−(x, y1, t)− ϕ(x, y, t))2

)
dxdy+

+
n−1∑

i=1

∫∫

Gi+1

χi(t)

(
ϕ2
t + (a2 − V 2)

π2

x20
ϕ2 +

2a2

(yi+1 − yi)2
(ϕ(x, y, t) − ϕ+(x, yi, t))

2

)
dxdy+

+

n∑

i=2

∫∫

Gi

(1 − χi−1(t))

(
ϕ2
t + (a2 − V 2)

π2

x20
ϕ2 +

2a2

(yi − yi−1)2
(ϕ−(x, yi, t)− ϕ(x, y, t))2

)
dxdy+
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+

∫∫

Gn+1

(
ϕ2
t + (a2 − V 2)

π2

x20
ϕ2 +

2a2

(yn+1 − yn)2
(ϕ(x, y, t) − ϕ+(x, yn, t))

2

)
dxdy+

+ 2a2V

n∑

i=1

c∫

b

(ϕ+(x, yi, t)− ϕ−(x, yi, t))w′
i(x, t)dx+

a2

ρ

n∑

i=1

c∫

b

(λ1iDi −Ni(t))w
′
i
2
dx. (27)

Введем обозначения

Ki(t) = λ1iDi −Ni(t), fi(x, t) =

{
0, x ∈ (0, b] ∪ [c, x0),

w′
i(x, t), x ∈ (b, c),

тогда

2a2V

n∑

i=1

c∫

b

(ϕ+(x, yi, t)− ϕ−(x, yi, t))w′
i(x, t)dx +

a2

ρ

n∑

i=1

c∫

b

(λ1iDi −Ni(t))w
′
i
2
dx =

= −
n∑

i=1

2a2V

yi − yi−1

∫∫

Gi

ϕ−(x, yi, t))fi(x, t)dxdy +
n∑

i=1

2a2V

yi+1 − yi

∫∫

Gi+1

ϕ+(x, yi, t))fi(x, t)dxdy+

+

n∑

i=1

γi(t)a
2

ρ(yi − yi−1)

∫∫

Gi

Ki(t)f
2
i (x, t)dxdy +

n∑

i=1

(1− γi(t))a
2

ρ(yi+1 − yi)

∫∫

Gi+1

Ki(t)f
2
i (x, t)dxdy, (28)

где γi(t) ∈ (0, 1), i = 1, n, — некоторые положительные функции. Согласно (28) из (27) получим
неравенство

Φ(t) �
∫∫

G1

(
ϕ2
t (x, y, t) + (a2 − V 2)

π2

x20
ϕ2(x, y, t) +

2a2

(y1 − y0)2
(ϕ−(x, y1, t)− ϕ(x, y, t))2−

− 2a2V

y1 − y0
ϕ−(x, y1, t)f1(x, t) +

γ1(t)a
2

ρ(y1 − y0)
K1(t)f

2
1 (x, t)

)
dxdy+

+

n−1∑

i=1

∫∫

Gi+1

χi(t)

(
ϕ2
t (x, y, t) + (a2 − V 2)

π2

x20
ϕ2(x, y, t) +

2a2

(yi+1 − yi)2
(ϕ(x, y, t) − ϕ+(x, yi, t))

2+

+
2a2V

(yi+1 − yi)χi(t)
ϕ+(x, yi, t))fi(x, t) +

(1− γi(t))a
2

ρ(yi+1 − yi)χi(t)
Ki(t)f

2
i (x, t)

)
dxdy+

+
n∑

i=2

∫∫

Gi

(1− χi−1(t))

(
ϕ2
t (x, y, t) + (a2 − V 2)

π2

x20
ϕ2(x, y, t) +

2a2

(yi − yi−1)2
(ϕ−(x, yi, t)− ϕ(x, y, t))2−

− 2a2V

(yi − yi−1)(1 − χi−1(t))
ϕ−(x, yi, t))fi(x, t) +

γi(t)a
2

ρ(yi − yi−1)(1 − χi−1(t))
Ki(t)f

2
i (x, t)

)
dxdy+

+

∫∫

Gn+1

(
ϕ2
t (x, y, t) + (a2 − V 2)

π2

x20
ϕ2(x, y, t) +

2a2

(yn+1 − yn)2
(ϕ(x, y, t) − ϕ+(x, yn, t))

2+

+
2a2V

yn+1 − yn
ϕ+(x, yn, t)fn(x, t) +

(1− γn(t))a
2

ρ(yn+1 − yn)
Kn(t)f

2
n(x, t)

)
dxdy. (29)

Введем обозначения

d
(1)
11 =

(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

(y1 − y0)2
, d

(1)
22 = d

(1)
12 =

2a2

(y1 − y0)2
, d

(1)
23 =

a2V

y1 − y0
,

d
(1)
33 (t) =

a2K1(t)γ1(t)

ρ(y1 − y0)
, Δ

(1)
2 = d

(1)
11 d

(1)
22 − d

(1)
12

2
, Δ

(1)
3 (t) = d

(1)
33 (t)Δ

(1)
2 − d

(1)
23

2
d
(1)
11 ,
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d
(2i)
11 =

(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

(yi+1 − yi)2
, d

(2i)
22 = d

(2i)
12 =

2a2

(yi+1 − yi)2
, d

(2i)
23 =

a2V

χi(t)(yi+1 − yi)
,

d
(2i)
33 (t) =

a2Ki(t)(1 − γi(t))

ρ(yi+1 − yi)χi(t)
, Δ

(2i)
2 = d

(2i)
11 d

(2i)
22 − d

(2i)
12

2
, Δ

(2i)
3 (t) = d

(2i)
33 (t)Δ

(2i)
2 − d

(2i)
23

2
d
(2i)
11 ,

i = 1, n − 1,

d
(3i)
11 =

(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

(yi − yi−1)2
, d

(3i)
22 = d

(3i)
12 =

2a2

(yi − yi−1)2
, d

(3i)
23 =

a2V

(1− χi−1(t))(yi − yi−1)
,

Δ
(3i)
2 = d

(3i)
11 d

(3i)
22 − d

(3i)
12

2
, d

(3i)
33 (t) =

a2Ki(t)γi(t)

ρ(yi − yi−1)(1 − χi−1(t))
, Δ

(3i)
3 (t) = d

(3i)
33 (t)Δ

(3i)
2 − d

(3i)
23

2
d
(3i)
11 ,

i = 2, n,

d
(4)
11 =

(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

(yn+1 − yn)2
, d

(4)
22 = d

(4)
12 =

2a2

(yn+1 − yn)2
, d

(4)
23 =

a2V

yn+1 − yn
,

d
(4)
33 (t) =

a2Kn(t)(1 − γn(t))

ρ(yn+1 − yn)
, Δ

(4)
2 = d

(4)
11 d

(4)
22 − d

(4)
12

2
, Δ

(4)
3 (t) = d

(4)
33 (t)Δ

(4)
2 − d

(4)
23

2
d
(4)
11 .

Рассмотрим квадратичные формы относительно ϕ(x, y, t), ϕ−(x, y1, t), f1(x, t); ϕ(x, y, t),
ϕ+(x, yi, t), fi(x, t); ϕ(x, y, t), ϕ−(x, yi, t), fi(x, t); ϕ(x, y, t), ϕ+(x, yn, t), fn(x, t) в (29). Соответ-
ствующие матрицы форм имеют вид:

⎛

⎜⎝
d
(1)
11 −d(1)12 0

−d(1)12 d
(1)
22 −d(1)23

0 −d(1)23 d
(1)
33 (t)

⎞

⎟⎠ ,

⎛

⎜⎝
d
(ki)
11 −d(ki)12 0

−d(ki)12 d
(ki)
22 d

(ki)
23

0 d
(ki)
23 d

(ki)
33 (t)

⎞

⎟⎠ , k = 2, 3,

⎛

⎜⎝
d
(4)
11 −d(4)12 0

−d(4)12 d
(4)
22 d

(4)
23

0 d
(4)
23 d

(4)
33 (t)

⎞

⎟⎠ .

Согласно критерию Сильвестра для положительной определенности квадратичных форм необ-
ходимо, чтобы угловые миноры были положительны. Первые два угловых минора матриц поло-
жительны при любых значениях параметров. Запишем условия положительности третьих угло-
вых миноров:

Δ
(1)
3 (t) > 0, Δ

(2i)
3 (t) > 0, i = 1, n− 1, Δ

(3i)
3 (t) > 0, i = 2, n, Δ

(4)
3 (t) > 0. (30)

Неравенства (30) примут вид:

K1(t) >
V 2x20ρ(y1 − y0)

2(a2 − V 2)π2γ1(t)

(
(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

(y1 − y0)2

)
, (31)

Ki(t) >
V 2x20ρ(yi+1 − yi)

2(a2 − V 2)π2(1− γi(t))χi(t)

(
(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

(yi+1 − yi)2

)
, i = 1, n − 1, (32)

Ki(t) >
V 2x20ρ(yi − yi−1)

2(a2 − V 2)π2(1− χi−1(t))γi(t)

(
(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

(yi − yi−1)2

)
, i = 2, n, (33)

Kn(t) >
V 2x20ρ(yn+1 − yn)

2(a2 − V 2)π2(1− γn(t))

(
(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

(yn+1 − yn)2

)
. (34)

Приравнивая правые части неравенств (31) и (32) при i = 1:

V 2x20ρ(y1 − y0)

2(a2 − V 2)π2γ1(t)

(
(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

(y1 − y0)2

)
=

=
V 2x20ρ(y2 − y1)

2(a2 − V 2)π2(1− γ1(t))χ1(t)

(
(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

(y2 − y1)2

)
,

найдем функцию γ1(t), обеспечивающую наиболее широкую область значений параметров, под-
ставляя которую в (31), получим:

K1(t) >
V 2ρ((a2 − V 2)π2(y2 − y1)

2 + 2a2x20)

2χ1(t)(a2 − V 2)π2(y2 − y1)
+
V 2ρ((a2 − V 2)π2(y1 − y0)

2 + 2a2x20)

2(a2 − V 2)π2(y1 − y0)
. (35)
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Аналогично, приравнивая правые части неравенств (32), (33) при i = 2, n − 1 и (33) при i = n,
(34), получим

Ki(t) >
V 2ρ((a2 − V 2)π2(yi+1 − yi)

2 + 2a2x20)

2(a2 − V 2)π2χi(t)(yi+1 − yi)
+
V 2ρ((a2 − V 2)π2(yi − yi−1)

2 + 2a2x20)

2(a2 − V 2)π2(1− χi−1(t))(yi − yi−1)
,

i = 2, n− 1,

(36)

Kn(t) >
V 2ρ((a2 − V 2)π2(y0 − yn)

2 + 2a2x20)

2(a2 − V 2)π2(y0 − yn)
+
V 2ρ((a2 − V 2)π2(yn − yn−1)

2 + 2a2x20)

2(a2 − V 2)π2(1− χn−1(t))(yn − yn−1)
. (37)

Так как при условиях (35)—(37) все квадратичные формы в (29) положительно определены,
то из (29) окончательно получим оценку Φ(t) � 0.
Используя метод Лагранжа, с учетом неравенства (35) оценим квадратичную форму относи-

тельно ϕ(x, y, t), ϕ−(x, y1, t), f1(x, t) в (29)

F (ϕ(x, y, t), ϕ−(x, y1, t), f1(x, t)) �
Δ

(1)
3

Δ
(1)
2

f21 (x, t).

Из (29) с учетом (18) получим

Φ(t) �
∫∫

G1

Δ
(1)
3

Δ
(1)
2

f21 (x, t)dxdy =

c∫

b

Δ
(1)
3 y1

Δ
(1)
2

w′
1
2
(x, t)dx � Δ

(1)
3 y1

Δ
(1)
2 (c− b)

w2
1(x, t). (38)

Учитывая (15), (19), (38), окончательно приходим к неравенству

Δ
(1)
3 y1

Δ
(1)
2 (c− b)

w2
1(x, t) � Ω0. (39)

Аналогично, оценивая остальные квадратичные формы в (29), получим

Δ
(2i)
3 (yi+1 − yi)

Δ
(2i)
2 (c− b)

w2
i (x, t) � Ω0,

Δ
(4)
3 (y0 − yn)

Δ
(4)
2 (c− b)

w2
n(x, t) � Ω0. (40)

Таким образом, если выполняются условия (14), (35)—(37), то Φ(t) � 0, Φ̇(t) � 0. На основании
неравенства (29) можно сделать вывод: функции ϕ(x, y, t), ϕt(x, y, t), w′

i(x, t), i = 1, n, устойчи-
вы по отношению к возмущениям начальных данных. Из неравенства Φ(t) � Φ(0), согласно (9),
следует, что функции ϕx(x, y, t), ϕy(x, y, t), u̇i(x, t), ẇi(x, t), w′′

i (x, t), i = 1, n, устойчивы по от-
ношению к возмущениям начальных данных. Из оценок (39), (40) следует, что решение wi(x, t),
i = 1, n, устойчиво по отношению к возмущениям начальных данных. Следовательно, на основа-
нии проведенного исследования функционала доказана теорема.

Теорема 1. Предположим, что найдутся такие функции χi(t) ∈ (0, 1), i = 1, n − 1, что вы-
полняются условия (14), (35)—(37). Тогда решение wi(x, t), i = 1, n, ϕ(x, y, t) задачи (1)—(8)
и производные ϕt(x, y, t), ϕx(x, y, t), ϕy(x, y, t), u̇i(x, t), w′

i(x, t), ẇi(x, t), w′′
i (x, t), i = 1, n, устой-

чивы по отношению к возмущениям начальных данных ϕt0, ϕx0, ϕy0, ϕ+(x, yi, 0), ϕ−(x, yi, 0),
u̇i0, u′i0, ẇi0, w′

i0, w
′′
i0.

Для применения теоремы 1 подставляем все параметры механической системы в условия (14),
(35)—(37). Если условия (14) выполняются, то из системы неравенств (35)—(37) находим χi(t),
i = 1, n − 1. Если все χi(t) ∈ (0, 1), то делаем вывод об устойчивости перечисленных в теореме
функций.
Рассмотрим частный случай вибрационного устройства при равномерном расположении упру-

гих элементов
y1 − y0 = yn+1 − yn = h/2, yi − yi−1 = h, i = 2, n, (41)

тогда неравенства (35)—(37) примут более простой для решения вид:

2χ1(t)(a
2 − V 2)π2hK1(t) > V 2ρ((a2 − V 2)π2h2 + 2a2x20)(1 + χ1(t)), (42)
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2(a2 − V 2)π2hχi(t)(1− χi−1(t))Ki(t) > V 2ρ((a2 − V 2)π2h2 + 2a2x20)(1 − χi−1(t) + χi(t)),

i = 2, n− 1,
(43)

2(a2 − V 2)π2h(1 − χn−1(t))Kn(t) > V 2ρ((a2 − V 2)π2h2 + 2a2x20)(2− χn−1(t)). (44)

Теорема 2. Предположим, что найдутся такие функции χi(t) ∈ (0, 1), i = 1, n − 1, что вы-
полняются условия (14), (41)—(44). Тогда решение wi(x, t), i = 1, n, ϕ(x, y, t) задачи (1)—(8)
и производные ϕt(x, y, t), ϕx(x, y, t), ϕy(x, y, t), u̇i(x, t), w′

i(x, t), ẇi(x, t), w′′
i (x, t), i = 1, n, устой-

чивы по отношению к возмущениям начальных данных ϕt0, ϕx0, ϕy0, ϕ+(x, yi, 0), ϕ−(x, yi, 0),
u̇i0, u′i0, ẇi0, w′

i0, w
′′
i0.

Для определения критических значений скорости течения положим χi(t) = 1/2, i = 1, n − 1.
Тогда из (35)—(37) получим условия

K1(t) >
V 2ρ((a2 − V 2)π2(y2 − y1)

2 + 2a2x20)

(a2 − V 2)π2(y2 − y1)
+
V 2ρ((a2 − V 2)π2(y1 − y0)

2 + 2a2x20)

2(a2 − V 2)π2(y1 − y0)
, (45)

Ki(t) >
V 2ρ((a2 − V 2)π2(yi+1 − yi)

2 + 2a2x20)

(a2 − V 2)π2(yi+1 − yi)
+
V 2ρ((a2 − V 2)π2(yi − yi−1)

2 + 2a2x20)

(a2 − V 2)π2(yi − yi−1)
, (46)

i = 2, n − 1,

Kn(t) >
V 2ρ((a2 − V 2)π2(yn+1 − yn)

2 + 2a2x20)

2(a2 − V 2)π2(yn+1 − yn)
+
V 2ρ((a2 − V 2)π2(yn − yn−1)

2 + 2a2x20)

(a2 − V 2)π2(yn − yn−1)
. (47)

Теорема 3. Пусть выполняются условия (14), (45)—(47). Тогда решение wi(x, t), i = 1, n,
ϕ(x, y, t) задачи (1)—(8) и производные ϕt(x, y, t), ϕx(x, y, t), ϕy(x, y, t), u̇i(x, t), w′

i(x, t), ẇi(x, t),
w′′
i (x, t), i = 1, n, устойчивы по отношению к возмущениям начальных данных ϕt0, ϕx0, ϕy0,

ϕ+(x, yi, 0), ϕ−(x, yi, 0), u̇i0, u′i0, ẇi0, w′
i0, w

′′
i0.

Для применения теоремы 3 подставляем все параметры механической системы, кроме скорости,
в условия (14), (45)—(47). Если условия (14) выполняются, то из системы неравенств (45)—(47)
находим ограничения на скорость V и делаем вывод об устойчивости перечисленных в теореме
функций.
При равномерном расположении упругих элементов (41) неравенства (45)—(47) примут вид:

Ki(t) >
2V 2ρ((a2 − V 2)π2h2 + 2a2x20)

(a2 − V 2)π2h
, i = 1, n. (48)

Теорема 4. Пусть выполняются условия (14), (41), (48). Тогда решение wi(x, t), i = 1, n,
ϕ(x, y, t) задачи (1)—(8) и производные ϕt(x, y, t), ϕx(x, y, t), ϕy(x, y, t), u̇i(x, t), w′

i(x, t), ẇi(x, t),
w′′
i (x, t), i = 1, n, устойчивы по отношению к возмущениям начальных данных ϕt0, ϕx0, ϕy0,

ϕ+(x, yi, 0), ϕ−(x, yi, 0), u̇i0, u′i0, ẇi0, w′
i0, w

′′
i0.

4. Заключение. На основе предложенных математических моделей продольно-поперечных
колебаний упругих элементов конструкций в виде пластины-полосы при обтекании их дозву-
ковым потоком идеального газа проведены исследования динамической устойчивости деформи-
руемых элементов вибрационных устройств. Модели описываются нелинейными системами диф-
ференциальных уравнений с частными производными. С помощью построенных функционалов
получены достаточные условия устойчивости решений этих систем уравнений. Полученные усло-
вия устойчивости накладывают ограничения на погонные массы и изгибные жесткости элементов,
сжимающие (растягивающие) элементы усилия, скорость невозмущенного однородного потока,
а также на коэффициенты внутреннего и внешнего демпфирования, коэффициенты жесткости
слоя обжатия. Эти условия явно содержат основные параметры механических систем, и в таком
виде они наиболее приспособлены для решения задач оптимизации, автоматического управления,
автоматизированного проектирования.
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