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Аннотация. При помощи априорных оценок, метода Фаэдо—Галеркина и других методов функ-
ционального анализа доказана корректность граничной задачи для уравнения Бюргерса с нели-
нейными граничными условиями типа Неймана в вырождающихся угловых областях в простран-
ствах Соболева.
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1. Введение. Изучение уравнения Бюргерса имеет длинную историю, часть из которой дана
в работах [11] и [12], а также в монографиях [13] и [3].
В работах [11] и [12] в пространствах Соболева была установлена корректность однородной

задачи Дирихле для уравнения Бюргерса. При этом область независимых переменных вырожда-
лась по нелинейному закону.
В угловых областях задачи линейной теплопроводности с производными по времени в гра-

ничных условиях изучались в работе [7]. Была доказана корректность рассматриваемой задачи
в весовых классах Гельдера. В дальнейшем эти результаты были развиты в [15–17].
Проникновение фронта смачивания в пористую среду является классической задачей со сво-

бодной границей. Исторически первым и наиболее известным примером является модель Грина—
Ампта (Green–Ampt) для потока воды в почвах [14]. Существует огромное разнообразие ситуаций
(химически реагирующие среды, деформируемые среды, эффекты капиллярности, массообмен,
потоки смесей, среды со сложной структурой, загрязнение, рекультивация, заморозка грунта,
производство композитных материалов, пивоварение и др.).
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Как известно, подходящими моделями движения жидкости в пористых средах являются также
нелинейные уравнения Бюргерса и их модификации [19,20, 22–25].
Спектр применения краевых задач для уравнений параболического типа в области с границей,

изменяющейся во времени, достаточно широк. Подобного рода задачи возникают: при изучении
тепловых процессов в электрических контактах [5], процессов экологии и медицины [6], при ре-
шении некоторых задач гидромеханики [2], термомеханики при тепловом ударе [4] и так далее.
Обширная литература посвящена исследованию разрешимости линейных и нелинейных пара-

болических уравнений в цилиндрических областях. Однако, что касается нелинейных граничных
задач в вырождающихся нецилиндрических областях, то они изучены сравнительно мало.
Для угловых областей в лебеговых классах изучались линейные граничные задачи теплопро-

водности с однородными граничными условиями Дирихле и установлены теоремы об их разре-
шимости, сведением к сингулярным интегральным уравнениям Вольтерра второго рода [1, 9].
В [10] были изучены различные случаи неоднородности типа Дирихле по границе. В этих

случаях показано, что имеет место как единственная разрешимость, так и неединственная раз-
решимость для соответствующих граничных задач.
В данной работе в соболевских классах изучаются вопросы разрешимости граничной задачи

для уравнения Бюргерса в угловой области с нелинейными граничными условиями типа Неймана.
Рассматривается случай, когда одна часть границы является неподвижной, а вторая часть —
подвижна.
В п. 2 дается постановка изучаемой граничной задачи, и сформулирован основной результат ра-

боты. Мы изучаем вопросы однозначной разрешимости двух вспомогательных граничных задач
для уравнения Бюргерса в прямоугольной и непрямоугольной областях, которые используют-
ся при доказательстве основного результата работы. Первой вспомогательной задаче посвящены
разделы 3—7, в которых методами априорных оценок и Фаэдо—Галеркина устанавливается ее
корректность в классах Соболева. Корректность второй вспомогательной граничной задачи по-
казана в разделе 8. В разделах 9—11 доказана теорема 1 — основной результат работы. Работу
завершает краткое заключение.

2. Постановка задачи и основной результат. Пусть

Qxt =
{
x, t

∣
∣ 0 < x < kt, 0 < t < T <∞, k > 0

}

— область, которая вырождается при t = 0, и Ωt = (0, kt) является сечением области Qxt для
фиксированного значения переменной t ∈ (0, T ). В области Qxt мы рассматриваем следующую
граничную задачу для уравнения Бюргерса:

∂tu+ u∂xu− ν∂2xu = f, (1)
[
1

3
(u)2 − ν∂xu

]∣∣
∣∣
x=0

= 0,

[
1

3
(u)2 − ν∂xu

]∣∣
∣∣
x=kt

= 0, (2)

f ∈ L2(Qxt), ν = const > 0. (3)

Замечание 1. Считаем, что присутствие нелинейного слагаемого u2/3 в граничных услови-
ях (2) продиктовано только наличием конвективного составляющего в уравнении Бюргерса, ко-
торое обеспечивает нелинейный «массовый» перенос и обмен на границе. Мы исходили из того
факта. что в уравнении (1) конвективный и диффузионный слагаемые можно записать в форме
∂x(u

2/2 − ν∂xu). Исходя из этих соображений, условия (2) названы условиями типа Неймана.

Задача 1. При условиях (3) установить разрешимость граничной задачи (1)—(2).

Имеет место следующий основной результат.

Теорема 1. Пусть f ∈ L2(Qxt) (3). Тогда граничная задача (1)—(2) имеет единственное
решение

u ∈ H2,1(Qxt) ≡ L2(0, T ;H
2(Ωt)) ∩H1(0, T ;L2(Ωt)).

Обозначения пространств в работе приняты как в [18]. Дальнейшее содержание работы посвя-
щено доказательству теоремы 1.
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3. Первая вспомогательная начально-граничная задача. В области

Qyt =
{
y, t

∣∣ y ∈ (0, 1), t ∈ (0, T )}
рассмотрим вспомогательную начально-граничную задачу:

∂tw + α(t)w∂yw − β(t)∂2yw + γ(y, t)∂yw = g, (4)
[
α(t)

3
w2 − β(t)∂yw

]∣∣∣
∣
y=0

= 0,

[
α(t)

3
w2 − β(t)∂yw

]∣∣∣
∣
y=1

= 0, 0 < t < T, (5)

w(y, 0) = 0, 0 < y < 1. (6)

где заданные непрерывные функции α(t), β(t), γ(y, t) для всех t ∈ [0, T ] удовлетворяют условиям

α′(t) � 0, β′(t) � 0, α1 � α(t) � α2, β1 � β(t) � β2, |γ(y, t)| � γ1, |∂yγ(y, t)| � γ1 (7)

с заданными положительными постоянными αi, βi, i = 1, 2, γ1,

α(t), β(t) ∈ C1([0, T ]), ∂yγ(y, t) ∈ C(Q̄yt). (8)

Теорема 2. Пусть g ∈ L2(Qyt) и выполнены условия (7)—(8). Тогда начально-граничная за-
дача (4)—(6) имеет единственное решение

w ∈ H2,1(Qyt) ≡ L2(0, T ;H
2(0, 1)) ∩H1(0, T ;L2(0, 1)).

4. Спектральная задача. Для применения метода Фаэдо—Галеркина необходимо решить
спектральную задачу

−Y ′′(y) = λ2Y (y), y ∈ (0, 1), (9)

Y ′(0) + λ2Y (0) = 0, (10)

Y ′(1)− λ2Y (1) = 0, (11)

получаемую применением метода разделения переменных (u(y, t) = F (t)Y (y)) из следующей за-
дачи:

∂tu− ∂2yu = 0, y ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ),

∂tu− ∂xu
∣∣
y=0

= 0, ∂tu+ ∂xu
∣∣
y=1

= 0,

u(y, 0) = u0(y).

Общее решение уравнения (9) ищем в виде

Y (y) = C1 exp{iλy} + C2 exp{−iλy}, i =
√−1. (12)

Удовлетворяя (12) граничным условиям (10)—(11), получаем

Y01(y) = 1, λ01 = 0, tg
λ01
2

= −λ01, (13)

Y2n−1(y) = cos
λ2n−1(1− 2y)

2
, λ2n−1 = (2n − 1)π + ε2n−1, tg

λ2n−1

2
= −λ2n−1, n ∈ N, (14)

Y02(y) = sin
λ02(1− 2y)

2
, λ02 ≈ 2π

5
, ctg

λ02
2

= λ02, (15)

Y2n(y) = sin
λ2n(1− 2y)

2
, λ2n = 2nπ + ε2n, ctg

λ2n
2

= λ2n, n ∈ N. (16)

Нетрудно заметить, что решения уравнений

tg
λ2n−1

2
= −λ2n−1, n ∈ N, (17)

ctg
λ2n
2

= λ2n, n ∈ N, (18)

соответственно близки к точкам (2n−1)π и 2nπ, n ∈ N, и с ростом n приближаются сколь угодно
близко справа к соответствующим указанным точкам (2n − 1)π и 2nπ, n ∈ N, т.е. εn → 0+ при
n→ ∞. Если обозначим через 2x = (1− 2y)π, то получим: x ∈ (−π/2, π/2).
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По теореме Пэли—Винера (см. [21, гл. V, 86, пример]) система функций (14) и (16) полна
в L2(0, 1), так как для нее мало отличающейся будет система функций:√

2 cos x√
π

,

√
2 sin 2x√
π

,

√
2 cos 3x√

π
,

√
2 sin 4x√
π

, . . . , (19)

которая является полной в L2(−π/2, π/2). Для последней системы достаточно сделать замену
x1 = x+ π/2. Получим систему синусов:√

2 sinx1√
π

,

√
2 sin 2x1√

π
,

√
2 sin 3x1√

π
,

√
2 sin 4x1√

π
, . . . ,

которая полна в L2(0, π). Отметим, что система функций (14), (16) не является ортогональной
в L2(0, 1).

Замечание 2. Применимость теоремы Пэли—Винера следует из соотношений (M и θ—обо-
значения из работы [21]):

λ1 ≈ 3,673, λ1 − π ≈ 0,533, Mπ = |λ1 − π| < 0,54 < ln 2 ≈ 0,693, θ = exp{Mπ} − 1 < 1.

5. Постановка и решение приближенной задачи. Умножим уравнение (4) скалярно
в L2(0, 1) на функцию v ∈ H1(0, 1). В результате с учетом начального (6) и граничных усло-
вий (5) будем иметь слабую постановку задачи (4)—(6):

1∫

0

∂twvdy + α(t)

1∫

0

w∂ywvdy + β(t)

1∫

0

∂yw∂yvdy −
1∫

0

γ(y, t)∂ywvdy+

− α(t)

3
w2(1, t)v(1, t) +

α(t)

3
w2(0, t)v(0, t) =

1∫

0

gvdy, ∀v ∈ H1(0, 1), (20)

w(y, 0) = 0, y ∈ (0, 1). (21)
Введем приближенное решение

wn(y, t) =
n∑

j=1

cj(t)Yj(y), wn(y, 0) =
n∑

j=1

cj(0)Yj(y), (22)

которое удовлетворим приближенному варианту задачи (20)—(21):

1∫

0

∂twnYjdy + α(t)

1∫

0

wn∂ywnYjdy + β(t)

1∫

0

∂ywn∂yYjdy +

1∫

0

γ(y, t)∂ywnYjdy−

− α(t)

3
w2
n(1, t)Yj(1) +

α(t)

3
w2
n(0, t)Yj(0) =

1∫

0

gYjdy, (23)

wn(y, 0) = 0, y ∈ (0, 1), (24)
для всех j = 0, 1, . . . , n, и t ∈ [0, T ].

Лемма 1. Задача (23)—(24) имеет единственное решение wn(y, t).

Доказательство. В силу того, что система функций Y1(y), Y2(y), Y3(y), . . . является базисом
в L2(0, 1), имеем

det{Wn} = ‖(Yk(y), Yj(y))‖nk,j=1 �= 0 для любого конечного n;

Wn —матрица Грама, (·, ·)— скалярное произведение в L2(0, 1), An = (∂yYk(y), ∂yYj(y))
n
k,j=1,

w2
n(1, t)Yj(1, t) − w2

n(0, t)Yj(0, t) =

[ n∑

k=1

ck(t)Yk(1)

]2
Yj(1) −

[ n∑

k=1

ck(t)Yk(0)

]2
Yj(0).
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Введем обозначения
Gn(t) = {g0(t), . . . , gn(t)}, Pn(t) = {p0(t), . . . , pn(t)},
Hn(t) = {h0(t), . . . , hn(t)}, Cn(t) = {c1(t), . . . , cn(t)},

где

gj(t) =

1∫

0

gYj(y)dy, pj(t) = −α(t)
1∫

0

wn∂ywnYj(y)dy −
1∫

0

γ(y, t)∂ywn(y, t)Yj(y)dy,

hj(t) =
α(t)

3

[ n∑

k=1

ck(t)Yk(1)

]2
Yj(1)−

[ n∑

k=1

ck(t)Yk(0)

]2
Yj(0),

для всех j = 0, 1, . . . , n. Задача (23)—(24) эквивалентна следующей задаче Коши для конечной
системы нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений:

C ′
n(t) =W−1

n [−β(t)AnCn(t) + Pn(t) +Hn(t) +Gn(t)], Cn(0) = 0. (25)

Заметим, что функции pj(t), hj(t) хорошо определены, а функция gj(t) интегрируема в квадрате
(в силу g ∈ L2(Qyt)). Поэтому задача Коши (25) однозначно разрешима на некотором интервале
[0, T ′], где T ′ � T . Однако, согласно устанавливаемым далее априорным оценкам, получаем, что
это решение Cn(t) продолжается до конечного времени T .
Таким образом, находим функции Cn(t) = {cj(t), j = 0, 1, . . . , n} как решение задачи Коши (25)

для каждого фиксированного конечного n, а вместе с ними и единственное приближенное решение
wn(y, t) задачи (23)—(24). Лемма 1 доказана. �

6. Априорные оценки.

Лемма 2. Существует такая положительная не зависящая от n постоянная K1, что для
всех t ∈ [0, T ] имеет место оценка

‖wn(y, t)‖2L2(0,1)
+ β1

t∫

0

‖∂ywn(y, τ)‖2L2(0,1)
dτ � K1. (26)

Доказательство. Умножая (23) на cj(t), суммируя по j от 1 до n и используя равенство
1∫

0

wn(y, t)∂ywn(y, t)wn(y, t)dy =
1

3
w3
n(1, t)−

1

3
w3
n(0, t),

получаем

1

2

d

dt

1∫

0

|wn(y, t)|2dy + β(t)

1∫

0

|∂ywn(y, t)|2dy =

= −
1∫

0

γ(y, t)∂ywn(y, t)wn(y, t)dy +

1∫

0

g(y, t)wn(y, t)dy. (27)

Интегрируя (27) по t от 0 до t и используя ε-неравенство Коши1, получим

−
1∫

0

γ(y, t)∂ywn(y, t)wn(y, t)dy � β1
2
‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)

+
γ21
2β1

‖wn(y, t)‖2L2(0,1)
,

1Т.е. неравенство

ab � ε

2
a2 +

1

2ε
b2.
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1∫

0

g(y, t)wn(y, t)dy � 1

2
‖g(y, t)‖2L2(0,1)

+
1

2
‖wn(y, t)‖2L2(0,1)

;

таким образом,

‖wn(y, t)‖2L2(0,1)
+ β1

t∫

0

‖∂ywn(y, τ)‖2L1(0,1)
dτ �

�
(
γ21
β1

+ 1

) t∫

0

‖wn(y, τ)‖2L2(0,1)
dτ +

T∫

0

‖g(y, τ)‖2L2(0,1)
dτ. (28)

Из (28) следует

‖wn(y, t)‖2L2(0,1)
�

(
γ21
β1

+ 1

) t∫

0

‖wn(y, τ)‖2L2(0,1)
dτ +

T∫

0

‖g(y, τ)‖2L2(0,1)
dτ.

Применяя неравенство Гронуолла, получим оценку для ‖wn(y, t)‖2L2(0,1)
. Используя эту оценку

в (28), устанавливаем требуемую оценку леммы 2. �
Пользуясь вложением H1(0, 1) ↪→ C([0, 1]), из леммы 2 получаем следующее утверждение.

Следствие 1. Существует такая положительная, не зависящая от n постоянная K ′
1, что

для всех t ∈ [0, T ] имеет место неравенство
t∫

0

|wn(0, τ)|2dτ +
t∫

0

|wn(1, τ)|2dτ � 2B

t∫

0

‖wn(y, t)‖2H1(0,1) � K ′
1, (29)

где B—постоянная вложения H1(0, 1) ↪→ C([0, 1]).

Лемма 3. Существует такая положительная, не зависящая от n постоянная K2, что для
всех t ∈ (0, T ] имеет место неравенство

‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)
+ β1

t∫

0

‖∂2ywn(y, τ)‖2L2(0,1)
dτ � K2. (30)

Доказательство. Учитывая равенство
n∑

j=1

cjλ
2
jYj(y) = −

n∑

j=1

cj∂
2
yYj(y) = −∂2ywn(y, t),

которое следует из (9) и (22), умножая равенство (23) на cjλ2j и суммируя по j от 1 до n, получаем

1

2

d

dt
‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)

+ β(t)‖∂2ywn(y, t)‖2L2(0,1)
=

= α(t)(wn(y, t)∂ywn(y, t), ∂
2
ywn(y, t)) + (γ(y, t)∂ywn(y, t), ∂

2
ywn(y, t))−

− (g(y, t), ∂2ywn(y, t)) + ∂twn(y, t)∂ywn(y, t)|y=1
y=0 =

= α(t)(wn(y, t)∂ywn(y, t), ∂
2
ywn(y, t)) + (γ(y, t)∂ywn(y, t), ∂

2
ywn(y, t))−

− (g(y, t), ∂2ywn(y, t)) +
α(t)

9β(t)
∂t[wn(y, t)]

3|y=1
y=0. (31)

Воспользуемся соотношениями
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t∫

0

α(t)

9β(t)
∂t[wn(1, t)]

3dt =
α(t)

9β(t)
[wn(1, t)]

3 −
t∫

0

α′(t)β(t)− α(t)β′(t)
9[β(t)]2

[wn(1, t)]
3dt �

� α2

9β1
|wn(1, t)|3 + C1

t∫

0

|wn(1, t)|3dt, где 9C1β
2
1 = max

0�t�T
|α′(t)β(t) − α(t)β′(t)|.

(аналогичные соотношения верны и для слагаемого с wn(0, t)), установим следующую оценку:

α2

9β1
|wn(1, t)|3 � α2

9β1
‖wn(y, t)‖3L∞(0,1) �

α2

9β1
‖wn(y, t)‖3/2H1(0,1)

‖wn(y, t)‖3/2L2(0,1)
=

=
α2

9β1
‖wn(y, t)‖3/2H1(0,1)

‖wn(y, t)‖1/2L2(0,1)
‖wn(y, t)‖L2(0,1).

В предыдущем соотношении мы использовали интерполяционное неравенство1. Теперь, применяя
неравенство Юнга, имеем

|AB| =
∣
∣∣
∣(a

1/pA)

(
a1/q

B

a

)∣∣∣
∣ �

a

p
|A|p + a

qaq
|B|q; (32)

здесь p−1 + q−1 = 1 и

A = ‖wn(y, t)‖3/2H1(0,1)
, B =

α2

9β1
‖wn(y, t)‖L2(0,1)‖wn(y, t)‖1/2L2(0,1)

, a =
1

6
, p =

4

3
, q = 4.

Отсюда получаем

α2

9β1
|wn(1, t)|3 � 1

8
‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)

+

[
1

8
+

2α4
2

35β41
‖wn(y, t)‖4L2(0,1)

]
‖wn(y, t)‖2L2(0,1)

�

� 1

8
‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)

+D1, (33)

где постоянная D1 определяется согласно оценкам леммы 2 и следствия 1. Аналогично предыду-
щему получаем

α2

9β1
|wn(0, t)|3 � 1

8
‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)

+

[
1

8
+

2α4
2

35β41
‖wn(y, t)‖4L2(0,1)

]
‖wn(y, t)‖2L2(0,1)

�

� 1

8
‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)

+D0, (34)

где постоянная D0 определяется согласно оценкам леммы 2 и следствия 1.
Рассмотрим оценки нелинейных слагаемых из (31). Прежде всего, имеем

|(wn(y, t)∂ywn(y, t), ∂
2
ywn(y, t))| � ‖wn(y, t)‖L4(0,1)‖∂2ywn(y, t)‖L2(0,1)‖∂ywn(y, t)‖L4(0,1) �

� ‖wn(y, t)‖L4(0,1)‖∂ywn(y, t)‖H1(0,1)‖∂ywn(y, t)‖L4(0,1). (35)

Далее, учитывая интерполяционное неравенство

α2‖∂ywn(y, t)‖L4(0,1) � C‖∂ywn(y, t)‖1/2H1(0,1)
‖∂ywn(y, t)‖1/2L2(0,1)

∀∂ywn(y, t) ∈ H1(0, 1)

(см. [8, Theorems 5.8—5.9, p. 140—141]), из (35) получим

α2|(wn(y, t)∂ywn(y, t), ∂
2
ywn(y, t))| �

� C‖wn(y, t)‖L4(0,1)‖∂ywn(y, t)‖3/2H1(0,1)
‖∂ywn(y, t)‖1/2L2(0,1)

�

� β1
8
‖∂2ywn(y, t)‖2L2(0,1)

+

[
β1
8

+ C2‖wn(y, t)‖4L4(0,1)

]
‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)

. (36)

1См. [8, Theorems 5.8—5.9, p. 140—141]
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Здесь мы воспользовались неравенством Юнга (32), где

A = ‖∂yw̃n(y, t)‖3/2H1(0,1)
, B = C‖w̃n(y, t)‖L4(0,1)‖∂yw̃n(y, t)‖1/2L2(0,1)

, a =
β1
6
, p =

4

3
, q = 4.

Далее, для двух последних слагаемых из (31) будем иметь

γ1|(∂ywn(y, t), ∂
2
ywn(y, t))| � β1

8
‖∂2ywn(y, t)‖2L2(0,1)

+ C3‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)
, (37)

|(g(y, t), ∂2ywn(y, t))| � β1
4
‖∂2ywn(y, t)‖2L2(0,1)

+C4‖g(y, t)‖2L2(0,1)
. (38)

С учетом неравенств (33)—(38), интегрируя (31) от 0 до t, получаем

‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)
+ β1

t∫

0

‖∂2ywn(y, τ)‖2L2(0,1)
dτ � A4‖g(y, t)‖2L2(Q)+

+

t∫

0

A5(τ)‖∂ywn(y, τ)‖2L2(0,1)
dτ + 2C0

t∫

0

|wn(0, t)|3dt+ 2C1

t∫

0

|wn(1, t)|3dt+ 2(D0 +D1), (39)

где

A4 = 2C4, A5(t) =
1

2
+
β1
4

+ 2C2‖wn(y, t)‖4L4(0,1)
+ 2C3.

Оценим два последних интегральных слагаемых из (39). Используя (33)—(34), имеем

2C0

t∫

0

|wn(0, t)|3dt � C0

4

t∫

0

‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)
dt+ 2D0T,

2C1

t∫

0

|wn(0, t)|3dt � C1

4

t∫

0

‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)
dt+ 2D1T,

Таким образом, (39) принимает вид

‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)
+ β1

t∫

0

‖∂2ywn(y, τ)‖2L2(0,1)
dτ � A4‖g(y, t)‖2L2(Q)+

+

t∫

0

[
A5(τ) +

C0 + C1

4

]
‖∂ywn(y, τ)‖2L2(0,1)

dτ + 2(D0 +D1)(1 + T ), (40)

Из неравенства (40) аналогично доказательству леммы 2, получаем искомую оценку (30). Лемма 3
доказана. �

Лемма 4. Существует такая положительная, не зависящая от n постоянная K3, что для
всех t ∈ (0, T ] имеет место неравенство

‖∂twn(y, t)‖2L2(Qyt)
� K3. (41)

Доказательство. Запишем уравнение (4) для приближенного решения wn(y, t):

∂twn + α(t)wn∂yw − β(t)∂2ywn + γ(y, t)∂ywn = g. (42)

Из уравнения (42) получаем

‖∂twn‖L2(Qyt) � α2‖wn∂ywn‖L2(Qyt) + β2‖∂2ywn‖L2(Qyt) + γ1‖∂ywn‖L2(Qyt) + ‖g‖L2(Qyt). (43)

Согласно вложению H1(0, 1) ↪→ L∞(0, 1) имеет место неравенство

‖wn‖L∞(0,1) � B‖wn‖H1(0,1).
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Учитывая леммы 2 и 3, получаем

‖wn∂ywn‖2L2(Qyt)
�

T∫

0

‖wn(y, t)‖2L∞(0,1)‖∂ywn(y, t)‖2L2(0,1)
dt �

� B‖∂ywn(y, t)‖2L∞(0,T ;L2(0,1))

T∫

0

‖wn(y, t)‖2H1(0,1)dt � BK2K1(1 + T ), (44)

где B —постоянная вложения H1(0, 1) ↪→ L∞(0, 1), K1 и K2 —постоянные из лемм 2 и 3 соответ-
ственно. Теперь оценка (41) следует из (43), (44) и лемм 2 и 3. Лемма 4 доказана. �

7. Однозначная разрешимость первой вспомогательной задачи (4)—(6). Леммы 2—4
показывают, что последовательность галеркинских приближений {wn(y, t), n = 1, 2, 3, . . .} огра-
ничена в пространстве L∞(0, T ;H1(0, 1)) ∩ L2(0, T ;H

2(0, 1)), а последовательность {∂twn(y, t),
n = 1, 2, 3, . . .}— в L2(0, T ;L2(0, 1)).
Таким образом, можно выделить слабо сходящуюся подпоследовательность (для которой со-

храним прежнее обозначение индексов n):

wn(y, t) → w(y, t) слабо в L2(0, T ;H
2(0, 1)) ∩H1(0, T ;L2(0, 1)), (45)

wn(y, t) → w(y, t) сильно в L2(0, T ;H
1(0, 1)) и п.в. в Qyt, (46)

Лемма 5. Пусть выполнены условия (7)—(8) и g ∈ L2(Qyt). Тогда начально-граничная зада-
ча (4)—(6) имеет слабое решение в пространстве H2,1(Qyt).

Доказательство. Пусть ϕ(t) ∈ D((0, T )) (здесь D((0, T ))—класс бесконечно дифференцируемых
финитных функций). Введем обозначение vj(y, t) = ϕ(t)Yj(y), где Yj(y) ∈ H1(0, 1). Умножая
интегральное тождество (23) на функцию ϕ(t) ∈ D((0, T )) и интегрируя полученный результат
по t от 0 до T , получим

T∫

0

1∫

0

[∂twn + α(t)wn∂ywn − β(t)∂2ywn + γ(y, t)∂ywn]vjdydt+

+

T∫

0

[
β(t)∂ywn(1, t)− α(t)

3
w2
n(1, t)

]
vj(1, t)dt +

T∫

0

[
−β(t)∂ywn(0, t) +

α(t)

3
w2
n(0, t)

]
vj(0, t)dt =

=

T∫

0

1∫

0

gvjdydt, ∀ϕ(t) ∈ D((0, T )), ∀j = 1, . . . , n. (47)

Так как D((0, T );H1(0, 1)) плотно в L2(0, T ;H
1(0, 1)), интегральное тождество (47) можно пере-

писать в виде

T∫

0

1∫

0

[∂twn + α(t)wn∂ywn − β(t)∂2ywn + γ(y, t)∂ywn]vdydt+

+

T∫

0

[
β(t)∂ywn(1, t) − α(t)

3
w2
n(1, t)

]
v(1, t)dt +

T∫

0

[
−β(t)∂ywn(0, t) +

α(t)

3
w2
n(0, t)

]
v(0, t)dt =

=

T∫

0

1∫

0

gvdydt, ∀v(y, t) ∈ L2(0, T ;H
1(0, 1)). (48)
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В интегральном тождестве (48) перейдем к пределу при n→ ∞. В выражениях, соответствующих
линейным слагаемым уравнения (4) и граничных условий (5), переход к пределам осуществляется
согласно соотношениям (45). Для нелинейных слагаемых имеем

T∫

0

1∫

0

α(t)wn(y, t)∂ywn(y, t)v(y, t)dydt =

T∫

0

α(t)

1∫

0

[wn(y, t)− w(y, t)]∂ywn(y, t)v(y, t)dxdt+

+

T∫

0

α(t)

1∫

0

w(y, t)∂ywn(y, t)v(y, t)dxdt →
T∫

0

α(t)

1∫

0

w(y, t)∂yw(y, t)v(y, t)dxdt, (49)

так как согласно (46) и (45) имеет место предельное соотношение

T∫

0

α(t)

1∫

0

[wn(y, t)− w(y, t)]∂ywn(y, t)v(y, t)dxdt → 0.

Далее, согласно (48) и (46) аналогично предыдущему будем иметь

T∫

0

wn(1, t)wn(1, t)v(1, t)dt =

T∫

0

[wn(1, t)− w(1, t)]wn(1, t)v(1, t)dt+

+

T∫

0

w(1, t)wn(1, t)v(1, t)dt →
T∫

0

w2(1, t)v(1, t)dt, (50)

T∫

0

wn(0, t)wn(0, t)v(0, t)dt =

T∫

0

[wn(0, t)− w(0, t)]wn(0, t)v(0, t)dt+

+

T∫

0

w(0, t)wn(0, t)v(0, t)dt →
T∫

0

w2(0, t)v(0, t)dt. (51)

Итак, переходя к пределу при n → ∞ в интегральном тождестве (48) с учетом предельных
соотношений (49)—(51), а также в начальном условии (22), получим

T∫

0

1∫

0

[∂tw + α(t)w∂yw − β(t)∂2yw + γ(y, t)∂yw]vdydt+

+

T∫

0

[
β(t)∂yw(1, t) − α(t)

3
w2(1, t)

]
v(1, t)dt +

T∫

0

[
−β(t)∂yw(0, t) + α(t)

3
w2(0, t)

]
v(0, t)dt =

=

T∫

0

1∫

0

gvdydt, ∀v(y, t) ∈ L2(0, T ;H
1(0, 1)). (52)

1∫

0

w(y, 0)ψ(y)dy = 0, ∀ψ ∈ L2(0, 1). (53)
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Заметим, что интегральное тождество (52) справедливо и для любых тестовых функций
v(y, t) ∈ L2(0, T ;H

1
0 (0, 1)) ⊂ L2(0, T ;H

1(0, 1)), т.е. имеем
T∫

0

1∫

0

[∂tw + α(t)w∂yw − β(t)∂2yw + γ(y, t)∂yw − g]vdydt = 0, ∀v(y, t) ∈ L2(0, T ;H
1
0 (0, 1)). (54)

Далее, возвращаясь к (52) и учитывая, что следы v(1, t) и v(0, t) из L2(0, T ) тестовых функций
v ∈ L2(0, T ;H

1(0, 1)) независимы друг от друга и произвольны, в этом случае из (52) следуют
тождества

T∫

0

[
β(t)∂yw(1, t) − α(t)

3
w2(1, t)

]
ψ1(t)dt = 0, ∀ψ1(t) ∈ L2(0, T ), (55)

T∫

0

[
−β(t)∂yw(0, t) + α(t)

3
w2(0, t)

]
ψ0(t)dt = 0, ∀ψ0(t) ∈ L2(0, T ), (56)

т.е. подынтегральные выражения в квадратных скобках из (54)—(56) определяют нулевые функ-
ционалы над пространствами L2(0, T ;H

1
0 (0, 1)) и L2(0, T ), и принадлежат пространствам 0 ∈

L2(0, T ;H
−1(0, 1)) ⊂ D′(Qyt) и 0 ∈ L2(0, T ) ⊂ D′((0, T )). Таким образом, из (54)—(56) получаем,

что слабая предельная функция w(y, t) удовлетворяет уравнению (4) и граничным условиям (5),
а из (53) следует, что она удовлетворяет начальному условию (6). Этим завершается доказатель-
ство леммы 5. �

Лемма 6. При условиях леммы 5 решение w ∈ H2,1(Qyt) начально-граничной задачи (4)—(6)
единственно.

Доказательство. Пусть начально-граничная задача (4)—(6) имеет два различных решения
w(1)(y, t) и w(2)(y, t). Тогда их разность w(y, t) = w(1)(y, t)−w(2)(y, t) будет удовлетворять следу-
ющей однородной задаче:

∂tw + α(t)w∂yw
(1) + α(t)w(2)∂yw − β(t)∂2yw = 0, (57)

[
α(t)

3
w(w(1) + w(2))− β(t)∂yw

] ∣∣∣
∣
y=0

= 0, (58)
[
α(t)

3
w(w(1) + w(2))− β(t)∂yw

] ∣∣
∣∣
y=1

= 0. (59)

Согласно леммам 2 и 3 имеем

w(i)(y, t) ∈ L∞(0, T ;H1(0, 1)) ∩ L2(0, T ;H
2(0, 1)), i = 1, 2. (60)

Умножая уравнение (57) на функцию w(y, t) скалярно в L2(0, 1) и учитывая (58)—(60), получаем

1

2

d

dt
‖w(y, t)‖2L2(0,1)

+ β1‖∂yw(y, t)‖2L2(0,1)
� α(t)

3
|w(1, t)|2|[w(1)(1, t) +w(2)(1, t)]|+

+
α(t)

3
|w(0, t)|2|[w(1)(0, t) + w(2)(0, t)]| + α(t)

∣∣
∣∣
∣
∣

1∫

0

[w2∂yw
(1) + w(2)w∂yw]dy

∣∣
∣∣
∣
∣
. (61)

Оценим правую часть (61). Согласно (60) лемме 2 имеем

α(t)

3
[w(1)(1, t) + w(2)(1, t)]|w(1, t)|2 �

� α2

3

[‖w(1)(1, t)‖L∞(0,T ) + ‖w(2)(1, t)‖L∞(0,T )

]|w(1, t)|2 � C1|w(1, t)|2, (62)
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α(t)

3
[w(1)(0, t) + w(2)(0, t)]|w(0, t)|2 �

� α2

3

[‖w(1)(0, t)‖L∞(0,T ) + ‖w(2)(0, t)‖L∞(0,T )

]|w(0, t)|2 � C2|w(0, t)|2, (63)

Далее,

α(t)

1∫

0

[w2∂yw
(1) +w(2)w∂yw]dy = α(t)[|w(1, t)|2w(1)(1, t)− |w(0, t)|2w(1)(0, t)]+

+ α(t)

1∫

0

[−2w(1)w∂yw + w(2)w∂yw]dy � C3|w(1, t)|2 + C4|w(0, t)|2+

+
α2
2

β1

[
2‖w(1)‖L∞(Q) + ‖w(2)‖L∞(Q)

]2‖w‖2L2(0,1)
+
β1
4
‖∂yw‖2L2(0,1)

�

� C3|w(1, t)|2 + C4|w(0, t)|2 + C5‖w(y, t)‖2L2(0,1)
+
β1
4
‖∂yw‖2L2(0,1)

. (64)

Справедливы оценки

(C1 + C3)|w(1, t)|2 � (C1 + C3)‖w(y, t)‖2L∞(0,1) �
� (C1 + C3)B‖w(y, t)‖H1(0,1)‖w(y, t)‖L2(0,1) �

� β1
8
‖∂yw(y, t)‖2L2(0,1)

+

[
β1
8

+
2(C1 + C3)

2B2

β1

]
‖w(y, t)‖2L2(0,1)

, (65)

(C2 + C4)|w(0, t)|2 � (C2 + C4)‖w(y, t)‖2L∞(0,1) �
� (C2 + C4)B‖w(y, t)‖H1(0,1)‖w(y, t)‖L2(0,1) �

� β1
8
‖∂yw(y, t)‖2L2(0,1)

+

[
β1
8

+
2(C2 + C4)

2B2

β1

]
‖w(y, t)‖2L2(0,1)

, (66)

где B —норма оператора вложения H1(0, 1) ↪→ L∞(0, 1).
На основе соотношений (61)—(66) устанавливаем

d

dt
‖w(y, t)‖2L2(0,1)

+ β1‖∂yw(y, t)‖2L2(0,1)
�

�
[
β1
2

+
4B2

β1
((C1 + C3)

2 + (C2 + C4)
2) + 2C5

]
‖w(y, t)‖2L2(0,1)

, ∀t ∈ (0, T ].

Отсюда, применяя неравенство Гронуолла, получаем

‖w(y, t)‖2L2(0,1)
≡ 0, ∀t ∈ (0, T ].

Это означает, что w(1)(y, t) ≡ w(2)(y, t) в L2(Qyt), т.е. решение начально-граничной задачи (4)—(6)
единственно. Лемма 6 доказана. �
Таким образом, из лемм 5 и 6 вытекает справедливость теоремы 2. Теорема 2 будет также

использована в последующих разделах для решения задачи 1, т.е. при доказательстве теоремы 1.

8. Вторая вспомогательная начально-граничная задача. В области

Qxt =
{
x, t

∣
∣ 0 < x < t0 + kt, 0 < t < T, t0 > 0

}

рассмотрим начально-граничную задачу

∂tu+ u∂xu− ν∂2xu = f, (67)
[
1

3
(u)2 − ν∂xu

]∣∣∣
∣
x=0

= 0,

[
1

3
(u)2 − ν∂xu

]∣∣∣
∣
x=t0+kt

= 0 (68)
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с начальным условием
u(x, 0) = 0, x ∈ (0, t0), (69)

где ν, k— заданные положительные постоянные, функция f(x, t) удовлетворяет условию

f ∈ L2(Qxt). (70)

Задача 2. Доказать однозначную разрешимость начально-граничной задачи (67)—(69) при
условии (70).

С помощью обратимого преобразования независимых переменных

y = y(x, t) =
x

t0 + kt
, t = t;x = x(y, t) = y(t0 + kt), t = t

перейдем от {x, t} к {y, t}. При этом область Qxt преобразуется в прямоугольную область

Qyt =
{
y, t : 0 < y < 1, 0 < t < T

}
.

Задача 2 принимает следующий вид:

∂tw +
1

t0 + kt
w∂yw − ν

(t0 + kt)2
∂2yw − ky

t0 + kt
∂yw = g(y, t), (71)

[
1

3
(w)2 − ν

t0 + kt
∂yw

]∣∣
∣∣
y=0

= 0,

[
1

3
(w)2 − ν

t0 + kt
∂yw

]∣∣
∣∣
y=1

= 0, (72)

с начальным условием
w(y, 0) = 0, y ∈ (0, 1), (73)

где w(y, t) = u(x(y, t), t), g(y, t) = f(x(y, t), t),
Начально-граничная задача (71)—(73) является частным случаем первой вспомогательной за-

дачи (4)—(6), где функции

α(t) =
1

t0 + kt
, β(t) =

ν

(t0 + kt)2
, γ(y, t) =

ky

t0 + kt
,

удовлетворяют условиям (7)—(8). Поэтому, как следствие теоремы 2, получаем следующее утвер-
ждение.

Теорема 3. Пусть выполнены условия (70) и g ∈ L2(Qyt). Тогда начально-граничная зада-
ча (71)—(73) однозначно разрешима в пространстве w(y, t) ∈ H2,1(Qyt).

Далее, учитывая соответствие пространств в областях Qxt и Qyt, т.е.

g ∈ L2(Qyt) ⇐⇒ f ∈ L2(Qxt),

w ∈ H2,1(Qyt) = L2(0, T ;H
2(0, 1)) ∩H1(0, T ;L2(0, 1)) ⇐⇒ u ∈ H2,1(Qxt) =

= L2(0, T ;H
2(0, t0 + kt)) ∩H1(0, T ;L2(0, t0 + kt)),

устанавливаем следующее утверждение.

Теорема 4. Пусть выполнены условия (70) и f ∈ L2(Qxt). Тогда начально-граничная зада-
ча (67)—(69) однозначно разрешима в пространстве u(x, t) ∈ H2,1(Qxt).

9. К решению задачи 1. Области

Qxt =
{
x, t

∣
∣ 0 < x < kt, 0 < t < T

}

из раздела 2 поставим в соответствие семейство областей

Qn
xt =

{
x, t

∣
∣ 0 < x < kt, 1/n < t < T

}
, n ∈ N

∗ ≡ {n ∈ N | n � n1, 1/n1 < T},
представляющих собой трапеции, и Ωt = (0, kt) является сечением Qn

xt для заданного значения
переменной t ∈ (1/n, T ). Заметим, что в точке t = 1/n область Qn

xt не вырождается, при этом,
между исходной областью Qxt и областями Qn

xt имеют место строгие вложения

Qn
xt ⊂ Qn+1

xt ⊂ . . . ⊂ Qxt;
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очевидно,
lim
n→∞Qn

xt = Qxt.

На трапеции Qn
xt мы рассмотрим следующую начально-граничную задачу для уравнения Бюр-

герса относительно функции un(x, t):

∂tun + un∂xun − ν∂2xun = fn, (74)
[
1

3
(un)

2 − ν∂xun

]∣∣∣
∣
x=0

= 0,

[
1

3
(un)

2 − ν∂xun

]∣∣∣
∣
x=kt

= 0 (75)

с начальным условием
un(x, 1/n) = 0, x ∈ Ω1/n = (0, k/n). (76)

Для каждого фиксированного n ∈ N
∗ начально-граничная задача (74)—(76) является задачей

вида (67)—(69) при условиях (70), для которой справедлива теорема 4. Из теоремы 4 получаем
следующее утверждение.

Теорема 5. Пусть fn ∈ L2(Q
n
xt). Тогда для каждого фиксированного n ∈ N∗ начально-гранич-

ная задача (74)—(76) однозначно разрешима в пространстве un(x, t) ∈ H2,1(Qn
xt).

Для продолжения доказательства теоремы 1 понадобится следующее утверждение

Теорема 6. При условиях теорем 1 и 5 справедлива оценка

‖un(x, t)‖2H2,1(Qn
xt)

� C‖fn(x, t)‖2L2(Qn
xt)
. (77)

Для доказательства теоремы 6 установим следующие три леммы.

Лемма 7. Существует такая положительная, не зависящая от n постоянная K1, что для
всех t ∈ [1/n, T ] имеет место оценка

‖un(x, t)‖2L2(Ωt)
+ ν

t∫

1/n

‖∂xun(x, τ)‖2L2(Ωt)
dτ � K1‖fn(x, t)‖2L2(Qn

xt)
. (78)

Доказательство. Умножая (74) на un(x, t) скалярно в L2(Ωt) и используя равенства
kt∫

0

un(x, t)∂xun(x, t)un(x, t)dx =
1

3
u3n(kt, t)−

1

3
u3n(0, t),

d

dt
‖un(x, t)‖2L2(Ωt)

= 2

kt∫

0

∂tun(x, t)un(x, t)dx+ k|un(kt, t)|2,

получаем

1

2

d

dt

kt∫

0

|un(x, t)|2dx+ ν

kt∫

0

|∂xun(x, t)|2dx =

kt∫

0

fn(x, t)un(x, t)dx +
k

2
|un(kt, t)|2. (79)

Установим оценки для двух последних слагаемых из (79). Имеем
kt∫

0

fn(x, t)un(x, t)dx � 1

2
‖fn(x, t)‖2L2(Ωt)

+
1

2
‖un(x, t)‖2L2(Ωt)

, (80)

k

2
|un(kt, t)|2 � k

2
‖un(x, t)‖2L∞(Ωt)

� kK2

2
‖un(x, t)‖H1(Ωt)‖un(x, t)‖L2(Ωt) �

� ν

2
‖∂xun(x, t)‖2L2(Ωt)

+

[
ν

2
+
k2K4

8ν

]
‖un(x, t)‖2L2(Ωt)

, (81)
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где K — величина из интерполяционного неравенства. Из (79)—(81) следует
d

dt
‖un(x, t)‖2L2(Ωt)

+ ν‖∂xun(x, t)‖2L2(Ωt)
� ‖fn(x, t)‖2L2(Ωt)

+K0‖un(x, t)‖2L2(Ωt)
,

где

K0 = ν +
k2B2

4ν
+ 1.

Отсюда получаем два неравенства
d

dt
‖un(x, t)‖2L2(Ωt)

� ‖fn(x, t)‖2L2(Ωt)
+K0‖un(x, t)‖2L2(Ωt)

, ‖un(x, 1/n)‖2L2(Ω1/n)
= 0, (82)

2ν‖∂xun(x, t)‖2L2(Ωt)
� ‖fn(x, t)‖2L2(Ωt)

+K0‖un(x, t)‖2L2(Ωt)
. (83)

Наконец, применяя неравенство Гронуолла, из (82)—(83) получаем оценку (78). Лемма 7 доказа-
на. �

Лемма 8. Существует такая положительная, не зависящая от n постоянная K2, что для
всех t ∈ [1/n, T ] имеет место оценка

‖∂xun(x, t)‖2L2(Ωt)
+

t∫

1/n

‖∂2xun(x, τ)‖2L2(Ωt)
dτ + k‖∂xu(kt, t)‖2L2(1/n,t)

� K2‖fn(x, t)‖2L2(Qn
xt)
. (84)

Доказательство. Умножая уравнение (74) на −∂2xun(x, t) скалярно в L2(Ωt) и используя равен-
ство

d

dt
‖∂xun(x, t)‖2L2(Ωt)

= 2

∫

Ωt

∂t∂xun(x, t)∂xun(x, t)dx+ k|∂xun(kt, t)|2,

получаем

1

2

d

dt
‖∂xun(x, t)‖2L2(Ωt)

+ ν‖∂2xun(x, t)‖2L2(Ωt)
=

(
un(x, t)∂xun(x, t), ∂

2
xun(x, t)

)−

− (
fn(x, t), ∂

2
xun(x, t)

)
+ ∂tun(x, t)∂xun(x, t)

∣
∣x=kt

x=0
+
k

2
|∂xun(kt, t)|2 =

=
(
un(x, t)∂xun(x, t), ∂

2
xun(x, t)

)−
− (

fn(x, t), ∂
2
xun(x, t)

)
+

1

9ν
∂t[un(x, t)]

3
∣∣x=kt

x=0
+
k

2
|∂xun(kt, t)|2. (85)

Далее, отметим справедливость следующего равенства:
t∫

1/n

∂tun(x, t)∂xun(x, t)|x=kt
x=0 dt =

1

9ν
[un(kt, t)]

3 − 1

9ν
[u(0, t)]3 − k‖∂xu(kt, t)‖2L2(1/n,t)

, (86)

где использованы граничные условия (75) и равенство
d

dt
un(kt, t) = ∂tun(x, t)|x=kt + k∂xun(x, t)|x=kt.

Для первых двух слагаемых справа для (86) установим следующие оценки:

1

9ν
|un(kt, t)|3 � ‖un(x, t)‖3L∞(Ωt)

� 1

9ν
‖un(x, t)‖3/2H1(Ωt)

‖un(x, t)‖3/2L2(Ωt)
=

=
1

9ν
‖un(x, t)‖3/2H1(Ωt)

‖un(x, t)‖1/2L2(Ωt)
‖un(x, t)‖L2(Ωt).

В предыдущем соотношении мы использовали интерполяционное неравенство. Теперь, применяя
неравенство Юнга (32), где в (32) приняты обозначения

A = ‖un(x, t)‖3/2H1(Ωt)
, B =

1

9ν
‖un(x, t)‖L2(Ωt)‖un(x, t)‖1/2L2(Ωt)

, a =
1

6
, p =

4

3
, q = 4,
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получаем

1

9ν
|un(kt, t)|3 � 1

8
‖∂xun(x, t)‖2L2(Ωt)

+

[
1

8
+

2

35ν4
‖un(x, t)‖4L2(Ωt)

]
‖un(x, t)‖2L2(Ωt)

�

� 1

8
‖∂xun(x, t)‖2L2(Ωt)

+D1, (87)

где постоянная D1 определяется согласно оценкам леммы 2 и следствия 1. Аналогично предыду-
щему получаем

1

9ν
|un(0, t)|3 � 1

8
‖∂xun(x, t)‖2L2(Ωt)

+

[
1

8
+

2

35ν4
‖un(x, t)‖4L2(Ωt)

]
‖un(x, t)‖2L2(Ωt)

�

� 1

8
‖∂xun(x, t)‖2L2(Ωt)

+D0, (88)

где постоянная D0 определяется согласно оценкам леммы 2 и следствия 1.
Рассмотрим оценки нелинейных слагаемых из (85). Прежде всего, имеем

|(un(x, t)∂xun(x, t), ∂2xun(x, t))| �
� ‖un(x, t)‖L4(Ωt)‖∂2xun(x, t)‖L2(Ωt)‖∂xun(x, t)‖L4(Ωt) �

� ‖un(x, t)‖L4(Ωt)‖∂xun(x, t)‖H1(Ωt)‖∂xun(x, t)‖L4(Ωt). (89)

Далее, учитывая интерполяционное неравенство

‖∂xun(x, t)‖L4(Ωt) � C‖∂xun(x, t)‖1/2H1(Ωt)
‖∂xun(x, t)‖1/2L2(Ωt)

, ∀∂xun(x, t) ∈ H1(Ωt)

(см. [8, Theorems 5.8—5.9, p. 140—141]), из (88) получим

|(un(x, t)∂xun(x, t), ∂2xun(x, t))| �
� C‖un(x, t)‖L4(Ωt)‖∂xun(x, t)‖3/2H1(Ωt)

‖∂xun(x, t)‖1/2L2(Ωt)
�

� ν

8
‖∂2xun(x, t)‖2L2(Ωt)

+
[ν
8
+ C2‖un(x, t)‖4L4(Ωt)

]
‖∂xun(x, t)‖2L2(Ωt)

. (90)

Здесь мы воспользовались неравенством Юнга (32), где a = ν/6, p = 4/3, q = 4,

A = ‖∂xun(x, t)‖3/2H1(Ωt)
, B = C‖un(x, t)‖L4(Ωt)‖∂xun(x, t)‖1/2L2(Ωt)

.

В (85) оценим последнее слагаемое справа. Учитывая интерполяционное неравенство, имеем

k

2
|∂xun(kt, t)|2 � k

2
‖∂xun(x, t)‖2L∞(Ωt)

� kK2

2
‖∂xun‖H1(Ωt)‖∂xun‖L2(Ωt) �

� ν

8
‖∂2xun‖2L2(Ωt)

+

[
ν

8
+
k2K4

2ν

]
‖∂xun‖2L2(Ωt)

, (91)

где K —постоянная из [8, Theorem 5.9, p. 140—141].
Наконец, для неоцененного слагаемого из (85) имеем

|(fn(x, t), ∂2xun(x, t))| �
ν

4
‖∂2xun(x, t)‖2L2(Ωt)

+C4‖fn(x, t)‖2L2(Ωt)
. (92)

Из (85), (87)—(92), интегрируя (85) по t от 1/n до t, получаем

‖∂xun(x, t)‖2L2(Ωt)
+ ν

t∫

1/n

‖∂2xun(x, τ)‖2L2(Ωτ )
dτ + k‖∂xu(kt, t)‖2L2(1/n,t)

�

� 2C4

t∫

1/n

‖fn(x, τ)‖2L2(Ωτ )
dτ +

t∫

1/n

C5(τ)‖∂xun(x, τ)‖2L2(Ωτ )
dτ +D0 +D1, (93)
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где

C5(t) =
ν

2
+
k2K4

ν
+ 2C2‖un(x, t)‖4L4(Ωt)

.

Из неравенства (93) аналогично доказательству леммы 7 получаем искомую оценку (84). Лемма 8
доказана. �

Лемма 9. Существует такая положительная, не зависящая от n постоянная K3, что для
всех t ∈ (1/n, T ] имеют место неравенство

‖∂tun(x, t)‖2L2(Qn
xt)

� K3‖fn‖2L2(Qn
xt)
. (94)

Доказательство. Оценка (94) следует из уравнения (74). Действительно, имеем

‖∂tun‖L2(Qn
xt)

� ‖un∂xun‖L2(Qn
xt)

+ ν‖∂2xun‖L2(Qn
xt)

+ ‖fn‖L2(Qn
xt)

� K3‖fn‖L2(Qn
xt)
,

где требуется получить оценку только для слагаемого un∂xun. Согласно оценкам (78) и (84) из
лемм 7–8 находим

‖un∂xun‖2L2(Qn
xt)

�
T∫

1/n

‖un‖2L∞(Ωt)
‖∂xun‖2L2(Ωt)

dt �

� ‖∂xun‖2L∞(1/n,T ;L2(Ωt))

T∫

1/n

‖un‖H1(Ωt)‖un‖L2(Ωt)dt.

Далее, получаем

T∫

1/n

‖un‖H1(Ωt)‖un‖L2(Ωt)dt �
1

2

T∫

1/n

[
‖un‖2H1(Ωt)

+ ‖un‖2L2(Ωt)

]
dt =

=
1

2
‖∂xun‖2L2(Qn

xt)
+ ‖un‖2L2(Qn

xt)
�

[
K1

2ν
+K1T

]
‖fn‖2L2(Qn

xt)
�

�
[
K1

2ν
+K1T

]
‖f‖2L2(Qxt)

< const,

‖∂xun‖2L∞(1/n,T ;L2(Ωt))
� K2‖fn‖2L2(Qn

xt)
,

где постоянные K1, K2 взяты из лемм 7—8. Лемма 9 доказана. �
Учитывая очевидное неравенство

‖fn‖L2(Qn
xt)

� ‖f‖L2(Qxt) ∀n ∈ N
∗,

из лемм 7—9 получаем справедливость оценки (77) теоремы 6. Таким образом, теорема 6 доказана.

10. Доказательство теоремы 1. Существование. Доказательство теоремы 1 основа-
но на теореме 6. В граничных задачах (74)—(76) каждый элемент из последовательности
{un(x, t), fn(x, t), {x, t} ∈ Qn

xt, n ∈ N
∗} продолжаем нулями соответственно на всю область Qxt.

В результате получим последовательность функций, которую обозначим через

{ũn(x, t), ˜fn(x, t), n ∈ N
∗}. (95)

Очевидно, что каждая пара функций из последовательности (95) удовлетворяет граничной зада-
че (1)—(2) в области Qxt согласно теоремам 5—6. Кроме того, заметим, что оценка (77) теоремы 6
будет усилена, если заменить в ее правой части ‖ ˜fn(x, t)‖L2(Qxt) на выражение ‖f(x, t)‖L2(Qxt),
так как

‖ ˜fn(x, t)‖L2(Qxt) � ‖f(x, t)‖L2(Qxt) ∀n ∈ N
∗.
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Таким образом, получаем ограниченную последовательность функций (95), из которой можно
выделить слабо сходящуюся подпоследовательность (для этой подпоследовательности сохраним
обозначение n для индекса), т.е.

ũn(x, t) → u(x, t) слабо в H2,1(Qxt), (96)

ũn(x, t) → u(x, t) сильно в L2(0, T ;H
1(Ωt)), (97)

˜un(kt, t) → u(kt, t) сильно в L2(0, T ), (98)

ũn(0, t) → u(0, t) сильно в L2(0, T ). (99)

Согласно (96)—(99) можем перейти к пределу при n→ ∞ в интегральных тождествах
∫

Qxt

[∂tũn(x, t) + ũn(x, t)∂xũn(x, t)− ν∂2xũn(x, t) − ˜fn(x, t)]ψ(x, t)dxdt →

→
∫

Qxt

[∂tu(x, t) + u(x, t)∂xu(x, t)− ν∂2xu(x, t)− f(x, t)]ψ(x, t)dxdt = 0 (100)

для всех ψ ∈ L2(Qxt),
T∫

0

[
1

3
(ũn(x, t))

2 − ν∂xũn(x, t)

]∣∣∣
∣
x=0

ψ0(t)dt →
T∫

0

[
1

3
(u(x, t))2 − ν∂xu(x, t)

]∣∣∣
∣
x=0

ψ0(t)dt = 0 (101)

для всех ψ0 ∈ L2(0, T ) и
T∫

0

[
−1

3
(ũn(x, t))

2 + νũn(x, t)

]∣∣
∣∣
x=kt

ψ1(t)dt →
T∫

0

[
−1

3
(u(x, t))2 + νu(x, t)

]∣∣
∣∣
x=kt

ψ1(t)dt = 0 (102)

для всех ψ1 ∈ L2(0, T ). Итак, мы установили, что граничная задача (1)—(2) имеет решение
u(x, t) ∈ H2,1(Qxt) в смысле интегральных тождеств (100)—(102). Теорема 1 доказана в части
существования решения.

11. Доказательство теоремы 1. Единственность. Предположим, что начально-граничная
задача (1)—(2) имеет два различных решения u(1)(x, t) и u(2)(x, t). Тогда их разность u(x, t) =

u(1)(x, t)− u(2)(x, t) будет удовлетворять следующей однородной задаче:

∂tu+ u∂xu
(1) + u(2)∂xu− ν∂2xu = 0, (103)

[
1

3
u(u(1) + u(2))− ν∂xu

]∣∣∣
∣
x=0

= 0, (104)
[
1

3
u(u(1) + u(2))− ν∂xu

]∣∣
∣
∣
x=kt

= 0. (105)

Согласно леммам 7 и 8 имеем

u(i)(x, t) ∈ L∞(0, T ;H1(Ωt)) ∩ L2(0, T ;H
2(Ωt)), u(i)(kt, t), u(i)(0, t) ∈ L∞(0, T ), i = 1, 2. (106)

Умножая уравнение (103) на функцию u(x, t) скалярно в L2(Ωt) и учитывая (104)—(105), полу-
чаем

1

2

d

dt
‖u(x, t)‖2L2(Ωt)

+ ν‖∂xu(x, t)‖2L2(Ωt)
=

1

3
|u(kt, t)|2[u(1)(kt, t) + u(2)(kt, t)]+

+
1

3
|u(0, t)|2[u(1)(0, t) + u(2)(0, t)] −

∫

Ωt

[u2∂xu
(1) + u(2)u∂xu]dx+

k

2
|u(kt, t)|2. (107)
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Здесь использовано равенство
d

dt
‖u(x, t)‖2L2(0,kt)

= 2

∫

Ωt

∂tu(x, t)u(x, t)dx + k|u(kt, t)|2.

Оценим правую часть (107). Согласно (106) и леммам 7 и 8 имеем

1

3
[u(1)(kt, t) + u(2)(kt, t)]|u(kt, t)|2 �

� 1

3

[‖u(1)(x, t)‖H1(Ωt) + ‖u(2)(x, t)‖H1(Ωt)

]|u(kt, t)|2 � 2
√
K2

3
|u(kt, t)|2, (108)

1

3
[u(1)(0, t) + u(2)(0, t)]|u(0, t)|2 �

� 1

3

[‖u(1)(0, t)‖H1(Ωt) + ‖u(2)(0, t)‖H1(Ωt)

]|u(0, t)|2 � 2
√
K2

3
|u(0, t)|2, (109)

∫

Ωt

[u2∂xu
(1) + u(2)u∂xu]dx = [|u(kt, t)|2u(1)(kt, t)− |u(0, t)|2u(1)(0, t)]+

+

∫

Ωt

[−2u(1)u∂xu+ u(2)u∂xu]dx �
√
K2|u(kt, t)|2 +

√
K2|u(0, t)|2+

+
1

2ν

[
2‖u(1)‖H1(Ωt) + ‖u(2)‖H1(Ωt)

]2‖u‖2L2(Ωt)
+
ν

2
‖∂xu‖2L2(Ωt)

�

�
[
2
√
K2

3
+

√
K2

]
[|u(kt, t)|2 + |u(0, t)|2] + 9K2

2ν
‖u(x, t)‖2L2(Ωt)

+
ν

2
‖∂xu‖2L2(Ωt)

=

= C3|u(kt, t)|2 + C4|u(0, t)|2 + C5‖u(x, t)‖2L2(Ωt)
+
ν

2
‖∂xu‖2L2(Ωt)

. (110)

На основе соотношений (107)—(110) устанавливаем

d

dt
‖u(x, t)‖2L2(Ωt)

+ ν‖∂xu(x, t)‖2L2(Ωt)
�

� (2C3 + k)|u(kt, t)|2 + 2C4|u(0, t)|2 + 2C5‖u(x, t)‖2L2(Ωt)
∀t ∈ (0, T ]. (111)

Теперь оценим два предпоследних слагаемых из (111). Учитывая интерполяционное неравенство,
будем иметь

2C|u(kt, t)|2 � 2C‖u(x, t)‖2L∞(Ωt)
� 2CK2‖u‖H1(Ωt)‖u‖L2(Ωt) �

� ν

4

[‖u‖2L2(Ωt)
+ ‖∂xu‖2L2(Ωt)

]
+

4C2K4

ν
‖u‖2L2(Ωt)

=

� ν

4
‖∂xu‖2L2(Ωt)

+

[
ν

4
+

4C2K4

ν

]
‖u‖2L2(Ωt)

, (112)

где C = C3 + k/2 и K —постоянная из [8, Theorem 5.9, p. 140—141].
Аналогично (112) устанавливаем оценку

2C̃|u(0, t)|2 � ν

4
‖∂xu‖2L2(Ωt)

+

[
ν

4
+

4C̃2K4

ν

]

‖u‖2L2(Ωt)
, (113)

где C̃ = C4. Применяя неравенство Гронуолла, из (111)—(113) получаем

‖u(x, t)‖2L2(Ωt)
≡ 0, ∀t ∈ (0, T ].

Это означает, что u(1)(x, t) ≡ u(2)(x, t) в L2(Qxt), т.е. решение начально-граничной зада-
чи 1 (1)—(2) единственно. Теорема 1 полностью доказана.
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12. Заключение. В работе установлены априорные оценки и теорема о разрешимости в со-
болевских классах граничной задачи типа Неймана для уравнения Бюргерса в вырождающейся
угловой области, точка вырождения которой находится в начале координат. Причем, подвиж-
ная часть границы подчиняется линейному закону. Установленные результаты могут оказаться
полезными в задачах моделирования нелинейных тепловых полей в контактных устройствах вы-
сокого напряжения, нелинейных процессов диффузии и распространения инородных включений
в потоках водных и атмосферных ареалов и др.
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