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Аннотация. Показано, что кольцо R с центром Z(R) такое, что модуль RZ(R) является суще-
ственным расширением модуля Z(R)Z(R), не обязано быть квазиинвариантным справа, т. е. не
все максимальные правые идеалы кольца R являются идеалами. В терминах центральной суще-
ственности получены достаточные условия того, что все максимальные правые идеалы являются
идеалами.
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Abstract. We show that a ring R with center Z(R) such that the module RZ(R) is an essential
extension of the module Z(R)Z(R) need not be right quasi-invariant, i.e., not all maximal right ideals
of the ring R are ideals. In terms of the central essentiality property, we obtain sufficient conditions for
the fact that all maximal right ideals are ideals.

Keywords and phrases: centrally essential ring, maximal right ideal, minimal right ideal.

AMS Subject Classification: 16D25, 16R99

1. Введение. Мы рассматриваем только ассоциативные унитальные ненулевые кольца. Коль-
цо A называется центрально существенным, если либо A коммутативно, либо для каждого его
нецентрального элемента a существуют такие ненулевые центральные элементы x, y, что ax = y.
Ясно, что кольцо A с центром Z(A) центрально существенно в точности тогда, когда модуль
AZ(A) является существенным расширением модуля Z(A)Z(A). Кроме того, любое коммутативное
кольцо является центрально существенным.
Радикал Джекобсона кольца A обозначается через J(A).

Замечание 1. Если A—кольцо и факторкольцо A/J(A) центрально существенно, то кольцо
A/J(A) коммутативно, а кольцо A квазиинвариантно справа и слева.

Доказательство. Так как A/J(A)—центрально существенное полупервичное кольцо, то кольцо
A/J(A) коммутативно [1, Proposition 3.3.]. В частности, все максимальные правые (левые) идеалы
кольца A/J(A) являются идеалами. Поэтому кольцо A квазиинвариантно справа и слева. �
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Замечание 2. Все полуартиновы справа или полусовершенные центрально существенные
кольца являются квазиинвариантными справа.

Замечание 2 вытекает из замечания 1 и того, что факторкольцо A/J(A) центрально суще-
ственного кольца A коммутативно, если кольцо A полусовершенно или полуартиново справа;
см. [2, Proposition 3.4] и [4, Theorem 1.5].

Замечание 3. Если A—центрально существенное кольцо и факторкольцо A/J(A) коммута-
тивно, то любой минимальный правый идеал S кольца A лежит в Z(A). В частности, все мини-
мальные правые идеалы кольца A являются идеалами и SocAA лежит в центре кольца A.

Доказательство. Простой A-модуль SA является циклическим модулем с ненулевым образую-
щим s ∈ S. Обозначим K = S ∩ Z(A). По условию существуют такие ненулевые центральные
элементы x, y ∈ Z(A), что 0 �= sx = y ∈ S. Тогда S = yA и y ∈ K �= 0. Так как J(A)—пересечение
аннуляторов всех простых правых A-модулей, то SJ(A) = 0. Так как кольцо A/J(A) коммута-
тивно, то ab − ba ∈ J(A) для любых элементов a, b ∈ A. Кроме того, k(ab − ba) = 0 для любого
k ∈ K. Поскольку k ∈ Z(A), то (ka)b = kba = b(ka). Отсюда получаем, что ka ∈ Z(A). Далее,
из ka ∈ S следует, что K —правый идеал кольца A. Так как S —минимальный правый идеал, то
S = K ⊆ Z(A). �
В связи с замечаниями 1, 2 и 3 мы докажем теорему 1, которая является основным результатом

данной работы.

Теорема 1.
(a) Существуют центрально существенные кольца, в которых не все максимальные правые

идеалы являются идеалами.
(b) Существуют центрально существенные кольца, в которых не все замкнутые1 правые иде-

алы являются идеалами.

В связи с теоремой 1 мы сформулируем открытый вопрос.

Открытый вопрос 1. Существуют ли центрально существенные кольца, в которых не все
минимальные правые идеалы являются идеалами?

2. Доказательство теоремы 1.

Лемма 1. Пусть A—кольцо, R = A[x]—кольцо многочленов и M —максимальный правый
идеал кольца A.
(a) MR+ xR—максимальный правый идеал кольца R.
(b) Если MR + xR—идеал кольца R, то M —идеал кольца A, факторкольца A/M и R/(MR +

xR) являются изоморфными телами, (A/M)[x]— область главных односторонних идеалов,
и имеется изоморфизм α : R/(MR+xR) → A/M , при котором α(f +(MR+xR)) = f0+M ,
где f0— свободный член многочлена f ∈ R.

(c) Если A—тело и кольцо многочленов R квазиинвариантно справа, то кольцо A является
полем.

(d) Если кольцо многочленов R квазиинвариантно справа, то факторкольцо A/J(A) коммута-
тивно, см. [3, Theorem 7].

Доказательство.
a. Пусть многочлен f = f0 + xg ∈ R не принадлежит правому идеалу MR + xR кольца R, где
f0 ∈ A и g ∈ R. Тогда f0 /∈ M , поскольку в противном случае f = f0 + xg ∈ MR + xR. Поэтому
существуют такие элементы d ∈ A и m′ ∈ M , что

1 = f0d+m′ = (f − xg)d +m′ = fd− xgd +m′ ∈ fR+ xR+MR = fR+MR+ xR.

Поэтому MR+ xR—максимальный правый идеал в R.

1Подмодуль X модуля M называется замкнутым, если X = Y для любого подмодуля Y в M , являющегося
существенным расширением модуля X.
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b. Утверждения проверяются непосредственно и хорошо известны.
c. Пусть a и b—ненулевые элементы тела A. Так как A— тело, то в области R имеется алгоритм
Евклида, и поэтому (a+ x)R—максимальный правый идеал квазиинвариантной справа области
R. Тогда (a + x)R—идеал в R. Поэтому b(a + x) ∈ (a + x)R и ba + bx = ac + xc для некоторого
c ∈ A, откуда bx = xc и ba = ac. Тогда b = c и ba = ab.
d. В силу утверждения b кольцо A—квазиинвариантно справа. Поэтому

J(A) =
⋂

i∈I
Mi,

где {Mi}i∈I —множество всех таких идеалов кольца A, что A/Mi — тело. Непосредственно про-
веряется, что любое факторкольцо квазиинвариантного справа кольца квазиинвариантно спра-
ва. Кроме того, каждое кольцо (A/Mi)[x] изоморфно факторкольцу квазиинвариантного справа
кольца R. Поэтому каждое кольцо (A/Mi)[x] квазиинвариантно справа. В силу утверждения c
каждое факторкольцо A/Mi коммутативно. Поэтому факторкольцо A/J(A) коммутативно. �

Лемма 2. Пусть A—центрально существенное кольцо.

(a) Кольцо A[x]—центрально существенно.
(b) Если факторкольцо A/J(A) некоммутативно, то A[x]—центрально существенное кольцо,

не являющееся квазиинвариантным справа (слева).

Доказательство.
a. Утверждение доказано в [1, Lemma 2.2].
b. Утверждение следует из утверждения a и леммы 1, d. �

2.1. Окончание доказательства теоремы 1.
a. В работе [5, Theorem 1.5] построен пример такого центрально существенного кольца A, что
факторкольцо A/J(A) не является PI-кольцом. В частности, кольцо A/J(A) некоммутативно.
Теперь утверждение следует из леммы 2, b.
b. Пусть F—поле и A—подалгебра F-алгебры всех матриц размера 7× 7, состоящей из матриц
A вида

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α a b c d e f
0 α 0 b 0 0 d
0 0 α 0 0 0 e
0 0 0 α 0 0 0
0 0 0 0 α 0 a
0 0 0 0 0 α b
0 0 0 0 0 0 α

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Пусть для A′ ∈ A имеем a′ = a + 1, а остальные компоненты совпадают с соответствующими
компонентами матрицы A. Тогда AA′ �= A′A, если a �= 0 и b �= 0. Таким образом, алгебра A
некоммутативна. Нетрудно видеть, что в Z(A) лежат матрицы C вида

C =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α 0 0 c d e f
0 α 0 0 0 0 d
0 0 α 0 0 0 e
0 0 0 α 0 0 0
0 0 0 0 α 0 0
0 0 0 0 0 α 0
0 0 0 0 0 0 α

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Пусть A ∈ A, причем a �= 0 или b �= 0. Выберем матрицу B ∈ Z(A) с d = a, e = b и нулями на
остальных местах. Тогда 0 �= AB ∈ Z(A). Следовательно, A—центрально существенная алгебра.
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Рассмотрим правый идеал I в A, состоящий из матриц вида

B =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 b 0 0 0 f
0 0 0 b 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 b
0 0 0 0 0 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Непосредственно проверяется, что I не является идеалом в A. Кроме того, I — замкнутый правый
идеал. В самом деле, идеал в A, имеющий только элемент c в качестве ненулевой компоненты,
есть ∩-дополнение к I.
В то же время замкнутый левый идеал J в A, элементами которого являются матрицы

D =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 a 0 0 0 0 f
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 a
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

не является идеалом. Идеал, имеющий только элемент c в качестве ненулевой компоненты, яв-
ляется ∩-дополнением также и для J .

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Markov V. T., Tuganbaev A. A. Centrally essential group algebras// J. Algebra. — 2018. — 512, № 15. —
P. 109–118.

2. Марков В. Т., Туганбаев А. А. Центрально существенные кольца// Дискр. мат. — 2018. — 30, № 2. —
С. 55–61.

3. Huh C., Jang S.-H., Kim C.-O., Lee Y. Rings whose maximal one-sided ideals are two-sided// Bull. Korean
Math. Soc. — 2002. — 39, № 3. — P. 411–422.

4. Markov V. T., Tuganbaev A. A. Rings essential over their centers// Commun. Algebra. — 2019. — 47, № 4.
— P. 1642–1649.

5. Markov V. T., Tuganbaev A. A. Constructions of centrally essential rings// Commun. Algebra. — 2020. —
48, № 1. — P. 198–203.

Любимцев Олег Владимирович
Нижегородский государственный университет им. Н. И. Лобачевского
E-mail: oleg_lyubimcev@mail.ru

Туганбаев Аскар Аканович
Национальный исследовательский университет «МЭИ», Москва;
Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова
E-mail: tuganbaev@gmail.com



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile (Color Management Off)
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 600
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.01667
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 600
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 2.03333
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 2400
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV <>
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [2834.646 2834.646]
>> setpagedevice


