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Глава 3

СТАБИЛИЗАЦИЯ СТАЦИОНАРНЫХ ДВИЖЕНИЙ СПУТНИКА
В ГЕОМАГНИТНОМ ПОЛЕ

3.5. Определение ориентации спутника по измерениям магнитометров

Рассмотрим кратко задачу определения ориентации спутника по измерениям, доставляемым
магнитометром. Центр масс спутника движется по круговой орбите. Как уже указывалось в гл. 1,
для работы магнитных систем ориентации и стабилизации спутников требуется информация об
угловом движении спутника. Эту информацию доставляют магнитометры, измеряющие магнит-
ное поле Земли в связанной со спутником системе координат.
Модель измерений магнитометра, представленная в гл. 1, имеет вид (1.1.9), а в линеаризован-

ном виде (1.1.17).
Одной из классических ранних работ по ориентации спутника является книга J. Werz [76].

Использование фильтра Калмана для определения ориентации спутника по измерениям магни-
тометра рассмотрено в [66,67,70,75]. Краткий обзор методов определения ориентации спутников,
использующих магнитометры, содержится в [70].
1. Исследуем наблюдаемость линеаризованных в окрестности положения равновесия (1.1.10)
уравнений движения (1.1.14) по результатам измерений магнитометра (1.1.17).
Линеаризованные уравнения движения (3.1.1) при и уравнения измерений имеют вид (множи-

тель μ0 опускается)

ẍ1 − d1ẋ3 − κ1x1 = 0, ẍ3 + d3ẋ1 − κ3x3 = 0, (3.5.1)
ẍ2 − κ2x2 = 0, (3.5.2)

σ1 = 2x2sIsτ + x3cI, σ2 = −2x1sIsτ + x3sIcτ, σ3 = −x1cI − x2sIcτ. (3.5.3)

Здесь

d1 =
d

J1
, d3 =

d

J3
, d = J2 − J1 − J3;

κ1 = 4
J3 − J2

J1
, κ2 = 3

J3 − J1
J2

, κ3 =
J1 − J2

J3
.

Среди измерений σ1, σ2, σ3 только 2 независимых. Если орбита экваториальная (sin I = 0), то из
формул (3.5.3) следует, что измерения имеют вид σ1 = x3cI, σ2 ≡ 0, σ3 = −x1cI, т. е. переменная
x2 не наблюдаема.
Далее будем считать, что sin I �= 0.
Представим систему (3.5.1) с измерением σ̄2 = σ2/sI в форме Коши

ξ̇(1) = Aξ(1), ξ(1) =
[
x1 x3 ẋ1 ẋ3

]�
, σ̄2 = C(τ)ξ(1), (3.5.4)

A =

⎡

⎢⎢
⎣

0 0 1 0
0 0 0 1
κ1 0 0 d1
0 k3 −d3 0

⎤

⎥⎥
⎦ , C(τ) =

[−2sτ cτ 0 0
]
.
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Система (3.5.4), согласно критерию наблюдаемости (см. гл. 2, § 1.1), наблюдаема, если можно
указать такую точку τ∗, в которой

rankW (τ∗) = 4 (detW (τ∗) �= 0). (3.5.5)

Здесь

W (τ) =

⎡

⎢⎢
⎣

2sτ 2cτ 2(κ1 − 1)sτ l14cτ
−cτ sτ (1− κ3)cτ l24sτ
0 2sτ (4 + d3)cτ l34sτ
0 −cτ 2(1 + d1)sτ l44cτ

⎤

⎥⎥
⎦

l14 = 6κ1 + κ1d3 − 2, l24 = 3κ3 + 2κ3d1 − 1,

l34 = 2κ1 − 2d1d3 − 3d3 − 6, l44 = −κ3 + d1d3 + 6d1 + 3.

Представим выражение detW (τ) в виде

detW = N1(sτ)
4 +N2(sτ)

2(cτ)2 +N3(cτ)
4,

N1 = 4(d1 + 1)(2l24 − l34), N3 = (d3 + 4)(2l44 + l14).

Достаточно показать, что коэффициенты N1, N3 одновременно в ноль не обращаются ни при
каких значениях моментов инерции спутника. Это означает, что система (3.5.4) наблюдаема,
т. е. наблюдаются переменные x1, x3, ẋ1, ẋ3. Тогда переменные x1, x3 можно считать известны-
ми, и для анализа наблюдаемости системы (3.5.2) достаточно рассматривать модифицированное
уравнение измерений

σ̄1 = σ1 − cI(x3sτ + 2x1cτ) = 2x2sI.

Отсюда следует наблюдаемость системы (3.5.2) по измерению σ̄1.
Таким образом, система (3.5.1), (3.5.2) по измерениям магнитометра (3.5.3) наблюдаема при

любых значениях моментов инерции, если орбита не является экваториальной.
2. Следуя методу, изложенному в главе 2, для решения задачи оценивания состояния систе-
мы (3.5.1), (3.5.2) по нестационарным измерениям (3.5.3) необходимо привести ее к стационарному
виду и исследовать наблюдаемость.
Будем считать, что орбита спутника не является ни экваториальной, ни полярной I �= 0, I �=

π/2, и рассмотрим измерения σ1, σ3.
Введем замену переменных

y1 = x1, y2 = x3, y3 = x2 cos τ, y4 = x2 sin τ. (3.5.6)

Переменные y1, . . . , y4 подчиняются стационарной системе уравнений 8-го порядка

ÿ1 − d1ẏ2 − κ1y1 = 0, ÿ2 + d3ẏ1 − κ3y2 = 0, ÿ3 + 2ẏ4 − κ̄2y3 = 0, ÿ4 − 2ẏ3 − κ̄2y4 = 0, (3.5.7)

где
σ1 = 2y4sI + y2cI, σ3 = y1cI + y3sI. (3.5.8)

Система (3.5.7), (3.5.8) наблюдаема тогда и только тогда, когда [50]

rankWy(λ) = 4 ∀λ, (3.5.9)

Wy(λ) =

⎡

⎣
W1 O2

O2 W2

W3 W4

⎤

⎦ , W1 =

[
λ2 − κ1 −d1λ
d3λ λ2 − κ3

]
, W2 =

[
λ2 − κ̄2 2λ
−2λ λ2 − κ̄2

]
,

W3 = E2cI, W4 = sI

[
1 0
0 2

]
.

Условие наблюдаемости (3.5.9) выполняется, если хотя бы одно из выражений Δj не обращается
в нуль:

Δ1 = 2(sI)2[(λ2 − κ1)(λ
2 − κ3) + d1d3λ

2],

Δ2 = 2sIcIλ[λ2 − κ1 + d1(λ
2 − κ̄2)],

Δ3 = sIcI[−(λ2 − κ1)(λ
2 − κ̄2) + 4d1λ

2],
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Δ4 = 2sIcI[(λ2 − κ3)(λ
2 − κ̄2)− d3λ

2],

Δ5 = sIcIλ[4(λ2 − κ3) + d3(λ
2 − κ̄2)],

Δ6 = (cI)2[4λ2 + (λ2 − κ̄2)
2].

Характеристическое уравнение системы (3.5.7) имеет корни λ1,2 = 0 при κ̄2 = 0. Тогда

Δ1 = κ1κ3, Δ2 = Δ3 = Δ4 = Δ5 = Δ6 = 0.

Отсюда следует, что система (3.5.7) не наблюдаема по измерениям (3.5.8), если выполняются
условия

κ̄2 = 0, κ1 = 0 либо κ̄2 = 0, κ3 = 0.

или
J2 = J3, J1 =

4

3
J3 либо J1 = J2, J3 =

2

3
J1. (3.5.10)

Можно показать, что в этих случаях исходная нестационарная система (3.5.1)–(3.5.3) наблюдаема.
Для построения алгоритма оценки следует представить стационарную систему (3.5.7), (3.5.8)

в форме Коши

η̇ = Aηη, σ = Cηη, η =
[
y1 y2 ẏ1 ẏ2 y3 y4 ẏ3 ẏ4

]�
, (3.5.11)

Aη =

⎡

⎢⎢
⎣

O2 E2 O2 O2

A21 A22 O2 O2

O2 O2 A33 E2

O2 O2 κ2E2 A33

⎤

⎥⎥
⎦ , A21 =

[
κ1 0
0 κ3

]
, A22 =

[
0 d1

−d3 0

]
,

A33 =

[
0 1

−1 0

]
, Cη =

[
cIE2 O2 sIC3 O2

]
, C3 =

[
1 0
0 2

]
.

Если стационарная система (3.5.11) наблюдаема, то можно строить те или иные алгоритмы оце-
нивания аналогично тому, как это делалось в задачах управления.

3.6. Приложение

3.6.1. Приложение 1. В работе принята приближенная модель магнитного поля Земли в ви-
де прямого магнитного диполя (1.1.8). Как уже указывалось в главе 1, такая аппроксимация
пригодна для аналитических исследований и является традиционной. В действительности струк-
тура магнитного поля Земли (МПЗ) значительно сложнее. МПЗ имеет мультипольный характер
и, кроме того, совершает суточное вращение вместе с Землей. Такие мультипольные модели МПЗ
представлены в литературе [5, 37, 39, 59, 60].
Покажем, что применяемый в работе подход к исследованию линейных систем, нестационарных

по управлению, описанный в главе 3, где использовалась простая модель МПЗ (1.1.8), может
быть использован и при исследовании задач стабилизации стационарных движений спутника
при помощи магнитных моментов и в случае более сложной модели магнитного поля [39].
В соответствие с работой [39] рассмотрим движение спутника, центр масс которого движется

по круговой экваториальной орбите радиуса R. Пусть Vc = R(ω0−ωE)eτ — скорость центра масс
спутника относительно магнитного поля. Здесь ω0— орбитальная угловая скорость, ωE — угловая
скорость суточного вращения Земли.
Компоненты вектора магнитной индукции b(t) в орбитальной системе координат имеют

вид [37]

bτ =

(
RE

R

)3

(g11sτ − h11cτ) +
√
3

(
RE

R

)4

(g22s2τ − h22c2τ)+

+

√
6

4

(
RE

R

)5 [√
15

(
g33s3τ − h33c3τ

)− (
g13sτ − h13cτ

)]
, (3.6.1a)

bn = −
(
RE

R

)3

g10 −
√
3

(
RE

R

)4

(g12cτ + h12sτ)−
1

2

(
RE

R

)5 [√
15

(
g23c2τ + h23s2τ

)− 3g033

]
, (3.6.1b)
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br = 2

(
RE

R

)3

(g11cτ + h11sτ) +
3

2

(
RE

R

)4 [√
3
(
g22c2τ + h22s2τ

)− g02

]
+

+
√
2

(
RE

R

)5 [√
5
(
g33c3τ + h33s3τ

)−
√
3
(
g13cτ + h13sτ

)]
. (3.6.1c)

Здесь gmn , hmn — гауссовы коэффициенты; τ = ω0(1− ε)t, ε = ωE/ω0.
Выражения для bτ , bn, br содержат периодические функции с частотами, равными 1, 2, 3.

Для пояснения сути предложенного выше подхода к исследованию систем, нестационарных по
управлению, ограничимся в выражениях (3.6.1) рассмотрением только частот 1 и 2. Учет слага-
емых с частотой 3 просто увеличит порядок приведенных стационарных систем.
Будем считать, как и ранее, что управляющий момент создается за счет взаимодействия соб-

ственного магнитного момента спутника с геомагнитным полем (см. формулу (1.1.6))

Mc
m = m× b. (3.6.2)

Линеаризованные уравнения движения, управляемого моментом (3.6.2), запишем в виде, ана-
логичном уравнениям (1.1.16), в которых безразмерное время τ = ω0t следует заменить на
τ = ω0(1− ε)t.
В соответствии с этим уравнения (1.1.16) примут вид

ẍ1 − d̃1ẋ3 − κ̃1x1 = M1, ẍ3 + d̃3ẋ1 − κ̃3x3 = M3, ẍ2 − κ̃2x2 = M2. (3.6.3)

Здесь

d̃j =
dj

1− ε
, κ̃i =

κi
(1− ε)2

(j = 1, 2; i = 1, 2, 3).

Выражения для моментов имеют вид

M1 = brm2 − bnm3, M2 = bτm3 − brm1, M3 = bnm1 − bτm2.

где
bτ = μ0[(g

1
1sτ − h11cτ) + ν(g22s2τ − h22c2τ)],

bn = −μ0[g
1
0 + ν(g12cτ + h12sτ)],

br = μ0

[
2(g11cτ + h11sτ) +

3

2
ν(g22c2τ + h22s2τ − g̃02)

]
.

Здесь

μ0 =

(
RE

R

)3

, ν =
√
3
RE

R
, g̃02 =

g02√
3
.

С учетом всех обозначений линеаризованные уравнения управляемого движения принимают
вид

ẍ1 − d̃1ẋ− κ̃1x1 =

= μ∗
{[

2(g11cτ + h11sτ) +
3

2
ν(g22c2τ + h22s2τ − g̃02)

]
u2 − [g10 + ν(g12cτ + h12sτ)]u3

}
, (3.6.4a)

ẍ3 + d̃3ẋ1 − κ̃3x3 = −μ∗{[g10 + ν(g12cτ + h12sτ)]u1 + [(g11sτ − h11cτ) + ν(g22s2τ − h22c2τ)]u2}, (3.6.4b)

ẍ2 − κ̃2x2 = μ∗
{
[(g11sτ − h11cτ) + ν(g22s2τ − h22c2τ)]u3−

−
[
2(g11cτ + h11sτ) +

3

2
ν(g22c2τ + h22s2τ − g̃02)

]
u1

}
, (3.6.4c)

где
μ∗ =

μ0

ω2
0(1 − ε)2

.
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Замена переменных
x1 = y1cτ + y3sτ + y5c2τ + y7s2τ + y9,

x3 = y2cτ + y4sτ + y6c2τ + y8s2τ + y10,

x2 = y11cτ + y12sτ + y13c2τ + y14s2τ + y15

(3.6.5)

приводит систему (3.6.4) к стационарной системе:

ÿ1 − (1 + κ̃1)y1 + 2ẏ3 − d̃1ẏ2 − d̃1y4 = μ∗(2g11u2 + νg12u3),

ÿ3 − 2ẏ1 − (1 + κ̃1)y3 + d̃1y2 − d̃1ẏ4 = μ∗(2h11u2 + νh12u3),

ÿ5 − (4 + κ̃1)y5 + 4ẏ7 − d̃1ẏ6 − 2d̃1y8 = μ∗
3

2
νg02u2,

ÿ7 − (4 + κ̃1)y7 − 4ẏ5 + 2d̃1y6 − d̃1ẏ8 = μ∗
3

2
νh22u2,

ÿ9 − κ̃1y9 − d̃1ẏ10 = μ∗
(
−3

2
νg̃02u2 + g10u3

)
,

(3.6.6)

ÿ2 − (1 + κ̃3)y2 + 2ẏ4 + d̃3ẏ1 + d̃3y3 = −μ∗(νg12u1 − h11u2),

ÿ4 − 2ẏ2 − (1 + κ̃3)y4 − d̃3y1 + d̃3ẏ3 = −μ∗(νh12u1 + h11u2),

ÿ6 − (4 + κ̃3)y6 + 4ẏ8 + d̃3ẏ5 + 2d̃3y7 = μ∗νh22u2,

ÿ8 − 4ẏ6 − (4 + κ̃3)y8 − 2d̃3y5 + d̃3ẏ7 = −μ∗νg22u2,

ÿ10 + d̃3ẏ9 − κ̃3y10 = −μ∗g10u1,

(3.6.7)

ÿ11 − (1 + κ̃2)y11 + 2ẏ12 = −μ∗(2g11u1 + h11u3),

ÿ12 − 2ẏ11 − (1 + κ̃2)y12 = −μ∗(2h11u1 − g11u3),

ÿ13 − (4 + κ̃2)y13 + 4ẏ14 = −μ∗
(
νh22u3 +

3

2
νg22u1

)
,

ÿ14 − 4ẏ13 − (4 + κ̃2)y14 = μ∗
(
νg22u3 −

3

2
νh22u1

)
,

ÿ15 − κ̃2y15 = −μ∗
3

2
νg̃02u1.

(3.6.8)

Если не включать в замену (3.6.5) переменные, содержащие sin 2τ , cos 2τ , т.е. положить

y5 = y6 = y7 = y8 = y13 = y14 = 0, g22 = h22 = 0,

то система (3.6.6)–(3.6.8) примет вид

ÿ1 − (1 + κ̃1)y1 + 2ẏ3 − d̃1ẏ2 − d̃1y4 = μ∗(2g11u2 + νg12u3),

ÿ2 − (1 + κ̃3)y2 + 2ẏ4 + d̃3ẏ1 + d3y3 = −μ∗(νh12u1 − h11u2),

ÿ3 − 2ẏ1 − (1 + κ̃1)y3 + d̃1y2 − d̃1ẏ4 = μ∗(2h11u2 + νh12u3),

ÿ4 − 2ẏ2 − (1 + κ̃3)y4 − d̃3y1 + d̃3ẏ3 = −μ∗(νh12u1 + g11u2),

ÿ9 − κ̃1y9 − d̃1ẏ10 = μ∗
(
−3

2
νg̃02u2 + g10u3

)
,

ÿ10 + d̃3ẏ9 − κ̃3y10 = −μ∗g10u1,

ÿ11 − (1 + κ̃2)y11 + 2ẏ12 = −μ∗(2g11u1 + h11u3),

ÿ12 − 2ẏ11 − (1 + κ̃2)y12 = −μ∗(2h11u1 − g11u3),

ÿ15 − κ̃2y15 = −μ∗
3

2
νg̃02u1.

(3.6.9)
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Сравним систему (3.6.9) с системой (3.1.7)–(3.1.9), в которой замена переменных имела
вид (3.1.6), которая отличается от замены (3.6.5) только тем, что y9 ≡ y5, y10 ≡ y6, y15 ≡ 0,
y11 ≡ y7, y12 ≡ y8 и кроме того, d̃j = dj, κ̃i = κi (j = 1, 2; i = 1, 2, 3), g11 = g12 = h12 = g̃02 = 0.
Последние условия связаны с тем, что в формулах [37] использована несколько более общая

модель для представления вектора b(t), отличная от модели (1.1.8) при I = 0. В этом случае
уравнения (3.6.9) совпадают с уравнениями (3.1.7)–(3.1.8).

3.6.2. Приложение 2. Уравнения движения спутника (1.1.16) при движении по экватору
I = 0 с учетом членов второго приближения имеют вид

ẍ1 = . . .+
δ1
J1

ẋ2(ẋ3 − x1) +
δ3
J1

d3x2(ẋ1 + x3) + qRω0
μ0

J1
v3x1,

ẍ3 = . . .− δ2
J3

ẋ2(ẋ1 + x3) +
δ3
J1

d3x2(ẋ3 − 4x1)− qRω0
μ0

J3
v1x1,

ẍ2 = . . .− δ1
J2

ẋ1ẋ3 +
δ2
J2

x3ẋ3 − δ2δ4
J2J3

x1(ẋ1 + x3)− μ0

J2
(u1x1 + u3x2) + qRω0

μ0

J2
v3x2.

Здесь δ1 = J1 + J2 − J3; δ2 = J2 + J3 − J1; δ3 = J3 − J1; δ4 = J3 − J2.
При движении по полярной орбите I = π/2 уравнения (1.1.16) с учетом нелинейных членов

имеют вид

ẍ1 = . . .+
δ1
J1

ẋ2(ẋ3 − x1) +
δ3
J1

d3x2(ẋ1 + x3) +
μ0

J1
(x3 cos τ − 2x1 sin τ)u3,

ẍ3 = . . .− δ2
J3

ẋ2(ẋ1 + x3) +
δ3
J1

d3x2(ẋ3 − 4x1)− μ0

J3
(x3 cos τ − 2x1 sin τ)u1,

ẍ2 = . . .− δ1
J2

ẋ1ẋ3 +
δ2
J2

x3ẋ3 − δ2δ4
J2J3

x1(ẋ1 + x3)−

− μ0

J2
x2(u1 cos τ + 2u3 sin τ)− 2

μ0qRω0

J2
sin τ(v1x1 + v3x3).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлены новые результаты в решении задач стабилизации стационарных движений
спутника около центра масс в гравитационном и магнитном полях.
Предложен аналитический подход, позволяющий эффективно проводить структурный анализ

системы, корректно строить алгоритмы стабилизации. Этот подход может быть использован при
решении различных задач космической тематики.
Представлены решения следующих задач стабилизации стационарных движений спутника

в гравитационном поле:
1. стабилизация положения равновесия (в том числе с учетом аэродинамических сил) при помощи
магнитных моментов и моментов сил Лоренца;

2. стабилизация при совместном использовании магнитных и лоренцевых моментов;
3. стабилизация регулярных прецессий спутника при помощи магнитных моментов.
Результаты подробного математического моделирования предложенных алгоритмов подтвер-

ждают эффективность разработанной методики.
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