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Аннотация. Рассматриваются вырожденные линейные системы дифференциальных уравнений
специального вида в банаховых пространствах. Структура решения задачи Коши для таких си-
стем полностью определяется свойствами матричного и операторного пучков системы. Решения
строятся в пространстве распределений с ограниченным слева носителем и восстанавливаются с
помощью матричной фундаментальной оператор-функции системы. На основе анализа постро-
енного таким способом обобщенного решения можно получить теоремы о разрешимости в про-
странстве функций конечной гладкости исходной задачи Коши.
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Abstract. Degenerate linear systems of differential equations of a special form in Banach spaces
are considered. The structure of the solution of the Cauchy problem for such systems is completely
determined by the properties of the matrix and operator pencils of the system. Solutions are constructed
in the space of distributions with support bounded on the left and are restored using the matrix
fundamental operator function of the system. Based on the analysis of the generalized solution
constructed in this way, one can obtain theorems on the solvability in the space of functions of finite
smoothness of the original Cauchy problem.
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1. Введение. Рассматривается задача Коши для системы дифференциальных уравнений сле-
дующего вида:

MBū(N)(t) = LAū(t) + f̄(t), (1)

ū(0) = ū0, ˙̄u(0) = ū1, . . . , ū(N−1)(0) = ūN−1; (2)

здесь ū(t) и f̄(t)— вектор-функции (столбцы) размерности s, компоненты ui(t) которых —функ-
ции со значениями в E1, fi(t)—функции со значениями в E2, i = 1, . . . , s, E1, E2 —банаховы про-
странства, B, A— замкнутые линейные операторы из E1 в E2, D(B) = D(A) = E1, D(B) ⊂ D(A),
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00407 A)..

ISSN 2782–4438 c© ВИНИТИ РАН, 2023



СИНГУЛЯРНЫЕ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 151

оператор B необратим, R(B) = R(B), оператор A непрерывно обратим. Символами Aū(t) и
Bū(N)(t) Обозначены вектор-функции (столбцы) размерности s с компонентами Aui(t) и Bu

(N)
i (t),

M и L—квадратные (s×s)-матрицы, записиMBū(N)(t) и LAū(t) означают, как обычно, действия
матриц M и L на вектор-функции (столбцы) Bū(N)(t) и Aū(t) соответственно.
В уравнении (1) не только оператор B при старшей производной необратим, но и матрица M

вырождена. В случае detM �= 0 без ограничения общности можно считать, что M ≡ Es — единич-
ная матрица; соответствующие результаты были получены в [10]. Таким образом, в уравнении (1)
имеем «двойное вырождение», а именно, ядро оператора N(B) �= ∅ и detM = 0. Отметим, что
системы вида (1)–(2) встречаются, например, при изучении колебательных процессов в сложно
организованных структурах типа молекулы ДНК (см. [12] и библиографию там же).

2. Основные сведения о пучках матриц с постоянными коэффициентами. Известно
(см. [4]), что для любой квадратной матрицы C размерности d существует такая невырожденная
матрица T, что

TCT
−1 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

λ1Eq1 + Nq1 0 0 . . . 0
0 λ2Eq2 + Nq2 0 . . . 0
...

...
...
. . .

...
0 0 0 . . . λμEqμ + Nqμ

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

= diag
{
λ1Eq1 + Nq1 , λ2Eq2 + Nq2 , . . . , λμEqμ + Nqμ

}
; (3)

здесь q1+q2+·+qμ = d, индекс qi при матрицах Eqi (единичной) или Nqi (жорданов нильпотентный
блок) означает их размерность qi,

Nqi =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...
...
...
. . .

...
0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, i = 1, . . . μ, N

qi
qi = Oqi . (4)

Правую часть равенства (3) называют канонической жордановой формой матрицы C, блоки
(λiEqi+Nqi) называют жордановыми «ящиками», числа λi называют собственными числами мат-
рицы C кратности qi, причем все λi отличны от нуля, если detC �= 0.
Для квадратных матриц M и L размерности s из уравнения (1) выражение вида (λM+L), где

λ— скалярный параметр (вообще говоря, комплексный), принято называть пучком пары матриц
M и L (см. [3,11]). Такой пучок называется регулярным, если его характеристический многочлен
det(λM+ L) �= 0; в этом случае существует пара таких невырожденных квадратных матриц P и
Q размерности s, что

P(λM+ L)Q = λ

(
Ed Od×(s−d)

O(s−d)×d N

)
+

(
Jd Od×(s−d)

O(s−d)×d Es−d

)
(5)

(см. [3,11]), где N = diag
{
Nm1 ,Nm2 , . . . ,Nmj

}
, Nmi —жордановы нильпотентные блоки размерно-

сти mi (см. (4)), d +m1 +m2 + · · · +mj = s. Обозначим через m̃ = max(m1,m2, . . . ,mj) индекс
регулярности (см. [11]) матричного пучка (λM + L); тогда N

m̃ = Om1+m2+···+mj = Os−d, Jd —
квадратная матрица размерности d жордановой структуры (см. правую часть формулы (3)).
Если detL �= 0, то в силу (5) в представлении (3) для матрицы Jd все λi �= 0, i = 1, . . . , μ.

3. Матричные фундаментальные оператор-функции в условиях фредгольмовости.
Пусть для пучка (λB + A) операторных коэффициентов уравнения (1) выполнено следующее
условие:
(A) оператор B фредгольмов (см. [2]), т.е. dimN(B) = dimN(B∗) = n, и имеет полный A-

жорданов набор (см. [2]) элементов {ϕ(j)
i ∈ E1, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , pi}.
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Тогда существует набор функционалов {φ(j)i ∈ E∗
2 , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , pi}, составляющих пол-

ный A∗-жорданов набор оператора B∗; здесь {ϕ(1)
i , i = 1, . . . , n, }— базис ядра N(B) оператора B

и {φ(1)i , i = 1, . . . , n}— базис ядра N(B∗) сопряженного оператора B∗.
В соответствии с теоремой Хана—Банаха (см. [2]) существуют биортогальные системы элемен-

тов
〈ϕ(1)

i , γk〉 = 〈zk, φ(1)i 〉 = δik, i, k = 1, . . . , n, γk ∈ E∗
1 , zk ∈ E2,

где δik — символ Кронекера; тогда существуют ограниченный оператор Треногина—Шмидта вида

Γ =

(
B +

n∑
i=1

〈·, γi〉zi
)−1

∈ L(E2, E1)

(см. [2]) и проектор в E2

Q̃ =
n∑

i=1

pi∑
j=1

〈·, φ(j)i

〉
Aϕ

(pi+1−j)
i .

В соответствии с [10, теорема 1] справедливо следующее утверждение.

Утверждение 1. Если матричный пучок (λM+L) регулярен, detL �= 0, операторный пучок
(λB+A) удовлетворяет условию (А), то матричный дифференциальный оператор

(
EdBδ

(N)(t)−
JdAδ(t)

)
имеет в классе K ′

+(E2) матричную фундаментальную оператор-функцию вида

Ẽd(t) = diag
{
Eλ1(t), Eλ2(t), . . . , Eλμ(t)

}
; (6)

здесь каждый из диагональных блоков Eλν (t) является верхнетреугольной квадратной матри-
цей размерности qν вида

Eλν (t) = EqνEλν (t) ∗ σλν (t), ν = 1, . . . , μ,

σλν (t) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Iδ(t) Aδ(t) ∗ Eλν (t) (Aδ(t) ∗ Eλν (t))
2 . . . . . . (Aδ(t) ∗ Eλν (t))

qν−1

0 Iδ(t) Aδ(t) ∗ Eλν (t) . . . . . . (Aδ(t) ∗ Eλν (t))
qν−2

0 0 Iδ(t) . . . . . . (Aδ(t) ∗ Eλν (t))
qν−3

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 . . . Aδ(t) ∗ Eλν (t) (Aδ(t) ∗ Eλν (t))
2

0 0 0 . . . Iδ(t) Aδ(t) ∗ Eλν (t)
0 0 0 . . . 0 Iδ(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (7)

Eλν (t) = ΓUN (λνAΓt)
[
I − Q̃

]
θ(t)−

n∑
i=1

⎛
⎝

pi−1∑
k=0

⎧⎨
⎩

pi−k∑
j=1

〈
·, φ(j)i

〉 1

λk+1
ν

ϕ
(pi−k+1−j)
i

⎫⎬
⎭ δ(k·N)(t)

⎞
⎠ ,

UN (λνAΓt) =

∞∑
i=1

(λνAΓ)
i−1 tiN−1

(iN − 1)!
.

Следствие 1. Если в условиях утверждения 1 все элементарные делители матрицы Jd име-
ют первую степень, то матричная фундаментальная оператор-функция дифференциального
оператора

(
EdBδ

(N)(t)− JdAδ(t)
)
имеет в классе K ′

+(E2) (наиболее простой) вид

Ẽd(t) = diag
{Eλ1(t), Eλ2(t), . . . , Eλd

(t)
}
.

Имеет место также следующий факт.

Утверждение 2. Если матричный пучок (λM + L) регулярен, оператор A непрерывно об-
ратим, то матричный дифференциальный оператор

(
NBδ(N)(t) − Es−dAδ(t)

)
имеет в классе

K ′
+(E2) матричную фундаментальную оператор-функцию вида

−
m̃−1∑
k=0

N
k(A−1B)kA−1δ(k·N)(t).
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Доказательство. В соответствии с определением фундаментальной оператор-функции (см. [17])
необходимо проверить справедливость следующих двух матрично-операторных равенств:

(
NBδ(N)(t)− Es−dAδ(t)

)
∗
(
−

m̃−1∑
k=0

N
k(A−1B)kA−1δ(k·N)(t)

)
= Es−dI2δ(t),

(
−

m̃−1∑
k=0

N
k(A−1B)kA−1δ(k·N)(t)

)
∗
(
NBδ(N)(t)− Es−dAδ(t)

)
= Es−dI1δ(t);

здесь I1 и I2— единичные операторы банаховых пространств E1 и E2 соответственно. Действи-
тельно, в силу нильпотентности N (см. формулу (5)) получаем

(
NBδ(N)(t)− Es−dAδ(t)

)
∗
(
−

m̃−1∑
k=0

N
k(A−1B)kA−1δ(k·N)(t)

)
=

= −
m̃−2∑
k=0

N
k+1B(A−1B)kA−1δ((k+1)·N)(t) +

m̃−1∑
k=0

N
kA(A−1B)kA−1δ(k·N)(t) =

= −
m̃−1∑
k=1

N
kB(A−1B)k−1A−1δ(k·N)(t) +

m̃−1∑
k=1

N
kAA−1B(A−1B)k−1A−1δ(k·N)(t) + Es−dAA

−1δ(t) =

= Es−dI2δ(t).

Второе равенство доказывается аналогично:
(
−

m̃−1∑
k=0

N
k(A−1B)kA−1δ(k·N)(t)

)
∗
(
NBδ(N)(t)− Es−dAδ(t)

)
=

= −
m̃−2∑
k=0

N
k+1(A−1B)k+1δ((k+1)·N)(t) +

m̃−1∑
k=0

N
k(A−1B)kδ(k·N)(t) =

= −
m̃−1∑
k=1

N
k(A−1B)kδ(k·N)(t) +

m̃−1∑
k=1

N
k(A−1B)kδ(k·N)(t) + Es−dI1δ(t) = Es−dI1δ(t). �

Из утверждений 1 и 2 вытекает следующая теорема.

Теорема 1. Если матричный пучок (λM + L) регулярен, detL �= 0, операторный пучок
(λB+A) удовлетворяет условию (А) и оператор A непрерывно обратим, то матричный диффе-
ренциальный оператор

(
MBδ(N)(t)−LAδ(t)

)
(соответствующий уравнению (1)) имеет в классе

K ′
+(E2) матричную фундаментальную оператор-функцию вида

EN (t) = Qδ(t) ∗
⎛
⎝

Ẽd(t) Od×(s−d)

O(s−d)×d −
m̃−1∑
k=0

N
k(A−1B)kA−1δ(k·N)(t)

⎞
⎠ ∗ Pδ(t). (8)

Доказательство. Доказательство проведем по той же схеме, что и в утверждении 2. В силу
равенства (5) и утверждений 1 и 2 имеем
(
MBδ(N)(t)− LAδ(t)

)
∗ EN (t) = P

−1δ(t) ∗ Pδ(t) ∗
(
MBδ(N)(t)− LAδ(t)

)
∗

∗Qδ(t) ∗
⎛
⎝

Ẽd(t) Od×(s−d)

O(s−d)×d −
m̃−1∑
k=0

N
k(A−1B)kA−1δ(k·N)(t)

⎞
⎠ ∗ Pδ(t) =
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= P
−1δ(t) ∗

((
Ed Od×(s−d)

O(s−d)×d N

)
Bδ(N)(t)−

(
Jd Od×(s−d)

O(s−d)×d Es−d

)
Aδ(t)

)
∗

∗
⎛
⎝

Ẽd(t) Od×(s−d)

O(s−d)×d −
m̃−1∑
k=0

N
k(A−1B)kA−1δ(k·N)(t)

⎞
⎠ ∗ Pδ(t) =

= P
−1δ(t) ∗

(
EdBδ

(N)(t)− JdAδ(t) Od×(s−d)

O(s−d)×d NBδ(N)(t)− Es−dAδ(t)

)
∗

∗
⎛
⎝

Ẽd(t) Od×(s−d)

O(s−d)×d −
m̃−1∑
k=0

N
k(A−1B)kA−1δ(k·N)(t)

⎞
⎠ ∗ Pδ(t) =

= P
−1δ(t) ∗

(
EdI2δ(t) Od×(s−d)

O(s−d)×d Es−dI2δ(t)

)
∗ Pδ(t) = EsI2δ(t).

Аналогично проверяется второе равенство:

EN (t) ∗
(
MBδ(N)(t)− LAδ(t)

)
= Qδ(t) ∗

⎛
⎝

Ẽd(t) Od×(s−d)

O(s−d)×d −
m̃−1∑
k=0

N
k(A−1B)kA−1δ(k·N)(t)

⎞
⎠ ∗

∗ Pδ(t) ∗
(
MBδ(N)(t)− LAδ(t)

)
∗Qδ(t) ∗Q−1δ(t) =

= Qδ(t) ∗
⎛
⎝

Ẽd(t) Od×(s−d)

O(s−d)×d −
m̃−1∑
k=0

N
k(A−1B)kA−1δ(k·N)(t)

⎞
⎠ ∗

∗
(
EdBδ

(N)(t)− JdAδ(t) Od×(s−d)

O(s−d)×d NBδ(N)(t)− Es−dAδ(t)

)
∗Q−1δ(t) =

= Qδ(t) ∗
(
EdI1δ(t) Od×(s−d)

O(s−d)×d Es−dI1δ(t)

)
∗Q−1δ(t) = EsI1δ(t). �

В условиях теоремы 1 единственным обобщенным решением класса K ′
+(E1) задачи Коши (1)–

(2) является функция вида

¯̃u(t) = EN (t) ∗
(
f̄(t)θ(t) +MBūN−1δ(t) +MBūN−2δ

′(t) + · · ·+MBū0δ
(N−1)(t)

)
. (9)

Теорема 2. Если в условиях теоремы 1 все элементарные делители матрицы Jd первой
степени,N—нильпотентный блок второго порядка (см. (4)), все pi = 1, i = 1, . . . , n, N = 1,
то матричная фундаментальная оператор-функция (соответствующая уравнению (1)) имеет
вид

E1(t) = Qδ(t) ∗

⎛
⎜⎝
diag

{
E1
λ1
(t), E1

λ2
(t), . . . , E1

λd
(t)
}

Od×2

O2×d
−A−1δ(t) −A−1BA−1δ′(t)

0 −A−1δ(t)

⎞
⎟⎠ ∗ Pδ(t);

здесь

E1
λν
(t) = Γ exp(λνAΓt)

[
I −

n∑
i=1

〈
·, φ(1)i

〉
Aϕ

(1)
i

]
θ(t)− 1

λν

n∑
i=1

〈
·, φ(1)i

〉
ϕ
(1)
i δ(t), ν = 1, . . . , d.

В условиях теоремы 2 единственным обобщенным решением задачи Коши (1)–(2) в классе
K ′

+(E1), в соответствии с формулой (9), является функция

¯̃u(t) = E1(t) ∗
(
f̄(t)θ(t) +MBū0δ(t)

)
, (10)
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сингулярная составляющая которой имеет вид

−Qδ(t) ∗
(

Od Od×2

O2×d N

)(
Q

−1A−1Bū0 + PA−1BA−1f̄(0)
)
δ(t)

и обращается в нуль при выполнении условий
(
O2×d N

)(
Q

−1Bū0 + PBA−1f̄(0)
)
= 0; (11)

это первое условие разрешимости задачи Коши (1)–(2) в классе C1(t � 0, E1). Регулярная состав-
ляющая функции (10) обращает уравнение (1) в тождество; потребовав, чтобы она удовлетворяла
начальным условиям (2), получим ещё одну группу условий разрешимости исходной задачи Коши
(1)–(2) в классе C1(t � 0, E1), а именно,(

O2×d E2

)(
Q

−1Aū0 + Pf̄(0)
)
+
(
O2×d N

)
PBA−1f̄ ′(0) = 0, (12)〈(

Pf̄(0)
)
ν
+ λν

(
Q

−1Aū0
)
ν
, φi

〉
= 0, i = 1, . . . , n, ν = 1, . . . , d; (13)

здесь
(
Pf̄(0)

)
ν
и
(
Q

−1Aū0
)
ν
—координаты ν соответствующих векторов.

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 3. Если выполнены условия теоремы 2, то исходная задача Коши (1)–(2) разрешима
в классе C1(t � 0, E1) тогда и только тогда, когда выполнены условия разрешимости (11),
(12), (13).

Теорема 4. l Если в условиях теоремы 1 все элементарные делители матрицы Jd имеют
первую степень, N—нильпотентный блок второго порядка (см. (4)), все pi = 1, i = 1, . . . , n,
N = 2, то матричная фундаментальная оператор-функция (соответствующая уравнению (1))
имеет вид

E2(t) = Qδ(t) ∗

⎛
⎜⎝
diag

{
E2
λ1
(t), E2

λ2
(t), . . . , E2

λd
(t)
}

Od×2

O2×d
−A−1δ(t) −A−1BA−1δ′′(t)

0 −A−1δ(t)

⎞
⎟⎠ ∗ Pδ(t);

здесь

E2
λν
(t) = Γ

sh
(√
λνAΓt

)
√
λνAΓ

[
I −

n∑
i=1

〈
·, φ(1)i

〉
Aϕ

(1)
i

]
θ(t)− 1

λν

n∑
i=1

〈
·, φ(1)i

〉
ϕ
(1)
i δ(t), ν = 1, . . . , d.

Так как
sh
(√
λνAΓt

)
√
λνAΓ

= U2(λνAΓt) =
∞∑
i=1

(λνAΓ)
i−1 t2i−1

(2i− 1)!
,

то здесь операторный корень
√
λνAΓ—«формальный символ».

В условиях теоремы 4 единственное решение задачи Коши (1)–(2) в классе K ′
+(E1) имеет вид

¯̃u(t) = E2(t) ∗
(
f̄(t)θ(t) +MBū1δ(t) +MBū0δ

′(t)
)
. (14)

Сингулярной составляющей решения (14) является распределение

−Qδ(t) ∗
(

Od Od×2

O2×d N

)
×

×
[(
Q

−1A−1Bū0 + PA−1BA−1f̄(0)
)
δ′(t) +

(
Q

−1A−1Bū1 + PA−1BA−1f̄ ′(0)
)
δ(t)

]
,

которое обращается в нуль, если
{(

O2×d N
)(
Q

−1Bū0 + PBA−1f̄(0)
)
= 0,(

O2×d N
)(
Q

−1Bū1 + PBA−1f̄ ′(0)
)
= 0.

(15)
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Регулярная составляющая решения (14) удовлетворяет уравнению (1) и начальным условиям (2),
если {(

O2×d E2

)(
Q

−1Aū0 + Pf̄(0)
)
+
(
O2×d N

)
PBA−1f̄ ′′(0) = 0,(

O2×d E2

)(
Q

−1Aū1 + Pf̄ ′(0)
)
+
(
O2×d N

)
PBA−1f̄ ′′′(0) = 0,

(16)

⎧⎨
⎩

〈(
Pf̄(0)

)
ν
+ λν

(
Q

−1Aū0
)
ν
, φi

〉
= 0,

〈(
Pf̄ ′(0)

)
ν
+ λν

(
Q

−1Aū1
)
ν
, φi

〉
= 0,

i = 1, . . . , n, ν = 1, . . . , d. (17)

Таким образом, доказано следующее утверждение.

Теорема 5. Если выполнены условия теоремы 4, то задача Коши (1)–(2) разрешима в классе
C2(t � 0, E1) тогда и только тогда, когда выполнены условия разрешимости (15), (16) и (17).

Замечание 1. Условия разрешимости (11), (12), (15) и (16) связаны с индексом регулярности
матричного пучка (λM + L) (см. [11]), а условия (13) и (17) со свойствами операторного пучка
(λB +A).

Пример 1 (система уравнений Баренблата—Желтова—Кочиной). Рассмотрим систему урав-
нений

(α−Δ)Mūt = βLΔū+ f̄(x);

здесь x ∈ Ω ⊂ R
m, Ω— ограниченная область с границей ∂Ω класса C∞,M и L—квадратные

матрицы размерности s, ū(t, x) и f̄(x)— вектор-функции столбцы размерности s, Δ— оператор
Лапласа.
Рассмотрим для этой системы задачу Коши—Дирихле в цилиндре (R+ × Ω):

ū
∣∣∣
t=0

= ū0(x), x ∈ Ω; ū
∣∣∣
∂Ω

= 0, (t, x) ∈ (R+ × Ω).

Уранения такого вида встречаются при моделировании динамики давления жидкости, фильтую-
щейся в трещиновато-пористой среде (см. [1]), процессов теплопроводности с «двумя температу-
рами» (см. [13]), процессов влагопереноса в почве (см. [15]), течения жидкостей второго порядка
(см. [19]).
Пусть в разложении (5) все элементарные делители матрицы J имеют первую степень и N—

нильпотентный блок второго порядка. Данная задача редуцируется к системе вида (1)–(2), если
выбрать операторы B и A и банаховы пространства, например, следующим образом:

E1 ≡
{
u ∈W k+2

2 : u
∣∣
∂Ω

= 0
}
, E2 ≡W k

2 ;

здесь W k
2 —пространство Соболева, B = α−Δ, A = βΔ, α ∈ σ(Δ)— спектр оператора Лапласа.

При таком выборе оператор B —фредгольмов, {ϕi, i = 1, . . . , n}—пространство решений одно-
родной задачи Дирихле

Δu = αu, u
∣∣
∂Ω

= 0;

так как (Δϕi, ϕj) = αδij , то A-присоединенных элементов нет, т.е. все pi = 1, i = 1, . . . , n. Таким
образом, выполнены все условия теоремы 3 и справедливо следующее утверждение.

Утверждение 3. Если начальные условия ū0(x) и правая часть f̄(x) таковы, что(
ēs, (α −Δ)

(
βQ−1ū0(x) + PΔ−1f̄(x)

))
≡ 0, ēs = (0, 0, . . . , 0, 1) ∈ R

s,

(
O2×d E2

)(
βQ−1Δū0(x) + Pf̄(x)

) ≡
(
0

0

)
,

((
Pf̄(x)

)
ν
+ λναβ

(
Q

−1ū0
)
ν
, φi

)
= 0, i = 1, . . . , n, ν = 1, . . . , d, d = s− 2,

то задача Коши—Дирихле для системы уравнений Баренблатта—Желтова—Кочиной будет
однозначно разрешимой в классе C1(t � 0, E1) (гладких по t функций).
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Пример 2 (система уравнений Буссинеска—Лява). Рассмотрим систему уравнений

(α −Δ)Mūtt = β2LΔū+ f̄(x).

Такое уравнение в одномерном случае моделирует продольные волновые процессы в тонком упру-
гом стержне с поперечной инерцией (см. [8]). Здесь, как и в предыдущем примере, x ∈ Ω ⊂ R

m,
Ω— ограниченная область с границей ∂Ω класса C∞, M и L—квадратные матрицы размерно-
сти s, ū(t, x) и f̄(x)—вектор-функции столбцы размерности s, Δ— оператор Лапласа.
Ищется вектор-функция ū(t, x), определенная в цилиндре (R+×Ω), удовлетворяющая рассмат-

риваемой системе, а также начальным и краевому условиям

ū
∣∣
t=0

= ū0(x), ūt
∣∣
t=0

= ū1(x), x ∈ Ω; ū
∣∣
∂Ω

= 0, (t, x) ∈ (R+ × Ω).

Пусть в разложении (5) все элементарные делители матрицы J имеют первую степень и N—
нильпотентный блок второго порядка. Данная начально-краевая задача редуцируется к системе
вида (1)–(2), если выбрать пространства E1 и E2, как в примере 1, а операторы определить
формулами B = α−Δ, A = β2Δ, α ∈ σ(Δ); тогда в соответствии с теоремой 5 получаем следующее
утверждение.

Утверждение 4. Если начальные условия ū0(x) и ū1(x) и правая часть f̄(x) таковы, что(
ēs, (α−Δ)

(
β2Q−1ū0(x) + PΔ−1f̄(x)

)) ≡ 0,
(
ēs, (α −Δ)Q−1ū1(x)

)
≡ 0, ēs = (0, 0, . . . , 0, 1) ∈ R

s,

(
O2×d E2

)(
β2Q−1Δū0(x) + Pf̄(x)

) ≡
(
0

0

)
,

(
O2×d E2

)(
Q

−1Δū1(x)
) ≡

(
0

0

)
,

((
Pf̄(x)

)
ν
+ λναβ

2
(
Q

−1ū0
)
ν
, φi

)
= 0,

((
Q

−1ū1
)
ν
, φi

)
= 0,

i = 1, . . . , n, ν = 1, . . . , d, d = s− 2,

то задача Коши—Дирихле для системы уравнений Буссинекса—Лява однозначно разрешима в
классе C2(t � 0, E1).

4. Матричные фундаментальные оператор-функции в условиях нетеровости. Пусть
для пучка (λB+A) операторных коэффициентов уравнения (1) выполняются условия dimN(B) =
n, dimN(B∗) = m, n �= m. Как в предыдущем разделе, введем следующие обозначения:
{ϕi}ni=1 ∈ E1 —базис ядра N(B) оператора B, {φj}mj=1 ∈ E∗

2 — базис ядра N(B∗) сопряженного
оператора B∗, {zj}mj=1 ∈ E2 и {γ}ni=1 ∈ E∗

1 — биортогональные к этим базисам системы элементов
и функционалов, т.е.

〈ϕi, γk〉 = δik, i, k = 1, . . . , n, 〈zk, φj〉 = δkj , k, j = 1, . . . ,m.

С помощью этих систем элементов и функционалов построим проекторы

P =

n∑
i=1

〈·, γi〉ϕi : E1 → E1, Q =

m∑
j=1

〈·, φj〉zj : E2 → E2.

В монографии [16] доказано, что в этих предположениях существует единственный ограниченный
псевдообратный оператор B+ ∈ L(E2, E1), обладающий следующими свойствами:

D(B+) = R(B)⊕ {z1, . . . , zm} ≡ E2, R(B+) = N(P ) ∩D(B),

BB+ = I −Q на D(B+), B+B = I − P на D(B),

причем N(B+) = {z1, . . . , zm}, справедливы операторные равенства BB+B = B, B+BB+ = B+

и оператор AB+ ограничен.
Аналогичным набором свойств обладает сопряженный оператор B+∗ ∈ L(E∗

1 , E
∗
2), а именно:

N(B+∗) = {γ1, . . . , γn}, B∗B+∗B∗ = B∗, B+∗B∗B+∗ = B+∗, B+∗ = B∗+,

D(B+∗) = R(B∗)⊕ {γ1, . . . , γn} ≡ E∗
1 , R(B+∗) = N(Q∗) ∩D(B∗),
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B∗B∗+ = I − P ∗ на D(B∗+), B∗+B∗ = I −Q∗ на D(B∗);

здесь

P ∗ =
n∑

i=1

〈ϕi, ·〉γi : E∗
1 → E∗

1 , Q∗ =
m∑
j=1

〈zj , ·〉φj : E∗
2 → E∗

2 .

Следуя работам [6, 7] введем системы присоединенных элементов и функционалов:

ϕ
(j)
i = (B+A)j−1ϕ

(1)
i , i = 1, . . . , n, j � 2, ϕ

(1)
i = ϕi,

φ
(j)
i = (B+∗A∗)j−1φ

(1)
i , i = 1, . . . ,m, j � 2, φ

(1)
i = φi.

Для присоединенных элементов и функционалов справедливы включения

ϕ
(j)
i ∈ N(P ), φ

(j)
i ∈ N(Q∗),

т.е. в силу их построения и свойств операторов B+ и B+∗ выполняются равенства
〈
ϕ
(j)
i , γk

〉
= 0, i, k = 1, . . . , n, j � 2,

〈
zk, φ

(j)
i

〉
= 0, i, k = 1, . . . ,m, j � 2.

Далее, как и в [7], введем следующее условие:

(B) Элементы ϕ
(j)
i удовлетворяют системе уравнений и неравенств

Bϕ
(j)
i = Aϕ

(j−1)
i , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , pi,

Bϕ
(pi+1)
i �= Aϕ

(pi)
i , i = 1, . . . , n,

rang
∥∥∥〈Aϕ(pi)

i , φ
(1)
k

〉∥∥∥ i=1,...,n,
k=1,...,m

= min(n,m) = l.

Условие (B) означает, что система элементов
{
ϕ
(j)
i , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , pi

}
образует полный

A-жорданов набор оператора B (см. [2, 6]). Введем еще один проектор пространства E2:

Q =

n∑
i=1

pi∑
j=1

〈·, φ(j)i

〉
Aϕ

(pi+1−j)
i ;

если при этом n > m, то полагаем φ
(1)
i = 0 при i = m + 1, . . . , n, а остальные функционалы

φ
(j)
i ∈ E∗

2 , i = m+ 1, . . . , n, j = 2, . . . , pi произвольны («свободные параметры»).

Теорема 6. Если матричный пучок (λM+L) регулярен, detL �= 0, операторный пучок (λB+
A) удовлетворяет условию (B), n > m, и оператор A непрерывно обратим, то матричный
дифференциальный оператор

(
MBδ(N)(t)− LAδ(t)

)
, соответствующий уравнению (1), имеет в

классе K ′
+(E2) матричную фундаментальную оператор-функцию, определяемую формулами (8),

(7), (6), в которых при ν = 1, . . . , μ

Eλν (t) = B+UN (λνAB
+t)

[
I −Q]θ(t)−

n∑
i=1

⎛
⎝

pi−1∑
k=0

⎧⎨
⎩

pi−k∑
j=1

〈·, φ(j)i

〉 1

λk+1
ν

ϕ
(pi−k+1−j)
i

⎫⎬
⎭ δ(k·N)(t)

⎞
⎠ ,

UN (λνAB
+t) =

∞∑
i=1

(λνAB
+)i−1 tiN−1

(iN − 1)!
.

Доказательство этой теоремы опускаем, поскольку оно в идейном плане не отличается от до-
казательства теоремы 1. Учет технических особенностей, связанных с условием n > m, осуществ-
ляется так же, как, например, при доказательстве [14, теорема 1].

Теорема 7. Если матричный пучок (λM + L) регулярен, detL �= 0, операторный пучок
(λB+A) удовлетворяет условию (B), n < m, и оператор A непрерывно обратим, то матричная
оператор-функция из теоремы 6 является фундаментальной для дифференциального оператора
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(
MBδ(N)(t)− LAδ(t)

)
, соответствующего уравнению (1), в подклассе из K ′

+(E2), удовлетворя-
ющем условию

diag
{
σr1(t), σ

r
2(t), . . . , σ

r
μ(t)

} ∗ ¯̃u(t) = 0, r = n+ 1, . . . ,m, dim ¯̃u(t) = d,

где
σrν(t) = Eqν

〈UN (λνAB
+t)·, ψr

〉
zrθ(t) ∗ σλν (t), ν = 1, . . . , μ

(представление для σλν (t)—формула (7)).

Доказательство этой теоремы не приводим по тем же причинам, что и для предыдущей теоре-
мы. Появление специального подкласса в пространстве распределений K ′

+(E2) связано с условием
n < m.

Замечание 2. Если n = m, т.е. если оператор B фредгольмов, то Γ = B+ и теорема 6 пре-
вращается в теорему 1.

5. Матричные фундаментальные оператор-функции в условиях спектральной огра-
ниченности. Пусть E1, E2— банаховы пространства, оператор B ∈ L(E1, E2) необратим, A—
замкнутый линейный оператор из E1 в E2. Далее, следуя [5,18], будем называть B-резольвентным
множеством оператора A следующее открытое множество комплексной плоскости:

ρB(A) ≡ {
μ ∈ C : (μB −A)−1 ∈ L(E2, E1)

}
.

Оператор A называется спектрально ограниченным относительно оператора B (или (B,σ)-огра-
ниченным), если вне некоторого круга радиуса a > 0 операторный пучок (μB − A) непрерывно
обратим, т.е.

{
μ ∈ C : |μ| > a

} ⊂ ρB(A). Рассмотрим окружность комплексной плоскости
Γ ≡ {

μ ∈ C : |μ| = r > a
}
; тогда в условиях (B,σ)-ограниченности, как показано в [5, 18],

операторы

P =
1

2πi

∮

Γ

(μB −A)−1Bdμ, Q =
1

2πi

∮

Γ

B(μB −A)−1dμ

являются проекторами в E1 и E2 соответственно. Проекторы P и Q порождают разложения
пространств в прямые суммы

E1 ≡ E0
1 ⊕ E1

1 = kerP ⊕ imP, E2 ≡ E0
2 ⊕ E1

2 = kerQ⊕ imQ.

Действия операторов A и B при этом естественным образом расщепляются так, что их сужения
A0 : E

0
1 → E0

2 и B1 : E
1
1 → E1

2 непрерывно обратимы, A1 : E
1
1 → E1

2 ограничен, сами операторы A
и B псевдокоммутируют с проекторами P и Q, т.е. QB = BP и QA = AP .

Теорема 8. Если матричный пучок (λM + L) регулярен, detL �= 0, оператор A является
(B,σ)-ограниченным и непрерывно обратимым, то матричный дифференциальный оператор(
MBδ(N)(t) − LAδ(t)

)
, соответствующий уравнению (1), имеет в классе K ′

+(E2) матричную
фундаментальную оператор-функцию, определяемую формулами (8), (7), (6), в которых при
ν = 1, . . . , μ

Eλν (t) = Uλν (t)B
−1
1 Qθ(t)−

∞∑
k=0

(A−1
0 B0)

k

λk+1
ν

A−1
0 (I −Q)δ(k·N)(t),

где

Uλν (t) =
1

2πi

∮

Γ

(μNB − λνA)
−1Beμtdμ.

Если дополнительно предположить, что ∞—несущественно особая точка (см. [5, 18]) опе-
раторного пучка (μB − A)−1 (т.е. существует такое p ∈ {0} ∪ N, что (A−1

0 B0)
p �= 0, но

(A−1
0 B0)

p+1 ≡ 0), то, очевидно,

Eλν (t) = Uλν (t)B
−1
1 Qθ(t)−

p∑
k=0

(A−1
0 B0)

k

λk+1
ν

A−1
0 (I −Q)δ(k·N)(t).
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Как и выше, доказательство этой теоремы состоит в проверке определения; при этом специфи-
ка рассматриваемого случая учитывается так же, как, например, при доказательстве основных
утверждений в [9].

Замечание 3. Представленный здесь метод исследования применим к другим типам систем
уравнений, а именно, систем в частных производных вида

MBDαū(x̄) = LAū(x̄) + f̄(x̄),

где Dα—мультииндекс, дифференциально-разностным системам вида

MB
∂N ū(t, x̄)

∂tN
= LA

(
ū(t, x̄− μ̄)− ū(t, x̄)

)
+ f̄(t, x̄),

системам теплопроводности

MB
∂ū(t, x̄)

∂t
= LAΔx̄ū(t, x̄) + f̄(t, x̄).
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