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3. Формы кривизны пятимерных жестких h-пространств
в косонормальном репере

Для получения максимальных аффинной и проективной групп (алгебр Ли) нужно найти общее
решение уравнений Эйзенхарта в каждом из найденных h-пространств, что приводит к необходи-
мости рассмотрения условий интегрируемости этих уравнений, включающих тензор кривизны R.
В частности, нужно выделить пространства постоянной кривизны Sn, допускающие максималь-
ную n2 + 2n-мерную проективную группу, строение которой хорошо известно (см., например, [13,
гл. 4]).
Цель этого раздела — определить все пятимерные жесткие h-пространства непостоянной кри-

визны, вычислив с помощью структурных уравнений Картана формы кривизны найденных про-
странств в адаптированном косонормальном репере и получив необходимые и достаточные усло-
вия постоянства кривизны.

3.1. Формы кривизны h-пространств типа {221}.

3.1.1. Исследуем h-пространства H221 типа {221}. Метрика g h-пространства H221 и соответ-
ствующая билинейная форма a = h − 2ϕg определяются каноническими формами (??), причем
выполняются уравнения (??), в которых вместо λ1, λ2, λ3 подставлены соответственно f1, f2, f3:

Y1ϕ = Y3ϕ = 0, (3.1)
df1 = e1(Y2ϕ)θ1, df2 = e2(Y4ϕ)θ3, df3 = 2e3(Y5ϕ)θ5, (3.2)

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ω14 =
Y4ϕ

f2 − f1
θ1, ω15 =

Y5ϕ

f3 − f1
θ1, ω21 = (Y2ϕ)θ2, ω23 =

Y2ϕ

f2 − f1
θ3,

ω24 =
Y4ϕ

(f2 − f1)2
θ1 +

Y4ϕ

f2 − f1
θ2 − Y2ϕ

(f2 − f1)2
θ3 +

Y2ϕ

f2 − f1
θ4,

ω25 =
Y5ϕ

(f3 − f1)2
θ1 +

Y5ϕ

f3 − f1
θ2 +

Y2ϕ

f3 − f1
θ5,

ω35 =
Y5ϕ

f3 − f2
θ3, ω43 = (Y4ϕ)θ4,

ω45 =
Y5ϕ

(f3 − f2)2
θ3 +

Y5ϕ

f3 − f2
θ4 +

Y4ϕ

f3 − f2
θ5,

(3.3)

где

ϕ = f1 + f2 +
1

2
f3 (3.4)

— определяющая функция проективного движения типа {221}, ωij = γjikθ
k есть 1-форма связно-

сти в косонормальном репере (Yh),

f1 = ε1x
2 + (1− ε1)κ1, f2 = ε2x

4 + (1− ε2)κ2, f3 = μ(x5),

ε1 и ε2 принимают значения 0 и 1, κ1, κ2 —постоянные, e1, e2, e3 = ±1.
Используя первое структурное уравнение Картана

dθi = −
5∑

j=1

ejωij ∧ θj̃ (3.5)
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(см. [13, с. 102]) и формулы (3.3), найдем

dθ1 = −e1(Y2ϕ)θ1 ∧ θ2 − e2(Y4ϕ)

f2 − f1
θ1 ∧ θ3 − e3(Y5ϕ)

f3 − f1
θ1 ∧ θ5,

dθ2 = − e2(Y4ϕ)

(f2 − f1)2
θ1 ∧ θ3 − e3(Y5ϕ)

(f3 − f1)2
θ1 ∧ θ5 − e2(Y4ϕ)

f2 − f1
θ2 ∧ θ3 − e3(Y5ϕ)

f3 − f1
θ2 ∧ θ5,

dθ3 = −e1(Y2ϕ)

f2 − f1
θ1 ∧ θ3 − e2(Y4ϕ)θ3 ∧ θ4 − e3(Y5ϕ)

f3 − f2
θ3 ∧ θ5,

dθ4 =
e1(Y2ϕ)

(f2 − f1)2
θ1 ∧ θ3 − e1(Y2ϕ)

f2 − f1
θ1 ∧ θ4 − e3(Y5ϕ)

(f3 − f2)2
θ3 ∧ θ5 − e3(Y5ϕ)

f3 − f2
θ4 ∧ θ5,

dθ5 = −e1(Y2ϕ)

f3 − f1
θ1 ∧ θ5 − e2(Y4ϕ)

f3 − f2
θ3 ∧ θ5.

(3.6)

Введем обозначения

A1 ≡ Y2ϕ, A2 ≡ Y4ϕ, A3 ≡ Y5ϕ,

C1 ≡ e1Y2(Y2ϕ), C2 ≡ e2Y4(Y4ϕ), C3 ≡ e3Y5(Y5ϕ).

Дифференцируя внешним образом равенство

df1 = e1(Y2ϕ)θ1 ≡ e1A1θ1

(см. (3.2)) и сравнивая результат с

dA1 = θlYlY2ϕ = θl[Yl, Y2] + θlY2Ylϕ,

с учетом (3.1) и (??)получим

dA1 = C1θ1 − e1A
2
1θ2 −A1

(

e2
A2

f2 − f1
θ3 + e3

A3

f3 − f1
θ5

)

.

Так же вычисляются dA2 и dA3.
Дифференцируя уравнения (3.3) и используя (3.6), найдем

dω12 = −C1θ1 ∧ θ2 +
e2A1A2

(f2 − f1)2
θ1 ∧ θ3 +

e3A1A3

(f3 − f1)2
θ1 ∧ θ5, dω13 = 0,

dω14 = −e1A1A2

f2 − f1
θ1 ∧ θ2 − C2

f2 − f1
θ1 ∧ θ3 +

e2A
2
2

f2 − f1
θ1 ∧ θ4−

−
(

e3A2A3

(f2 − f1)(f3 − f1)
− e3A2A3

(f2 − f1)(f3 − f2)

)

θ1 ∧ θ5,

dω15 = −e1A1A3

f3 − f1
θ1 ∧ θ2 −

(
e2A2A3

(f3 − f1)(f2 − f1)
− e2A2A3

(f3 − f1)(f2 − f3)

)

θ1 ∧ θ3−

−
(

C3

f3 − f1
− e3A

2
3

(f3 − f1)2

)

θ1 ∧ θ5,

dω23 =
C1

f2 − f1
θ1 ∧ θ3 − e1A

2
1

f2 − f1
θ2 ∧ θ3 − e2A1A2

f2 − f1
θ3 ∧ θ4+

+

(
e3A1A3

(f2 − f1)(f3 − f1)
− e3A1A3

(f2 − f1)(f3 − f2)

)

θ3 ∧ θ5,

dω24 =
e1A1A2

(f2 − f1)2
θ1 ∧ θ2 −

(
C1

(f2 − f1)2
+

C2

(f2 − f1)2

)

θ1 ∧ θ3 +

(
C1

f2 − f1
+

e2A
2
2

(f2 − f1)2

)

θ1 ∧ θ4+

+

(
e3A2A3

(f2 − f1)2(f3 − f2)
− e3A2A3

(f2 − f1)2(f3 − f1)
− e3A2A3

(f2 − f1)(f3 − f1)2

)

θ1 ∧ θ5−
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−
(

C2

f2 − f1
− e1A

2
1

(f2 − f1)2

)

θ2 ∧ θ3 +

(
e2A

2
2

f2 − f1
− e1A

2
1

f2 − f1

)

θ2 ∧ θ4+

+

(
e3A2A3

(f2 − f1)(f3 − f2)
− e3A2A3

(f2 − f1)(f3 − f1)

)

θ2 ∧ θ5 − e2A1A2

(f2 − f1)2
θ3 ∧ θ4−

−
(

e3A1A3

(f2 − f1)2(f3 − f1)
− e3A1A3

(f2 − f1)2(f3 − f2)
+

e3A1A3

(f2 − f1)(f3 − f2)2

)

θ3 ∧ θ5+

(
e3A1A3

(f2 − f1)(f3 − f1)
− e3A1A3

(f2 − f1)(f3 − f2)

)

θ4 ∧ θ5,

dω25 =
e1A1A3

(f3 − f1)2
θ1 ∧ θ2 +

(
e2A2A3

(f3 − f1)2(f2 − f3)
− e2A2A3

(f3 − f1)2(f2 − f1)

)

θ1 ∧ θ3+

+

(
e2A2A3

(f2 − f1)2(f3 − f1)

)

θ1 ∧ θ3 −
(

C3

(f3 − f1)2
− 2e3A3(A3)

(f3 − f1)3
− C1

f3 − f1

)

θ1 ∧ θ5+

+

(
e2A3(A2)

(f3 − f1)(f2 − f3)
− e2A3(A2)

(f3 − f1)(f2 − f1)

)

θ2 ∧ θ3−

−
(

C3

f3 − f1
+

e1A
2
1

f3 − f1
− e3A3(A3)

(f3 − f1)2

)

θ2 ∧ θ5−

−
(

e2A1(A2)

(f3 − f1)(f2 − f1)
+

e2A1(A2)

(f3 − f1)(f3 − f2)

)

θ3 ∧ θ5,

dω34 = − e1A1A2

(f2 − f1)2
θ1 ∧ θ3 − C2θ3 ∧ θ4 +

e3A2A3

(f3 − f2)2
θ3 ∧ θ5,

dω35 = −
(

e1A1A3

(f3 − f2)(f2 − f1)
+

e1A1A3

(f3 − f2)(f1 − f3)

)

θ1 ∧ θ3−

− e2A2A3

f3 − f2
θ3 ∧ θ4 −

(
C3

f3 − f2
− e3A

2
3

(f3 − f2)2

)

θ3 ∧ θ5,

dω45 = −
(

e1A3(A1)

(f3 − f2)2(f2 − f1)
− e1A1A3

(f3 − f2)(f2 − f1)2

)

θ1 ∧ θ3−

−
(

e1A1A3

(f3 − f2)2(f1 − f3)

)

θ1 ∧ θ3 −
(

e1A1A3

(f3 − f2)(f2 − f1)
+

e1A1A3

(f3 − f2)(f1 − f3)

)

θ1 ∧ θ4−

−
(

e1A1A2

(f3 − f2)(f1 − f2)
+

e1A1A2

(f3 − f2)(f3 − f1)

)

θ1 ∧ θ5 +
e2A2A3

(f3 − f2)2
θ3 ∧ θ4+

+

(
C2

f3 − f2
− C3

(f3 − f2)2
+

2e3A
2
3

(f3 − f2)3

)

θ3 ∧ θ5−

−
(

C3

f3 − f2
− e3A3(A3)

(f3 − f2)2
+

e2A
2
2

f3 − f2

)

θ4 ∧ θ5.

3.1.2. Пользуясь полученными соотношениями и вторым структурным уравнением Картана

Ωij = dωij +

5∑

l=1

elωil ∧ ωl̃j (3.7)

(см. [13, с. 102]), вычислим 2-форму кривизны Ωij h-пространства типа {221}:

Ω12 = −
(

C1 +
e3A

2
3

(f3 − f1)2

)

θ1 ∧ θ2, Ω13 = − e3A
2
3

(f3 − f1)(f3 − f2)
θ1 ∧ θ3,

Ω14 = −
(

C2

f2 − f1
+

e3A
2
3

(f3 − f1)(f3 − f2)2

)

θ1 ∧ θ3 − e3A
2
3

(f3 − f1)(f3 − f2)
θ1 ∧ θ4,
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Ω15 = −
(

C3

f3 − f1
− e3A

2
3

(f3 − f1)2

)

θ1 ∧ θ5,

Ω23 =

(
C1

f2 − f1
− e3A

2
3

(f3 − f1)2(f3 − f2)

)

θ1 ∧ θ3 − e3A
2
3

(f3 − f1)(f3 − f2)
θ2 ∧ θ3,

Ω24 = −
(

C1

(f2 − f1)2
+

C2

(f2 − f1)2
+

e3A
2
3

(f3 − f1)2(f3 − f2)2

)

θ1 ∧ θ3+

+

(
C1

f2 − f1
− e3A

2
3

(f3 − f1)2(f3 − f2)

)

θ1 ∧ θ4 −
(

C2

f2 − f1
+

e3A
2
3

(f3 − f1)(f3 − f2)2

)

θ2 ∧ θ3−

− e3A
2
3

(f3 − f1)(f3 − f2)
θ2 ∧ θ4, (3.8)

Ω25 = −
(

C3

(f3 − f1)2
− 2e3A

2
3

(f3 − f1)3
− C1

f3 − f1

)

θ1 ∧ θ5 −
(

C3

f3 − f1
− e3A

2
3

(f3 − f1)2

)

θ2 ∧ θ5,

Ω34 = −
(

C2 +
e3A

2
3

(f3 − f2)2

)

θ3 ∧ θ4, Ω35 = −
(

C3

f3 − f2
− e3A

2
3

(f3 − f2)2

)

θ3 ∧ θ5,

Ω45 = − C3

(f3 − f2)2
θ3 ∧ θ5 +

(
C2

f3 − f2
+

2e3A
2
3

(f3 − f2)3

)

θ3 ∧ θ5 −
(

C3

f3 − f2
− e3A

2
3

(f3 − f2)2

)

θ4 ∧ θ5.

3.1.3. Запишем 2-форму кривизны в виде

Ωij ≡
∑

(kl)

Kijklθk ∧ θl, k, l = 1, . . . , 5, k < l, (3.9)

и положим Kijij ≡ ρij ; тогда предыдущая формула примет вид

Ωij = ρijθi ∧ θj +
∑

(kl)�=(ij)

Kijklθk ∧ θl, i, j, k, l = 1, . . . , 5, i < j, k < l, (3.10)

где в силу (3.8)

ρ12 = −C1 − e3A
2
3

(f3 − f1)2
, ρ13 = ρ14 = ρ23 = ρ24 = − e3A

2
3

(f3 − f1)(f3 − f2)
,

ρ34 = −C2 − e3A
2
3

(f3 − f2)2
, ρ15 = ρ25 = − C3

f3 − f1
+

e3A
2
3

(f3 − f1)2
,

ρ35 = ρ45 = − C3

f3 − f2
+

e3A
2
3

(f3 − f2)2
,

а из коэффициентов Kijkl при (kl) �= (ij) отличны от нуля только следующие:

K1413 = − C2

f2 − f1
− e3A

2
3

(f3 − f1)(f3 − f2)2
, K2313 =

C1

f2 − f1
− e3A

2
3

(f3 − f1)2(f3 − f2)
,

K2413 = − C1 + C2

(f2 − f1)2
− e3A

2
3

(f3 − f1)2(f3 − f2)2
, K2414 = K2313, K2423 = K1413,

K2515 = − C3

(f3 − f1)2
+

2e3A
2
3

(f3 − f1)3
+

C1

f3 − f1
, K4535 = − C3

(f3 − f2)2
+

2e3A
2
3

(f3 − f2)3
+

C2

f3 − f2
.

Теорема 3.1. Для того, чтобы h-пространство H221 типа {221} было пространством по-
стоянной кривизны K, Ωij = Kθi ∧ θj, необходимо и достаточно выполнение условий

K1413 = K2313 = K2515 = 0,

что равносильно

C1 =
e3(f2 − f1)A

2
3

(f3 − f1)2(f3 − f2)
, C2 = − e3(f2 − f1)A

2
3

(f3 − f1)(f3 − f2)2
, C3 =

e3(2f3 − f1 − f2)A
2
3

(f1 − f3)(f2 − f3)
; (3.11)
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при этом Kijkl = 0 для всех (kl) �= (ij),

Ωij = ρθi ∧ θj, ρij = − e3A
2
3

(f3 − f1)(f3 − f2)
≡ ρ = K; (3.12)

здесь i, j, k, l = 1, . . . , 5, i < j, k < l.

Доказательство. Необходимость условий K1413 = K2313 = K2515 = 0 следует из соотношения
Ωij = Kθi ∧ θj, определяющего пространство постоянной кривизны K. Если выполняется (3.11),
то ρij = ρkl для всех i, j, k, l = 1, . . . , 5, i < j, k < l. Введя обозначение ρij ≡ ρ, найдем

Ωij = ρθi ∧ θj,

где по теореме Шура ρ = const ≡ K (см. [119]). �

3.2. Формы кривизны h-пространств типа {32}.
3.2.1. В данном разделе исследуются h-пространства типа {32}. Метрика g h-пространства H32

и соответствующая билинейная форма a = h− 2ϕg определяются каноническими формами (??),
при этом выполняются уравнения (??), где λ1, λ2 заменены на f1, f2:

Y1ϕ = Y2ϕ = Y4ϕ = 0, (3.13)

df1 =
2

3
e1(Y3ϕ)θ1, df2 = e2(Y5ϕ)θ4, (3.14)

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ω12 =
1

3
(Y3ϕ)θ1, ω13 = −(Y3ϕ)θ2, ω15 =

Y5ϕ

f2 − f1
θ1,

ω25 =
Y5ϕ

(f2 − f1)2
θ1 +

Y5ϕ

f2 − f1
θ2, ω32 = (Y3ϕ)θ3, ω34 =

Y3ϕ

f2 − f1
θ4,

ω35 =
Y5ϕ

(f2 − f1)3
θ1 +

Y5ϕ

(f2 − f1)2
θ2 +

Y5ϕ

f2 − f1
θ3 − Y3ϕ

(f2 − f1)2
θ4 +

Y3ϕ

f2 − f1
θ5,

ω45 = −(Y5ϕ)θ5;

(3.15)

здесь

ϕ =
3

2
f1 + f2 (3.16)

— определяющая функция проективного движения типа {32}, ωij — 1-форма связности в косо-
нормальном репере (Yh),

f1 = ε1x
3 + (1− ε1)κ1, f2 = ε2x

5 + (1− ε2)κ2,

ε1 и ε2 принимают значения 0 или 1, κ1, κ2—постоянные, e1, e2 = ±1.

3.2.2. Используя формулы (3.15), из первого структурного уравнения Картана (3.5) найдем
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dθ1 = −4e1(Y3ϕ)

3
θ1 ∧ θ2 − e2(Y5ϕ)

f2 − f1
θ1 ∧ θ4,

dθ2 = −2e1(Y3ϕ)

3
θ1 ∧ θ3 − e2(Y5ϕ)

(f2 − f1)2
θ1 ∧ θ4 − e2(Y5ϕ)

f2 − f1
θ2 ∧ θ4,

dθ3 = − e2(Y5ϕ)

(f2 − f1)3
θ1 ∧ θ4 − e2(Y5ϕ)

(f2 − f1)2
θ2 ∧ θ4 − e2(Y5ϕ)

f2 − f1
θ3 ∧ θ4,

dθ4 = −e1(Y3ϕ)

f2 − f1
θ1 ∧ θ4 − e2(Y5ϕ)θ4 ∧ θ5,

dθ5 =
e1(Y3ϕ)

(f2 − f1)2
θ1 ∧ θ4 − e1(Y3ϕ)

f2 − f1
θ1 ∧ θ5.

(3.17)

Введем обозначения

B1 ≡ Y3ϕ, B2 ≡ Y5ϕ, S1 ≡ e1Y3(Y3ϕ), S2 ≡ e2Y5(Y5ϕ).
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Дифференцируя первое из равенств (3.14):

df1 =
2

3
e1(Y3ϕ)θ1 ≡ 2

3
e1B1θ1

и принимая во внимание, что

dB1 = θlYlY3ϕ = θl[Yl, Y3] + θlY3Ylϕ,

с учетом (3.13) и (??) получим

dB1 = S1θ1 − 4e1B
2
1

3
θ2 − e2B1B2

f2 − f1
θ4. (3.18)

Так же найдем

dB2 = S2θ4 − e2B
2
2θ5 −

e1B1B2

f1 − f2
θ1. (3.19)

Дифференцируя (3.15) и пользуясь (3.17), (3.18) и (3.19), получим формулы

dω12 = 0, dω13 = −S1θ1 ∧ θ2 +
2e1B

2
1

3
θ1 ∧ θ3 +

e2B1B2

(f2 − f1)2
θ1 ∧ θ4,

dω14 = 0, dω15 = − 4e1B1B2

3(f2 − f1)
θ1 ∧ θ2 − S2

f2 − f1
θ1 ∧ θ4 +

e2B
2
2

f2 − f1
θ1 ∧ θ5,

dω23 = −S1θ1 ∧ θ3 +
e2B1B2

(f2 − f1)3
θ1 ∧ θ4 +

4e1B
2
1

3
θ2 ∧ θ3 +

e2B1B2

(f2 − f1)2
θ2 ∧ θ4, dω24 = 0,

dω25 =
e1B1B2

3(f2 − f1)2
θ1 ∧ θ2 − 2e1B1B2

3(f2 − f1)
θ1 ∧ θ3 − S2

(f2 − f1)2
θ1 ∧ θ4+

+
e2B

2
2

(f2 − f1)2
θ1 ∧ θ5 − S2

f2 − f1
θ2 ∧ θ4 +

e2B
2
2

f2 − f1
θ2 ∧ θ5, (3.20)

dω34 =

(
S1

f2 − f1
+

e1B
2
1

3(f2 − f1)2

)

θ1 ∧ θ4 − 4e1B
2
1

3(f2 − f1)
θ2 ∧ θ4 − e2B1B2

f2 − f1
θ4 ∧ θ5,

dω35 =
e1B1B2

(f2 − f1)3
θ1 ∧ θ2 +

e1B1B2

(f2 − f1)2
θ1 ∧ θ3 −

(
S2

(f2 − f1)3
+

S1

(f2 − f1)2

)

θ1 ∧ θ4+

+
2e1B

2
1

3(f2 − f1)3
θ1 ∧ θ4 +

(
S1

f2 − f1
+

e2B
2
2

(f2 − f1)3
− e1B

2
1

3(f2 − f1)2

)

θ1 ∧ θ5−

−
(

S2

(f2 − f1)2
− 4e1B

2
1

3(f2 − f1)2

)

θ2 ∧ θ4 +

(
e2B

2
2

(f2 − f1)2
− 4e1B

2
1

3(f2 − f1)

)

θ2 ∧ θ5−

− S2

f2 − f1
θ3 ∧ θ4 +

e2B
2
2

f2 − f1
θ3 ∧ θ5 − e2B1B2

(f2 − f1)2
θ4 ∧ θ5,

dω45 = − e1B1B2

(f2 − f1)2
θ1 ∧ θ4 − S2θ4 ∧ θ5.

Применив второе структурное уравнение Картана (3.7) и формулы (3.15), (3.20), вычислим ком-
поненты 2-формы кривизны Ωij h-пространства H32 типа {32}:

Ω12 =
e1B

2
1

3
θ1 ∧ θ2, Ω13 = −S1θ1 ∧ θ2 +

e1B
2
1

3
θ1 ∧ θ3, Ω14 = 0,

Ω15 = − S2

f2 − f1
θ1 ∧ θ4, Ω23 = −S1θ1 ∧ θ3 +

e1B
2
1

3
θ2 ∧ θ3, Ω24 = − e1B

2
1

3(f2 − f1)
θ1 ∧ θ4,

Ω25 = −
(

S2

(f2 − f1)2
− e1B

2
1

3(f2 − f1)2

)

θ1 ∧ θ4 − e1B
2
1

3(f2 − f1)
θ1 ∧ θ5 − S2

f2 − f1
θ2 ∧ θ4,

Ω34 =

(
S1

f2 − f1
+

e1B
2
1

3(f2 − f1)2

)

θ1 ∧ θ4 − e1B
2
1

3(f2 − f1)
θ2 ∧ θ4, (3.21)
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Ω35 = −
(

S2

(f2 − f1)3
+

S1

(f2 − f1)2
− 2e1B

2
1

3(f2 − f1)3

)

θ1 ∧ θ4+

+

(
S1

f2 − f1
− e1B

2
1

3(f2 − f1)2

)

θ1 ∧ θ5 −
(

S2

(f2 − f1)2
− e1B

2
1

3(f2 − f1)2

)

θ2 ∧ θ4−

− e1B
2
1

3(f2 − f1)
θ2 ∧ θ5 − S2

f2 − f1
θ3 ∧ θ4,

Ω45 = −S2θ4 ∧ θ5.

3.2.3. Представим 2-форму кривизны в виде (3.9), где Kijij ≡ ρij и, благодаря (3.21),

ρ12 = ρ13 = ρ23 =
e1B

2
1

3
, ρ45 = −S2, ρ14 = ρ15 = ρ24 = ρ25 = ρ34 = ρ35 = 0,

а ненулевые коэффициенты Kijkl при (kl) �= (ij) определяются равенствами

K1312 = K2313 = −S1, K1514 = K2524 = K3534 = − S2

(f2 − f1)
,

K2414 = K2515 = K3424 = K3525 = − e1B
2
1

3(f2 − f1)
,

K2514 = K3524 = − S2

(f2 − f1)2
+

e1B
2
1

3(f2 − f1)2
, K3414 =

S1

f2 − f1
+

e1B
2
1

3(f2 − f1)2
,

K3514 = − S2

(f2 − f1)3
− S1

(f2 − f1)2
+

2e1B
2
1

3(f2 − f1)3
, K3515 =

S1

f2 − f1
− e1B

2
1

3(f2 − f1)2
.

Теорема 3.2. H-пространство H32 типа {32} является пространством постоянной кривиз-
ны K, т.е. Ωij = Kθi ∧ θj, тогда и только тогда, когда выполняются условия

K1514 = K2414 = 0,

равносильные равенствам

B1 = S2 = 0; (3.22)

при этом Kijkl = 0 для всех (kl) �= (ij), т.е. Ωij = 0, и любое h-пространство H32 типа {32}
постоянной кривизны является плоским.

Доказательство. Из формулы Ωij = Kθi∧θj, определяющей пространство постоянной кривизны
K, следует, в частности, что K1514 = K2414 = 0, т.е. (3.22).
Наоборот, если выполняется (3.22), то ρij = ρkl = 0, для всех i, j, k, l = 1, . . . , 5, i < j, k < l;

при этом S1 ≡ e1Y3(B1) = 0 и, следовательно, Ωij = 0 для всех i, j = 1, . . . , 5, поэтому K = 0 и
пространство H32 является плоским. �

3.3. Формы кривизны h-пространств типа {41}.

3.3.1. Рассмотрим h-пространства типа {41}. Канонические формы aij и gij задаются форму-
лами (??), причем выполняются уравнения (??), где λ1 = f1, λ2 = f2:

Y1ϕ = Y2ϕ = Y3ϕ = 0, (3.23)

df1 =
1

2
(Y4ϕ)θ1, df2 = 2(Y5ϕ)θ5, (3.24)
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⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ω13 =
1

2
(Y4ϕ)θ1, ω14 = −(Y4ϕ)θ2, ω15 =

Y5ϕ

f2 − f1
θ1,

ω24 = −(Y4ϕ)θ3, ω25 =
Y5ϕ

(f2 − f1)2
θ1 +

Y5ϕ

f2 − f1
θ2,

ω34 = −(Y4ϕ)θ4, ω35 =
Y5ϕ

(f2 − f1)3
θ1 +

Y5ϕ

(f2 − f1)2
θ2 +

Y5ϕ

f2 − f1
θ3,

ω45 =
Y5ϕ

(f2 − f1)4
θ1 +

Y5ϕ

(f2 − f1)3
θ2 +

Y5ϕ

(f2 − f1)2
θ3 +

Y5ϕ

f2 − f1
θ4 +

Y4ϕ

f2 − f1
θ5;

(3.25)

здесь

ϕ = 2f1 +
1

2
f2 (3.26)

— определяющая функция проективного движения типа {41}, ωij есть 1-форма связности в ко-
сонормальном репере (Yh),

f1 = εx4 + (1− ε)κ, f2 = f2(x
5),

ε принимает значения 0 или 1, κ—постоянная, e1, e2 = ±1. Используя первое структурное урав-
нение Картана (3.5) и формулы (3.25), найдем

dθ1 = −3e1(Y4ϕ)

2
θ1 ∧ θ2 − e2(Y5ϕ)

f2 − f1
θ1 ∧ θ5,

dθ2 = −e1(Y4ϕ)θ1 ∧ θ3 − e2(Y5ϕ)

(f2 − f1)2
θ1 ∧ θ5 − e2(Y5ϕ)

f2 − f1
θ2 ∧ θ5,

dθ3 = −e1(Y4ϕ)

2
θ1 ∧ θ4 − e2(Y5ϕ)

(f2 − f1)3
θ1 ∧ θ5 − e2(Y5ϕ)

(f2 − f1)2
θ2 ∧ θ5 − e2(Y5ϕ)

f2 − f1
θ3 ∧ θ5,

dθ4 = − e2(Y5ϕ)

(f2 − f1)4
θ1 ∧ θ5 − e2(Y5ϕ)

(f2 − f1)3
θ2 ∧ θ5 − e2(Y5ϕ)

(f2 − f1)2
θ3 ∧ θ5 − e2(Y5ϕ)

f2 − f1
θ4 ∧ θ5,

dθ5 = −e1(Y4ϕ)

f2 − f1
θ1 ∧ θ5.

Положим
E1 ≡ Y4ϕ, E2 ≡ Y5ϕ, J1 ≡ e1Y4(Y4ϕ), J2 ≡ e2Y5(Y5ϕ) (3.27)

и продифференцируем ωij (см. (3.25)):

dω12 = 0, dω13 = 0, dω14 = −J1θ1 ∧ θ2 + E2
1θ1 ∧ θ3 +

e2E1E2

(f2 − f1)2
θ1 ∧ θ5,

dω15 = − 3e1E1E2

2(f2 − f1)
θ1 ∧ θ2 −

(
J2

f2 − f1
− e2E

2
2

(f2 − f1)2

)

θ1 ∧ θ5, dω23 = 0,

dω24 = −J1θ1 ∧ θ3 +
e1E

2
1

2
θ1 ∧ θ4 +

e2E1E2

(f2 − f1)3
θ1 ∧ θ5 +

3e1E
2
1

2
θ2 ∧ θ3 +

e2E1E2

(f2 − f1)2
θ2 ∧ θ5,

dω25 = −e1E1E2

f2 − f1
θ1 ∧ θ3 −

(
J2

(f2 − f1)2
− 2e2E

2
2

(f2 − f1)3

)

θ1 ∧ θ5 −
(

J2
f2 − f1

− e2E
2
2

(f2 − f1)2

)

θ2 ∧ θ5,

dω34 = −J1θ1 ∧ θ4 +
e2E1E2

(f2 − f1)4
θ1 ∧ θ5 +

3e1E
2
1

2
θ2 ∧ θ4 +

e2E1E2

(f2 − f1)3
θ2 ∧ θ5 +

e2E1E2

(f2 − f1)2
θ3 ∧ θ5,

dω35 =
e1E1E2

2(f2 − f1)3
θ1 ∧ θ2 +

e1E1E2

2(f2 − f1)2
θ1 ∧ θ3 − e1E1E2

2(f2 − f1)
θ1 ∧ θ4−

−
(

J2
(f2 − f1)3

− 3e2E
2
2

(f2 − f1)4

)

θ1 ∧ θ5 −
(

J2
(f2 − f1)2

− 2e2E
2
2

(f2 − f1)3

)

θ2 ∧ θ5−

−
(

J2
f2 − f1

− e2E
2
2

(f2 − f1)2

)

θ3 ∧ θ5,
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dω45 =
e1E2E1

(f2 − f1)4
θ1 ∧ θ2 +

e1E2E1

(f2 − f1)3
θ1 ∧ θ3 +

e1E2E1

(f2 − f1)2
θ1 ∧ θ4+

+

(
J1

(f2 − f1)
− J2

(f2 − f1)4
+

4e2E
2
2

(f2 − f1)5
− e1E

2
1

2(f2 − f1)2

)

θ1 ∧ θ5−

−
(

J2
(f2 − f1)3

+
3e1E

2
1

2(f2 − f1)
− 3e2E

2
2

(f2 − f1)4

)

θ2 ∧ θ5−

−
(

J2
(f2 − f1)2

− 2e2E
2
2

(f2 − f1)3

)

θ3 ∧ θ5 −
(

J2
f2 − f1

− e2E
2
2

(f2 − f1)2

)

θ4 ∧ θ5.

3.3.2. Вычислив дифференциал равенства

df1 = e1(Y4ϕ)θ1 ≡ e1E1θ1

(см. (3.24)) и сравнив полученное с

dE1 = θlYlY4ϕ = θl[Yl, Y4] + θlY4Ylϕ,

с учетом (3.23) и (??) имеем

dE1 = J1θ1 − 3

2
e1E

2
1θ2 −

e2E1E2

f2 − f1
θ5.

Так же получается dE2.
Применив второе структурное уравнение Картана (3.7), найдем 2-форму кривизны Ωij h-

пространства типа {41}:

Ω12 = − e2E
2
2

(f2 − f1)2
θ1 ∧ θ2, Ω13 =

(
e1E

2
1

2
− e2E

2
2

(f2 − f1)3

)

θ1 ∧ θ2 − e2E
2
2

(f2 − f1)2
θ1 ∧ θ3,

Ω14 = −
(

J1 +
e2E

2
2

(f2 − f1)4

)

θ1 ∧ θ2 +

(
e1E

2
1

2
− e2E

2
2

(f2 − f1)3

)

θ1 ∧ θ3 − e2E
2
2

(f2 − f1)2
θ1 ∧ θ4,

Ω15 = −
(

J2
f2 − f1

− e2E
2
2

(f2 − f1)2

)

θ1 ∧ θ5, Ω23 =

(
e1E

2
1

2
− e2E

2
2

(f2 − f1)3

)

θ1 ∧ θ3 − e2E
2
2

(f2 − f1)2
θ2 ∧ θ3,

Ω24 = −
(

J1 +
e2E

2
2

(f2 − f1)4

)

θ1 ∧ θ3 +

(
e1E

2
1

2
− e2E

2
2

(f2 − f1)3

)

θ1 ∧ θ4+

+

(
e1E

2
1

2
− e2E

2
2

(f2 − f1)3

)

θ2 ∧ θ3 − e2E
2
2

(f2 − f1)2
θ2 ∧ θ4, (3.28)

Ω25 = −
(

J2
(f2 − f1)2

− 2e2E
2
2

(f2 − f1)3

)

θ1 ∧ θ5 −
(

J2
f2 − f1

− e2E
2
2

(f2 − f1)2

)

θ2 ∧ θ5,

Ω34 = −
(

J1 +
e2E

2
2

(f2 − f1)4

)

θ1 ∧ θ4 +

(
e1E

2
1

2
− e2E

2
2

(f2 − f1)3

)

θ2 ∧ θ4 − e2E
2
2

(f2 − f1)2
θ3 ∧ θ4,

Ω35 = −
(

J2
(f2 − f1)3

+
e1E

2
1

2(f2 − f1)
− 3e2E

2
2

(f2 − f1)4

)

θ1 ∧ θ5−

−
(

J2
(f2 − f1)2

− 2e2E
2
2

(f2 − f1)3

)

θ2 ∧ θ5 −
(

J2
f2 − f1

− e2E
2
2

(f2 − f1)2

)

θ3 ∧ θ5,

Ω45 =

(
J1

(f2 − f1)
− J2

(f2 − f1)4
+

4e2E
2
2

(f2 − f1)5
− e1E

2
1

2(f2 − f1)2

)

θ1 ∧ θ5−

−
(

J2
(f2 − f1)3

+
e1E

2
1

2(f2 − f1)
− 3e2E

2
2

(f2 − f1)4

)

θ2 ∧ θ5−
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−
(

J2
(f2 − f1)2

− 2e2E
2
2

(f2 − f1)3

)

θ3 ∧ θ5 −
(

J2
f2 − f1

− e2E
2
2

(f2 − f1)2

)

θ4 ∧ θ5.

Теорема 3.3. Для того чтобы h-пространство H41 типа {41} было пространством посто-
янной кривизны K, т.е. Ωij = Kθi∧θj, необходимо и достаточно выполнение условия K1312 = 0,
что равносильно выполнению равенства

D ≡ e1E
2
1

2
− e2E

2
2

(f2 − f1)3
= 0; (3.29)

при этом Kijkl = 0, ρij = 0 для всех (ij) и (kl) �= (ij), т.е. Ωij = 0, и любое h-пространства H41

типа {41} постоянной кривизны является плоским.

Доказательство. Запишем 2-форму кривизны в виде (3.9), где ρij ≡ Kijij и, в силу (3.28),

ρ12 = − e2E
2
2

(f2 − f1)2
= ρ13 = ρ14 = ρ23 = ρ24 = ρ34,

ρ15 = − J2
f2 − f1

+
e2E

2
2

(f2 − f1)2
= ρ25 = ρ35 = ρ45,

(3.30)

а ненулевые Kijkl при (kl) �= (ij) имеют вид

K1312 =
e1E

2
1

2
− e2E

2
2

(f2 − f1)3
, K1412 = −J1 − e2E

2
2

(f2 − f1)4
,

K1413 = K1312 = K2313, K2413 = K1412, K2414 = K1312 = K2423,

K2515 = − J2
(f2 − f1)2

+
2e2E

2
2

(f2 − f1)3
, K3414 = K1412,

K3515 = − J2
(f2 − f1)3

− e1E
2
1

2(f2 − f1)
+

3e2E
2
2

(f2 − f1)4
,

K3525 = K2515, K4525 = K3515, K4535 = K2515,

K4515 =
J1

f2 − f1
− J2

(f2 − f1)4
− e1E

2
1

2(f2 − f1)2
+

4e2E
2
2

(f2 − f1)5
.

(3.31)

Полагая Kijkl = 0 при (k, l) �= (i, j), i, j, k, l = 1, . . . , 5, получим пять условий:

e1E
2
1

2
− e2E

2
2

(f2 − f1)3
≡ D = 0, (3.32)

−J1 − e2E
2
2

(f2 − f1)4
= 0, (3.33)

− J2
(f2 − f1)2

+
2e2E

2
2

(f2 − f1)3
= 0, (3.34)

− J2
(f2 − f1)3

− e1E
2
1

2(f2 − f1)
+

3e2E
2
2

(f2 − f1)4
= 0, (3.35)

J1
f2 − f1

− J2
(f2 − f1)4

− e1E
2
1

2(f2 − f1)2
+

4e2E
2
2

(f2 − f1)5
= 0. (3.36)

С учетом формул (3.26), (3.27) и (??) уравнение (3.32) принимает вид

4e1ε
2

(f2 − f1)E2
− e2

2(f2 − f1)7

(
df2
dx5

)2

= 0; (3.37)

дифференцируя его по x3, найдем ε = 0, после этого из (3.37) получим f2 = const, откуда следует

E1 = E2 = 0, J1 ≡ e1Y4(E1) = 0, J2 ≡ e2Y5(E2) = 0.
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При этом условия (3.32)–(3.36) выполняются тождественно; кроме того, ρij ≡ 0 для всех i, j =
1, . . . , 5, и, следовательно, Ωij = 0 для всех i, j = 1, . . . , 5, поэтому K = 0, и пространство H41

является плоским. �

3.4. Формы кривизны h-пространств типа {5}.

3.4.1. В данном разделе исследуются пятимерные псевдоримановы h-пространства H5 ти-
па {5}. Метрика g пространства H5 и соответствующая билинейная форма a = h − 2ϕg зада-
ются каноническими формами (??) в подходящем косонормальном репере, причем справедливы
уравнения (??), в которых произведена замена λ на f :

Y1ϕ = Y2ϕ = Y3ϕ = Y4ϕ = 0, (3.38)

df =
2

5
e(Y5ϕ) θ1, (3.39)

⎧
⎨

⎩

ω23 =
1

5
(Y5ϕ) θ1, ω14 =

3

5
(Y5ϕ)θ1, ω51 = (Y5ϕ) θ2,

ω52 = (Y5ϕ)θ3, ω53 = (Y5ϕ) θ4, ω54 = (Y5ϕ) θ5;
(3.40)

остальные компоненты связности ωij равны нулю. Здесь

ϕ =
5

2
f (3.41)

— определяющая функция проективного движения типа {5}; f = εx5 + (1− ε)α; α—постоянная;
e = ±1.
Используя первое структурное уравнение Картана (3.5) и формулы (3.40), найдем

dθ1 = −8

5
e(Y5ϕ) θ1 ∧ θ2, dθ2 = −6

5
e(Y5ϕ) θ1 ∧ θ3,

dθ3 = −4

5
e(Y5ϕ) θ1 ∧ θ4, dθ4 = −2

5
e(Y5ϕ)θ1 ∧ θ5, dθ5 = 0.

(3.42)

Введем обозначения

� ≡ Y5ϕ, ℵ ≡ eY5(Y5ϕ).

Учитывая, что квадрат внешнего дифференциала равен нулю, продифференцируем равен-
ство (3.39):

df =
2

5
e(Y5ϕ)θ1 ≡ 2

5
e� θ1

и результат сравним с

d� = θlYlY5ϕ = θl[Yl, Y5]ϕ+ θlY5Ylϕ,

где (см. [13, с. 101])

[Yl, Y5] ≡ ∇Yl
Y5 −∇Y5Yl =

n∑

l=1

ek(γkl5 − γk5l)Yk̃;

в нашем случае (см. (??))

[Y1, Y5] = −2

5
(Y5ϕ)Y2, [Y2, Y5] = −4

5
(Y5ϕ)Y3, [Y3, Y5] = −6

5
(Y5ϕ)Y4, [Y4, Y5] = −8

5
(Y5ϕ)Y5;

остальные скобки Ли равны нулю. В итоге с учетом (3.38) получим

d� = C θ1 − 8

5
eA2 θ2.
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3.4.2. Дифференцируя равенства (3.40) и пользуясь (3.42), найдем

dω14 = 0, dω23 = 0, dω51 = ℵθ1 ∧ θ2 − 6

5
e�2θ1 ∧ θ3,

dω52 = ℵθ1 ∧ θ3 − 4

5
e�2θ1 ∧ θ4 − 8

5
e�2θ2 ∧ θ3,

dω53 = ℵθ1 ∧ θ4 − 2

5
e�2θ1 ∧ θ5 − 8

5
e�2θ2 ∧ θ4,

dω54 = ℵθ1 ∧ θ5 − 8

5
e�2θ2 ∧ θ5.

(3.43)

Используя (3.40), (3.43) и второе структурное уравнение Картана (3.7), вычислим коэффициенты
2-формы кривизны Ωij h-пространства типа {5}:

Ω12 = Ω13 = Ω23 = 0, Ω14 =
3

5
e�2θ1 ∧ θ2, Ω24 =

3

5
e�2θ1 ∧ θ3,

Ω34 =
3

5
e�2θ1 ∧ θ4, Ω51 = ℵ θ1 ∧ θ2 − 3

5
e�2 θ1 ∧ θ3,

Ω52 = ℵθ1 ∧ θ3 − 3

5
e�2θ1 ∧ θ4 − 3

5
e�2θ2 ∧ θ3,

Ω53 = ℵθ1 ∧ θ4 − 3

5
e�2θ1 ∧ θ5 − 3

5
e�2θ2 ∧ θ4,

Ω54 = ℵθ1 ∧ θ5 − 3

5
e�2θ2 ∧ θ5.

(3.44)

3.4.3. Запишем 2-форму кривизны в виде (3.10):

Ωij = ρijθi ∧ θj +
∑

(kl)�=(ij)

Kijklθk ∧ θl, i, j, k, l = 1, . . . , , i < j, k < l,

где, в силу (3.44), ρij = 0 для всех i, j, а из коэффициентов Kijkl при (kl) �= (ij) не равны нулю
только следующие:

K1412 =
3

5
e�2 = K2413 = K3414 = K1513 = K2514 = K2523 = K3515 = K3524 = K4525,

K1512 = −ℵ = K2513 = K3514 = K4515.

Теорема 3.4. Для того чтобы h-пространство H5 типа {5} было пространством постоян-
ной кривизны K, т.е. Ωij = Kθi ∧ θj, необходимо и достаточно выполнение условия K1412 = 0,
что равносильно

� = 0; (3.45)
при этом Ωij ≡ 0, т.е. любое h-пространство H5 типа {5} постоянной кривизны является
плоским (K = 0).

Доказательство. Необходимость условия K1412 = 0 следует из формулы Ωij = Kθi ∧ θj, опреде-
ляющей пространство постоянной кривизны K.
Если выполняется условие (3.45), то Y5ϕ = 0, поэтому ℵ = 0 и Kijkl = 0 для всех (kl) �=

(ij), i, j, k, l = 1, . . . , 5; i < j, k < l, при этом кривизна Ωij ≡ 0, и H5 является пространством
постоянной нулевой кривизны, т.е. плоским пространством. �
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