
ИТОГИ НАУКИ И ТЕХНИКИ.
Современная математика и ее приложения.
Тематические обзоры.
Том 237 (2024). С. 10–17
DOI: 10.36535/2782-4438-2024-237-10-17

УДК 517.988.67

ЗАДАЧА КОШИ С ПАРАМЕТРОМ,

ВОЗМУЩЕННАЯ ЛИНЕЙНЫМ ФУНКЦИОНАЛОМ

c© 2024 г. Л. Р. Д. ДРЕГЛЯ СИДОРОВ, Н. А. СИДОРОВ

Аннотация. Рассматривается задача Коши с параметром, возмущенная линейным функциона-
лом. При любом значении параметра задача имеет тривиальное решение. Получены необходимые
и достаточные условия на значения параметра, в окрестности которых существуют нетривиаль-
ные решения в классе вещественных непрерывных функций. Указан способ построения таких
решений.
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Abstract. In this paper, we consider a Cauchy problem with a parameter perturbed by a linear
functional. For any value of the parameter, the problem has a trivial solution. We obtain necessary and
sufficient conditions for values of the parameter such that in their neighborhoods nontrivial solutions
in the class of real continuous functions exist. A method of constructing such solutions is proposed.
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1. Постановка задачи. Рассмотрим уравнение
⎧
⎪⎨

⎪⎩

dx(t, λ)

dt
= a(t, λ)xα(λ) +

∞∑

i=l

ai(t, λ)x
i(t, λ), t ∈ [0, T ], λ ∈ R, l � 2

x(t, λ)
∣
∣
t=0

= 0.

(1)

Ряд
∞∑

l

aix
i сходится равномерно в окрестности нуля, коэффициенты a(t, λ), ai(t, λ)—непрерыв-

ные по t и достаточно гладкие по λ. Линейный функционал xα(λ), называемый в приложениях
нагрузкой, определяется интегралами Стилтьеса:

xα(λ) =

m∑

i=1

bi∫

ai

x(t, λ)dαi(t), [ai, bi] ⊂ (0, T ]. (2)
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Поэтому нагрузка может иметь локальные и интегральные слагаемые. Отметим, что задача Ко-
ши (1) при любом λ имеет тривиальное решение x(t, λ) = 0, xα(λ) = 0.

Задача (1) эквивалентна интегральному уравнению Вольтерра второго рода

x(t, λ) =

t∫

0

a(t, λ)dtxα(λ) +
∞∑

i=2

t∫

0

ai(t, λ)x
i(t, λ)dt. (3)

Определение 1. Точка λ0 называется точкой бифуркации уравнения (1), если для любых
ε > 0, δ > 0 существует непрерывная функция x(t, λ) и число λ, удовлетворяющие интегральному
уравнению (3), 0 < ‖x‖ < ε, |λ− λ0| < δ, ‖x‖ = max

t∈[0,T ]
|x(t, λ)|.

Рис. 1. Точка бифуркации

В разных полуокрестностях точки бифур-
кации может существовать разное число
нетривиальных вещественных решений x(t, λ)
(см. рис. 1).

В данной работе найдены условия, при кото-
рых точка λ0 является точкой бифуркации, т.е.
в её окрестности существует нетривиальное ре-
шение. Для других классов нелинейных урав-
нений подобная задача рассматривалась нами
ранее в [6, 7] путём построения и исследова-
ния уравнения относительно линейного функ-
ционала и параметра, называемого уравнени-
ем разветвления. Аналогичная техника приме-
нена здесь. Таким образом, настоящая работа
продолжает исследования [6, 7].

2. Построение уравнения разветвления, необходимое условие бифуркации. Постро-
им решение интегрального уравнения (3) при |λ − λ0| � ρ1, |xα| � ρ2 методом неопределенных
коэффициентов в виде ряда

x(t, λ) =

∞∑

n=1

kn(t, λ)xα(λ)
n, (4)

коэффициенты которого строятся рекуррентно:

k1(t, λ) =

t∫

0

a(τ, λ)dτ, k2(t, λ) = · · · = kl−1(t, λ) = 0, kl(t, λ) =

t∫

0

al(τ, λ)k
l
1(τ, λ)dτ, . . . .

Мы строим малое решение x(t, λ) → 0 при λ → λ0, поэтому и xα → 0. Ряд (4) сходится равно-
мерно при достаточно малом ρ2. Применяя к нему линейный функционал xα, получим искомое
уравнение разветвления:

∞∑

n=1

Ln(λ)x
n
α = 0. (5)

Коэффициенты Ln определены следующим образом:

L1(λ) =
m∑

i=1

bi∫

ai

k1(t, λ)dαi(t)− 1, L2 = · · · = Ll−1 = 0, Ll(λ) =
m∑

i=1

bi∫

ai

kl(t, λ)dαi(t), . . .

Точка λ0 будет точкой бифуркации задачи Коши (1) в том и только в том случае, когда λ0 —
точка бифуркации уравнения разветвления (5). Если L1(λ0) �= 0, то на основании теоремы о
неявной функции уравнение разветвления в окрестности λ0 не имеет малых нетривиальных ре-
шений. Формула (4) устанавливает биекцию между малыми решениями исходной задачи Коши
и уравнения разветвления. Поэтому справедливы следующие утверждения.
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Рис. 2. Диаграмма Ньютона: случай 1 Рис. 3. Диаграмма Ньютона: случай 2

Следствие 1 (необходимое условие бифуркации). Для того чтобы λ0 могла быть точкой би-
фуркации задачи Коши (1), необходимо выполнение равенства L1(λ0) = 0.

Следствие 2 (c-параметрическая бифуркация). Если в уравнении разветвления (5) все
Li(λ0) = 0, то λ0 будет точкой бифуркации. Более того, задача Коши (1) при λ0 имеет c-па-
раметрическое нетривиальное решение x(t, c), зависящее от малого параметра c.

Следствию 2 отвечает на рис. 1 вертикальная ветвь, выходящая из точки λ0.

3. Достаточные условия бифуркации и построение асимптотики решения в окрест-
ности точки бифуркации. Введем следующее условие: точка λ0 является нулем коэффи-
циентов Li(λ) уравнения разветвления (5) кратностей pi соответственно, причем pi � 1, где
i = 1, . . . , n− 1, а pn = 0, так как Ln(λ0) �= 0.

Построим диаграмму Ньютона (см. рис. 2). Рассмотрим множество точек

(1, p1), (2, p2), . . . (n− 1, pn−1), (n, 0). (6)

Рассмотрим два случая.

Случай 1: p1 = 1, pi � 1, i = 2, . . . n − 1, pn = 0. Тогда диаграмма Ньютона множества то-
чек (6) состоит из единственного отрезка (см. рис. 2), соединяющего точки (1, 1) и (n, 0) на
плоскости (i, p), ψ—угол наклона этого отрезка к отрицательному направлению оси абсцисс,
tgψ = 1/(n − 1). На основании формулы Тейлора при μ = λ− λ0 → 0 справедливы асимптотики

Li(λ0 + μ) ∼ 1

pi!
L
(pi)
i (λ0)μ

pi , i = 1, 2, . . . , n.

Поэтому решение уравнения разветвления (5) следует искать в форме

xα =
(
c0 + o(|μ|))|μ|1/(n−1), c0 �= 0. (7)

Главный член c0 удовлетворяет уравнению

sgnμL
(1)
1 (λ0) + Ln(λ0)c

n−1 = 0,

зависящему от знака μ = λ− λ0. Значит,

c0 =

(

− sgn(μ)
L′
1(λ0)

Ln(λ0)

)1/(n−1)

тоже зависит от знака μ. Таким образом,
(a) при четных n существует ровно одно вещественное решение уравнения разветвления (5),

определенное в окрестности точки λ0;
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(b) при нечетных n существует ровно два малых вещественных решений уравнения разветвле-
ния (5), определенных в полуокрестности точки λ0, где

sgn(μ)Ln(λ0)L
(1)
1 (λ0) < 0.

Ряд (4) устанавливает биекцию между малыми решениями задачи Коши (1) и решением уравне-
ния разветвления (5). Поэтому справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть

L1(λ0) = 0, L
(1)
1 (λ0) �= 0, Ln(λ0) �= 0,

p1 = 1, pi � 1, i = 2, . . . n− 1, pn = 0.

Тогда
(a) при четном n число λ0 будет точкой бифуркации задачи Коши (1), причем в окрестности

λ0 существует ровно одно малое вещественное нетривиальное решение с асимптотикой

x(t, λ) ∼
t∫

0

a(τ, λ0)dτ

(

− sgn(λ− λ0)
L
(1)
1 (λ− λ0)

Ln(λ0)

)1/(n−1)
∣
∣λ− λ0

∣
∣1/(n−1)

;

(b) при нечетном n существует ровно два малых вещественных решения, определенных в
полуокрестности точки λ0, где sgn |Ln(λ0)L

(1)
1 (λ0)| < 0,

x1,2(τ, λ) ∼ ±
t∫

0

a(τ, λ0)dτ

∣
∣
∣
∣
∣

L
(1)
1 (λ0)

Ln(λ0)
(λ− λ0)

∣
∣
∣
∣
∣

1/(n−1)

.

Случай 2: p1 � 2, pi � 1, i = 2, . . . n − 1, pn = 0. В этом случае диаграмма Ньютона может
иметь несколько граней (см. рис. 3). Для каждой грани легко сформулировать свои достаточные
условия существования точек бифуркации задачи Коши (1) с указанием асимптотики решений.

Возьмем грань (a, b) диаграммы с концами в точках (i1, pi1), (i1, pi2). Выберем рациональное
число

r

s
=
pi1 − pi2
i2 − i1

.

Число r/s = tgψ (см. рис. 3) удовлетворяет равенству

i1
r

s
+ pi1 = i2

r

s
+ pi2 = θ.

Здесь θ— ордината точки пересечения прямой, проходящей через грань (a, b) с осью ординат p,
ψ— угол, образованный пересечением этой прямой с отрицательным направлением оси абсцисс i.
Если точка (i, p) не лежит на указанной прямой, то выполнится неравенство

i
r

s
+ p > θ.

Положим в уравнении разветвления λ = λ0 + μ и будем искать его решение в виде

xα = c(μ)|μ|r/s, c(0) �= 0.

Тогда функция c(μ) должна определяться из уравнения

|μ|θ
∑

i(r/s)+pi=θ

(sgn μ)pi
L
(pi)
i (λ0)

pi!
c(μ)i + r(c(μ), μ) = 0.

Отметим, что в виду свойства ?? при любом c(μ) получим в пределе

lim
μ→0

|μ|−θr(c(μ), μ) = 0.
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В силу этого предела c(0) должно удовлетворять равенству

P±(c) :=
∑

i(r/s)+pi=θ

sgn(μ)pi
L
(pi)
i (λ0)

pi!
ci = 0.

Если хотя бы одно из чисел pi нечетное, то для определения c(0) получим два разных поли-
нома P±(c). Полиномы P±(c) отвечают соответственно положительным и отрицательным μ, т.е.
разным полуокрестностям точки бифуркации λ0. Таким образом, в общем случае для вычисления
c(0) получим два разных уравнения.

Пусть существует простой вещественный корень c� �= 0 хотя бы у одного из полиномов P±(c).
Тогда на основании теоремы о неявной функции уравнение разветвления имеет вещественное
решение с асимптотикой

xα ∼ c�|μ|r/s,
определенное в соответствующей полуокрестности точки λ0. В этом случае λ0 — точка бифурка-
ции уравнения (1), и справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Пусть диаграмма Ньютона отвечает случаю 2 (см. рис. fig3) и c� —ненулевой
простой вещественный корень хотя бы одного из полиномов P±(c). Тогда λ0 —точка бифурка-
ции, и хотя бы в одной полуокрестности точки λ0 существует в пространстве C[0, T ] веще-
ственное решение задачи Коши с асимптотикой

x(t, λ) ∼ c�|λ− λ0|r/s
t∫

0

a1(τ, λ)dτ.

4. О бифуркации решений задачи Коши (8) с параметром, возмущенной линейными
функционалами. Рассмотрим задачу Коши

⎧
⎪⎨

⎪⎩

dx(t, λ)

dt
=

n∑

k=1

ak(t, λ)xαk
(λ) +

∞∑

i=l

Ai(t, λ)x
i(t, λ),

x(t, λ)
∣
∣
t=0

= 0,

(8)

где ak(t, λ), Ai(t, λ)—функции, непрерывные по t и достаточно гладкие по λ при t ∈ [0, T ], λ ∈
I ⊂ R

m. Линейные функционалы определяются интегралами Стилтьеса:

xαk
(λ) =

bk∫

ak

x(t, λ)dαk(t), [ak, bk] ⊂ (0, T ]. (9)

Отметим, что в уравнении (8) количество линейных функционалов xαk
, k = 1, . . . , n, нельзя

уменьшить, если функции a1(t, λ), . . . , an(t, λ) не являются линейно зависимыми. Поэтому зада-
ча (1) является частным случаем задачи Коши (8).

Фиксируем в множестве I точку λ0. При

‖λ− λ0‖Rm � ρ1,

√
√
√
√

n∑

k=1

|xαk
|2 � ρ2,

где положительные числа ρ1, ρ2 достаточно малы, решение задачи Коши (8) представим одно-
значно в виде равномерно сходящегося ряда

x(t, λ) =

∞∑

j=1

Kj

(
t, λ, xα1(λ), . . . , xαn(λ)

)
. (10)
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Непрерывные функции Kj суть j-степенные формы компонент вектора xα = (xα1 , . . . , xαn)
T .

В частности,

K1

(
t, λ, xα1 , . . . , xαn

)
=

n∑

k=1

t∫

0

ak(t, λ)dtxαk

—линейная форма компонент вектора xα:

Kj

(
t, λ, xα1 , . . . , xαn

)
= 0, j = 2, . . . , l − 1,

Kl

(
t, λ, xα1 , . . . , xαn

)
=

t∫

0

Al(t, λ)
(
K1

(
t, λ, xα1 , . . . , xαn

))l
dt

— l-степенная форма компонент вектора xα и т. д.
Применяя к обеим частям ряда (10) последовательно линейные функционалы xαi , i = 1, . . . , n,

получим систему из n уравнений разветвления:

L1(λ;xα) +
∞∑

n=l

Ln(λ;xα) = 0. (11)

Здесь компоненты первого вектора

L1(λ;xα) =

⎡

⎣−
n∑

k=1

δikxαk(λ) +

bi∫

ai

n∑

k=1

t∫

0

ak(τ, λ) dτ dt xαk(λ)

⎤

⎦

n

i,k=1

суть линейные формы компонент вектора xα из R
n. В системе (11) компоненты векторов

Ln(λ;xα)— n-степенные формы xα тоже зависят от λ.
Введем матрицу

B(λ) =

⎡

⎣−δik +
bi∫

ai

t∫

0

ak(τ, λ) dτ dt

⎤

⎦

n

i,k=1

На основании теоремы о неявных функциях точка бифуркации λ0 должна удовлетворять условию
detB(λ0) = 0. Поэтому справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Для того чтобы точка λ0 могла быть точкой бифуркации задачи Коши (8),
необходимо выполнение равенства detB(λ0) = 0.

При получении достаточных условий бифуркации решений задачи Коши (8) в точке λ0 сначала
рассмотрим случай скалярного параметра λ.

Теорема 4. Пусть в системе (11) выполнены условия λ ∈ R
1, detB(λ0+μ) ∼ cμp при μ→ 0,

c �= 0. Если при этом p нечетно, то λ—точка бифуркации задачи Коши (8).

Доказательство. Рассмотрим векторное поле

Φμ(xα) =

{

L1

(
λ0 + μ, xα

)
+

∞∑

i=l

Li

(
λ0 + μ, xα

)
}

,

соответствующее системе (11) на сфере

S =

{

x
∣
∣
∣

n∑

i=1

x2αi
= ρ

}

.

Вместо сферы S можем брать произвольную достаточно гладкую замкнутую поверхность в R
n,

содержащую нуль.
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Далее, ρ и μ положительные и достаточно малы: 0 < ρ < ε, |μ| < δ. Положим μ = (2t − 1)δ1,
где δ1 ∈ (0, δ), t ∈ [0, 1]. Введем непрерывное отображение

Φ : S × [0, 1] → R
n, Φ

(
xα, t

)
= L1

(
λ0 + (2t− 1)δ1, xα

)
+

∞∑

i=2

Li

(
λ0 + (2t− 1)δ1, xα

)
.

Предположим, что Φ(xα, t) �= 0 при t ∈ [0, 1], xα ∈ S. Таким образом, мы допустили, что λ0 не яв-
ляется точкой бифуркации. Тогда определено вращение I(Φ(xα, t), S). При этом по определению
Φ(xα, t) непрерывно, а вращение — целое число. Следовательно,

I(Φ(xα, 0), S) = I(Φ(xα, 1), S).

Но тогда sgn(−1)p = sgn(+1)p, где p—нечетное. Следовательно, сделанное выше предположение
не верно, и найдутся вектор x�α в S и точка t� в интервале [0, 1] , удовлетворяющие системе
Φ(xα, t) = 0. Теорема 4 доказана. �

Если λ ∈ R
n в задаче Коши (8) , то справедливо следующее усиление теоремы 4.

Теорема 5. Пусть λ ∈ R
n в системе (11) и пусть векторы λ0, a в R

n выбраны так, что

detB(λ0 + aμ) ∼ cμp при μ→ 0, c �= 0.

Если p нечетно, то λ0 —точка бифуркации задачи Коши (8).

Доказательство очевидное и повторяет этапы доказательства теоремы 4.

5. Заключение. Теоремы 4, 5 являются топологическими теоремами существования. Они не
дают алгоритмов построения нетривиальных решений. Нетривиальных вещественных решений
в окрестности точки бифуркации задачи (8) может быть несколько. Более того, могут суще-
ствовать ветви, зависящие от свободных параметров. В случае одного уравнения разветвления
это показано в теоремах 1, 2. Используя многогранник Ньютона и приемы степенной геометрии
(см. [1]), можно строить асимптотики решений при λ ∈ R

n.
Униформизация ветвей решений системы (11) может быть явной и неявной (см. [5]), когда за

параметр униформизации выбирается один из линейных функционалов xαi , i = 1, . . . , n. Система
разветвлений (11) с векторным параметром λ может иметь кривые и поверхности бифуркациии.
Тогда задача построения приближенных методов и анализ существенно усложняется (см. моно-
графию [9]) и требуют отдельного рассмотрения. Обзор результатов в теории бифуркации опера-
торов Фредгольма приведен в статье [8], при этом особое внимание уделяется взаимосвязи теории
бифуркации, алгебраической геометрии и теории Галуа. Подробно вопросы теории ветвления и
бифуркаций, теории дифференциальных и функционально-дифференциальных уравнений, тео-
рии устойчивости и теории некорректных задач рассмотрены в монографии [4]. Приведен обзор
результатов теории ветвления с помощью геометрических методов (показатель Кронекера—Пуан-
каре, степенная геометрия, диаграммы Ньютона), алгебраических методов (цепочки Жордана),
вариационных методов (условные точки экстремума для непрерывных функций и показатель
Морса—Конли), а также теоретико-групповых свойств и проективно-итерационных методов и
теории сплетаемых уравнений разветвления.
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