
ИТОГИ НАУКИ И ТЕХНИКИ.
Современная математика и ее приложения.
Тематические обзоры.
Том 236 (2024). С. 3–12
DOI: 10.36535/2782-4438-2024-236-3-12

УДК 517.9, 519.6

ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ К СИЛЬНОМУ РЕШЕНИЮ

B-ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

И ЕГО РАЗНОСТНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

c© 2024 г. О. П. БАРАБАШ

Аннотация. Работа посвящена построению разностной схемы для краевой задачи с уравнением
B-эллиптического типа. Исследование сходимости ведется в весовом пространстве Киприянова.
С помощью усредняющих операторов Стеклова выведено интегральное соотношение баланса,
которому удовлетворяет точное решение исходной задачи. Получена пятиточечная разностная
схема и априорная оценка погрешности.
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Abstract. In this work, a finite-difference scheme for a boundary-value problem for a B-elliptic
equation is constructed. The convergence is examined in the Kipriyanov weight space. An integral
balance relation for the exact solution of the original problem is obtained by using Steklov averaging
operators. A five-point difference scheme and an a priori estimate for the error are obtained.
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1. Введение. Дискретные методы решения задач математической физики в настоящее время
являются чрезвычайно действенными инструментами для исследования многих проблем есте-
ствознания. К реализуемым методам предъявляются требования высокой точности, устойчивости
и экономичности.
Развитие теории однородных разностных схем, сохраняющих сходимость на разрывных ре-

шениях, было положено А. Н. Тихоновым и А. А. Самарским (см. [12]. Для одномерных задач
авторами с помощью естественных априорных оценок и представления погрешности аппрокси-
мации в дивергентной форме были получены необходимые и достаточные условия сходимости в
классе разрывных коэффициентов.
Для случая многомерных задач с негладкими данными естественно возникает понятие обоб-

щенного решения. При этом ключевое значение приобретает вопрос принадлежности обобщенно-
го решения некоторому классу, например, соболевскому классу W k

p .
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Исходя из того, что обобщенное решение определяется как функция, удовлетворяющая неко-
торому интегральному тождеству, в 1943 г. Р. Курант изложил метод построения дискретных
схем как частный случай минимизации вариационного функционала по методу Ритца (см. [13]).
Следуя вариационной постановке задачи с обобщенным решением, построение разностных схем

можно осуществлять с помощью аппроксимации производных конечными разностями в узлах
сетки и вычисления интегралов по квадратурным формулам. Этим способом были получены
хорошие аппроксимации для многомерных задач с граничными условиями второго и третьего
рода (см. [8]).
Классическая трактовка погрешности аппроксимации как невязки, получающейся при подста-

новке точного решения в разностную схему, и ее оценка с помощью формулы Тейлора в многомер-
ном случае не всегда оказывается эффективной. Требуется использование подходящего обобще-
ния определения погрешности. Так, погрешность аппроксимации представляется в дивергентной
форме B1 ∗ η1 +B2 ∗ η2, где Bα, α = 1, 2, — линейные разностные операторы. Например, если A—
оператор разностной схемы и A = A1 +A2, то

Aαy = −yxαx ≡ B∗
αBαy, B∗

αy = −yxα

(см. подробнее [7]). Тогда априорная оценка в энергетической норме ‖y‖A = (Ay, y)1/2 выражается
через ‖η1‖L2(ω)

+ ‖η2‖L2(ω)
.

2. Постановка задачи. Рассмотрим в области Ω = {(x1, x2) : 0 < x1 < 1, 0 < x2 < 1} c
границей Γ = {x1 = 1, 0 � x2 � 1} ∪ {x2 = 0, 0 � x1 � 1} следующую краевую задачу:

Lu = f(x1, x2), γ > 0, q (x1, x2) ∈ Ω, (1)

xγ1
∂u

∂x1
= 0, x1 = 0, u(x) = 0, x ∈ Γ, (2)

Lu = x−γ
1

∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

)
+
∂2u

∂x22
− qu, q ∈ C(Ω), q � 0.

Одним из способов введения нормы в пространствах Киприянова (см. [1, 4–6, 10, 14, 15] является
следующая формула (см. [2, 3]):

∥∥u∥∥
W 2

2,γ(Ω)
=

∥∥u∥∥
2,γ,Ω

=

⎛
⎜⎜⎝

∑
0�i1+2i2+j�2,
i1=0,1, i2,j∈Z+

∥∥∥Di1
x1
Bi2

x1
Dj

x2
u(x1, x2)

∥∥∥2

L2,γ

⎞
⎟⎟⎠

1/2

, (3)

где

Z+ = N ∪ {0}, ∥∥u∥∥
L2,γ (Ω)

=
∥∥u∥∥

0,γ,Ω
=

⎛
⎝∫∫

Ω

xγ1u
2dΩ

⎞
⎠

1/2

.

Через W 2
2,γ,0 обозначим пространство функций, которые получаются замыканием в норме (3)

функций u(x) ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω), удовлетворяющих краевым условиям

xγ1
∂u

∂x1
= 0, x1 = 0, u(x) = 0, x ∈ Γ.

Сильным решением задачи (1)–(2) будем называть функцию u ∈W 2
2,γ,0(Ω), которая удовлетво-

ряет интегральному тождеству

a(u, μ) = l(μ) ∀μ ∈W 2
2,γ,0(Ω), (4)

где

a(u, μ) =

∫∫
Ω

xγ1L(u)L(μ)dΩ, l(μ) =

∫∫
Ω

xγ1f(x1, x2)L(μ)dΩ, f ∈ L2,γ(Ω). (5)

Для дальнейшего исследования нам потребуется следующий известный результат.
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Теорема 1 (лемма Лакса—Мильграма; см. [9, 11]). Пусть V — гильбертово пространство,
билинейная форма a(·, ·) : V × V → R

1 непрерывна и V -эллиптична, линейная форма f : V → R
1

непрерывна. Тогда задача, состоящая в нахождении такого элемента u ∈ V , что

a(u, v) = 〈f, v〉 ∀v ∈ V,

имеет единственное решение.

Теорема 2. Пусть f(x1, x2) ∈ L2,γ(Ω). Тогда сильное решение задачи (1)–(2) существует и
единственно.

Доказательство. Проверим выполнение условий леммы Лакса—Мильграма:

a(u, u) =

∫∫
Ω

xγ1 [L(u)]
2dΩ =

∫∫
Ω

xγ1

[
x−γ
1

∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

)
+
∂2u

∂x22
− qu

]2
dΩ =

=

∫∫
Ω

xγ1

[(
x−γ
1

∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

))2

+

(
∂2u

∂x22

)2

+ (qu)2+

+ 2x−γ
1

∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

)
∂2u

∂x22
− 2x−γ

1

∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

)
qu− 2

∂2u

∂x22
qu

]
dΩ. (6)

Рассмотрим четвертое слагаемое:

2

∫∫
Ω

∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

)
∂2u

∂x22
dΩ = 2

1∫
0

[
xγ1

∂u

∂x1

∂2u

∂x22

∣∣∣∣∣
x1=1

x1=0

−
1∫

0

xγ1
∂u

∂x1

∂3u

∂x22∂x1
dx1

]
dx2 =

= 2

⎡
⎣xγ1 ∂u∂x1

∂u

∂x2

∣∣∣∣∣
x2=1

x1=1,x2=0

−
1∫

0

xγ1
∂u

∂x1

∂2u

∂x1x2

∣∣∣∣∣
x1=1

dx2

⎤
⎦− 2

1∫
0

xγ1
∂u

∂x1

∂2u

∂x2∂x1

∣∣∣∣∣
x2=1

x2=0

dx1+

+ 2

∫∫
Ω

xγ1

(
∂2u

∂x2∂x1

)2

dΩ. (7)

Для функций u(x) ∈ C2(Ω)∩C(Ω) первые три слагаемых в (7) равны нулю, поскольку содержат
производную по направлению касательной на части границы, где функция равна нулю. Напри-
мер, при x2 = 0, x2 = 1 имеем u = 0, а значит,

∂u

∂x1
= lim

Δx1→0

u(x1 +Δx1, x2)− u(x1, x2)

Δx1
= 0.

Аналогично при x1 = 1 выполняется равенство ∂u/∂x2 = 0. С учетом этих обстоятельств равен-
ство (7) примет вид

2

∫∫
Ω

∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

)
∂2u

∂x22
dΩ = 2

∫∫
Ω

xγ1

(
∂2u

∂x2∂x1

)2

dΩ.

Для функций u ∈W 2
2,γ,0(Ω) это равенство получается переходом к пределу в норме ‖·‖2,γ,0.

Кроме того, по теореме Вейерштрасса существует конечное значение Q = max
x∈Ω

q(x). Поэтому

−2

∫∫
Ω

xγ1
∂2u

∂x22
q u dΩ � 2Q

∫∫
Ω

xγ1

(
∂u

∂x2

)2

dΩ,

−2

∫∫
Ω

∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

)
q u dΩ � 2Q

∫∫
Ω

xγ1

(
∂u

∂x1

)2

dΩ.
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Таким образом,

a(u, u) �
∫∫
Ω

xγ1

[(
x−γ
1

∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

))2

+

(
∂2u

∂x22

)2

+ 2

(
∂2u

∂x2∂x1

)2

+

+Q2u2 + 2Q

(
∂u

∂x1

)2

+ 2Q

(
∂u

∂x2

)2
]
dΩ.

Сравнивая полученное неравенство с полунормой

|u|22,γ,0 =
∫∫
Ω

xγ1

[(
x−γ
1

∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

))2

+

(
∂2u

∂x22

)2

+ 2

(
∂2u

∂x2∂x1

)2
]
dΩ,

получаем, что a(u, u) � |u|22,γ,0.
Покажем эквивалентность полунормы |u|2,γ,0 норме ‖u‖2,γ,0. Рассмотрим равенство

∂u(x1, x2)

∂x2
= −

1∫
x1

∂2u(x3, x2)

∂x3∂x2
dx3.

Умножим обе части на
√
xγ1 , возведем в квадрат и проинтегрируем по области Ω:

∫∫
Ω

xγ1

(
∂u(x1, x2)

∂x2

)2

dΩ =

∫∫
Ω

xγ1

⎛
⎝

1∫
x1

∂2u(x3, x2)

∂x3∂x2
dx3

⎞
⎠

2

dΩ �

�
∫∫
Ω

⎛
⎝

1∫
x1

√
xγ3
∂2u(x3, x2)

∂x3∂x2
dx3

⎞
⎠

2

dΩ �
1∫

0

dx1

1∫
0

⎛
⎝

1∫
0

xγ3

(
∂2u(x3, x2)

∂x3∂x2

)2

dx3

⎞
⎠ dx2 �

�
∫∫
Ω

xγ1

(
∂2u(x1, x2)

∂x1∂x2

)2

dΩ. (8)

Аналогичным образом, интегрируя равенство

u(x1, x2) =

x2∫
0

∂u(x1, x3)

∂x3
dx3,

получим
∫∫
Ω

xγ1u
2(x1, x2)dΩ =

∫∫
Ω

xγ1

⎛
⎝

x2∫
0

∂u(x1, x3)

∂x3
dx3

⎞
⎠

2

dΩ � 1

2

∫∫
Ω

xγ1

(
∂u(x1, x2)

∂x2

)2

dΩ. (9)

Далее рассмотрим соотношение

∂u(x1, x2)

∂x1
=

x2∫
0

∂2u(x1, x3)

∂x1∂x3
dx3.

Возводя в квадрат обе его части, умножая на xγ1 и интегрируя по Ω, получим:

∫∫
Ω

xγ1

(
∂u(x1, x2)

∂x1

)2

dΩ =

∫∫
Ω

xγ1

⎛
⎝

x2∫
0

∂2u(x1, x3)

∂x1∂x3
dx3

⎞
⎠

2

dΩ �

�
∫∫
Ω

xγ1

⎛
⎝

1∫
0

dx3

1∫
0

(
∂2u(x1, x3)

∂x1∂x3

)2

dx3

⎞
⎠ dΩ =

∫∫
Ω

xγ1

(
∂2u(x1, x2)

∂x1∂x2

)2

dΩ. (10)
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С учетом неравенств (8)–(10) будем иметь:

a(u, u) �
∫∫
Ω

xγ1

[(
x−γ
1

∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

))2

+

(
∂2u

∂x22

)2

+
2

3

(
∂u

∂x2

)2

+

+
4

3
u2 +

2

3

(
∂u

∂x1

)2

+
2

3

(
∂2u

∂x2∂x1

)2
]
dΩ.

Убедимся, что выполняется условие W 2
2,γ-эллиптичности билинейной формы, т.е.

a(u, u) � χ‖u‖2,γ,0, χ > 0. (11)

Проверим выполнение условия |l(μ)| �M‖μ‖2,γ,0 для каждого μ ∈W 2
2,γ,0(Ω):

∣∣l(μ)∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∫∫
Ω

xγ1f(x1, x2)

[
x−γ
1

∂

∂x1

(
xγ1

∂μ

∂x1

)
+
∂2μ

∂x22
− qμ

]
dΩ

∣∣∣∣∣∣ �

�

∣∣∣∣∣∣
∫∫
Ω

xγ1x
−γ
1 f(x1, x2)

∂

∂x1

(
xγ1

∂μ

∂x1

)
dΩ

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∫∫
Ω

xγ1f(x1, x2)
∂2μ

∂x22
dΩ

∣∣∣∣∣∣+Q

∣∣∣∣∣∣
∫∫
Ω

xγ1f(x1, x2)μdΩ

∣∣∣∣∣∣ .

Для первого слагаемого имеем:
∣∣∣∣∣∣
∫∫
Ω

xγ1x
−γ
1 f(x1, x2)

∂

∂x1

(
xγ1

∂μ

∂x1

)
dΩ

∣∣∣∣∣∣ �

�

⎛
⎝∫∫

Ω

xγ1f
2(x1, x2)dΩ

⎞
⎠

1/2 ⎛
⎝∫∫

Ω

xγ1

(
x−γ
1

∂

∂x1

(
xγ1

∂μ

∂x1

))2

dΩ

⎞
⎠

1/2

�

�
∥∥f∥∥

L2,γ

∥∥μ∥∥
2,γ,0

=M1

∥∥μ∥∥
2,γ,0

.

Для второго:
∣∣∣∣∣∣
∫∫
Ω

xγ1f(x1, x2)
∂2μ

∂x22
dΩ

∣∣∣∣∣∣ �
⎛
⎝∫∫

Ω

xγ1f
2(x1, x2)dΩ

⎞
⎠

1/2 ⎛
⎝∫∫

Ω

xγ1

(
∂2μ

∂x22

)2

dΩ

⎞
⎠

1/2

�M2‖μ‖2,γ,0.

Для третьего слагаемого справедлива оценка:

Q

∣∣∣∣∣∣
∫∫
Ω

xγ1f(x1, x2)μdΩ

∣∣∣∣∣∣ �M3‖μ‖2,γ,0.

Суммируя полученные оценки, приходим к неравенству
∣∣l(μ)∣∣ �M‖μ‖2,γ,0 ∀μ ∈W 2

2,γ,0. (12)

Аналогично доказывается третье условие леммы Лакса—Мильграма
∣∣a(u, μ)∣∣ � M̃

∥∥u∥∥
2,γ,0

∥∥μ∥∥
2,γ,0

∀u, μ ∈W 2
2,γ,0.

Таким образом, все условия леммы Лакса—Мильграма выполнены, что и доказывает теорему. �
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3. Построение разностной схемы. Априорная оценка. На замыкании области Ω введем
сетку ω = ωx1 × ωx2 :

ωx1 =

{
x1,i =

(
i− 1

2

)
h1, i = 1, N1,

(
N1 − 1

2

)
h1 = 1

}
,

ωx2 =

{
x2,j = jh2, j = 0, N2, h2 =

1

N2

}
.

Обозначим через ω и σ соответственно множества внутренних узлов сетки ω и узлов, лежащих
на границе Γ.
Скалярное произведение и норма на множестве сеточных функций, обращающихся в нуль на

границе, задаются следующим образом:

(y, v) =
∑
x∈ω

y(x)v(x)h1h2, ‖y‖ = (y, y)1/2. (13)

Следуя обозначениям [9], запишем разностные отношения по формулам:

y(±1i) = y(±1i)(x) = y(x1, . . . , xi ± hi, . . . , xn),

yxi = yxi(x) =
y − y(−1i)

hi
, yxi = yxi(x) =

y(+1i) − y

hi
,

yxixi = yxixi(x) =
y(+1i) − 2y + y(−1i)

h2i
, i = 1, n.

Примем функцию μ(x) из равенства (4) такой, чтобы она удовлетворяла равенству

x−γ
1

∂

∂x1

(
xγ1

∂μ

∂x1

)
+
∂2μ

∂x22
− qμ =

{
1, (x1, x2) ∈ e,

0, (x1, x2) ∈ Ω \ e,
где

e =

{
(ξ1, ξ2) : |ξ1 − x1| < h1

2
, |ξ2 − x2| < h2

2

}
.

С учетом выбранного μ запишем (4):

1

h1h2

∫∫
e

[
∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

)
+ xγ1

∂2u

∂x22
− xγ1qu

]
dx1dx2 =

1

h1h2

∫∫
e

f(x1, x2)x
γ
1dx1dx2.

Рассмотрим первое слагаемое полученного выражения:

1

h1h2

∫∫
e

∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

)
dx1dx2 =

1

h1h2

x2+
h2
2∫

x2−h2
2

ξγ
∂u(ξ, τ)

∂ξ

∣∣∣∣∣
x+

h1
2

x−h1
2

dτ,

[
S2

(
xγ1

∂u

∂x1

)−0,51
]

x1

=

=
1

h1h2

x2+
h2
2∫

x2−h2
2

[(
x1 +

h1
2

)γ ∂u(x1 + h1/2, τ)

∂x1
−

(
x− h1

2

)γ ∂u(x1 − h1/2, τ)

∂x1

]
dτ.
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Для второго слагаемого:

1

h1h2

∫∫
e

xγ1
∂2u

∂x22
dx1dx2 =

1

h1h2

x1+
h1
2∫

x1−h1
2

ξγ
∂u(ξ, τ)

∂τ

∣∣∣∣∣
x2+

h2
2

x2−h2
2

dξ,

[
S1

(
xγ1
∂u(x1, x2)

∂x2

)−0,52
]

x2

=
1

h1h2

x1+
h1
2∫

x1−h1
2

[
ξγ
∂u (ξ, x2 + 1/h2)

∂x2
− ξγ

∂u (ξ, x2 − 1/h2)

∂x2

]
dξ.

Для третьего:

−S1S2
(
xγ1q(x1, x2)u(x1, x2)

)
= − 1

h1h2

∫∫
e

ξγq(ξ, τ)u(ξ, τ)dξdτ.

Теперь рассматриваемое равенство (4) запишется в виде[
S2

(
xγ1

∂u

∂x1

)−0,51
]

x1

+

[
S1

(
xγ1

∂u

∂x2

)−0,52
]

x2

− S1S2 (x
γ
1qu) = S1S2 (x

γ
1f) , (14)

где S1 и S2— усредняющие операторы Стеклова по переменным x1 и x2 соответственно, опреде-
ленные формулой

Siu(x) =
1

hi

xi+0,5hi∫
xi−0,5hi

u(x1, . . . , ξi, . . . , xn)dξi.

Далее в последнем интегральном тождестве заменим производные конечно-разностными соот-
ношениями, интегралы — квадратурной формулой прямоугольников. По первой переменной про-
изведем аппроксимацию производной центрально-разностным соотношением

S2

(
xγ1

∂u

∂x1

)−0,51 ∼= S2

(
xγ1
u(x1 + 0,5h1, ξ2)− u(x1 − 0,5h1, ξ2)

h1

)−0,51

=

=
1

h2

x2+0,5h2∫
x2−0,5h2

(x1 − 0,5h1)
γ u(x1, ξ2)− u(x1 − h1, ξ2)

h1
dξ2 ∼= (x1 − 0,5h1)

γyx1 .

Аналогичные действия произведем по второй переменной:

S1

(
xγ1

∂u

∂x2

)−0,52 ∼= S1

(
ξγ1
u(ξ1, x2 + 0,5h2)− u(ξ1, x2 − 0,5h2)

h2

)−0,52

=

=
1

h1

x1+0,5h1∫
x1−0,5h1

ξγ1
u(ξ1, x2)− u(ξ1, x2 − h2)

h2
dξ1 ∼= xγ1yx2 .

В результате приходим к следующей разностной схеме для приближенного решения y(x1, x2):

Λy ≡ ((x1 − 0,5h1)
γyx1)x1

+ xγ1yx2x2 − qxγ1y =

= S1S2 (x
γ
1f(x1, x2)) , (x1, x2) ∈ ω,

y(x1, x2) = 0, (x1, x2) ∈ σ.

(15)

Пусть v = y− u, где y—решение полученное с помощью схемы (15), u— сильное решение задачи
(1)–(2). Разность v будем называть погрешностью решения. Тогда

Λv = Λy − Λu = S1S2 (x
γ
1f(x1, x2))− Λu = ψ(x1, x2), (x1, x2) ∈ ω,

v(x1, x2) = 0, (x1, x2) ∈ σ.
(16)
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Представим погрешность аппроксимациии ψ в следующем виде:

ψ(x1, x2) = −η1x1
− η2x2

+ η3,

где

η1 =
(
x1 − 0,5h1

)γ
ux1 − S2

(
xγ1

∂u

∂x1

)−0,51

,

η2 = xγ1ux2 − S1

(
xγ1

∂u

∂x2

)−0,52

, η3 = xγ1qu− S1S2 (x
γ
1qu) .

Применим скалярное умножение (13) на v к (16). Затем используем первую разностную формулу
Грина для функции равной нулю в граничных точках:(

vxixi , v
)
= −(

vxi , vxi

]
i
= −∥∥vxi

]∣∣2
i
,

где

(
ω, v

]
1
=

N1∑
i1=1

N2−1∑
i2=1

ω(i1h1, i2h2)v(i1h1, i2h2)h1h2,

(
ω, v

]
2
=

N1−1∑
i1=1

N2∑
i2=1

ω(i1h1, i2h2)v(i1h1, i2h2)h1h2.

В результате получим:(((
x1 − 0,5h1

)γ
vx1

)
x1

, v

)
+

(
xγ1vx2x2 , v

) − (
xγ1qv, v

)
=

= −
((
x1 − 0,5h1

)γ
vx1 , vx1

]
1
−

(
xγ1vx2 , vx2

]
2
− (

xγ1qv, v
)
=

= (ψ, v) =
(
η1, vx1

]
1
+

(
η2, vx2

]
2
+ (η3, v).

Введем в рассмотрение следующую норму:
∥∥Ξy∥∥

0,γ,ω
=

{((
x1 − 0,5h1

)γ
yx1 , yx1

]
1
+

(
xγ1yx2 , yx2

]
2
+

(
xγ1qy, y

)}1/2
.

C учетом неравенства Коши—Буняковского получим:

∥∥Ξv∥∥2
0,γ,ω

�
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

1√
(x1 − 0,5h1)γ

η1

]∣∣∣∣∣
1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
√(

x1 − 0,5h1
)γ
vx1

]∣∣∣∣
1

+

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

1√
xγ1
η2

]∣∣∣∣∣
2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
√
xγ1vx2

]∣∣∣∣
2

+
∥∥η3∥∥ ∥∥v∥∥. (17)

Оценим множители, входящие в правую часть (17):∣∣∣∣
∣∣∣∣
√(

x1 − 0,5h1
)γ
vx1

]∣∣∣∣
1

=

√((
x1 − 0,5h1

)γ
vx1 , vx1

]
1
�

∥∥Ξv∥∥
0,γ,ω

,

∣∣∣∣
∣∣∣∣
√
xγ1vx2

]∣∣∣∣
2

=
√(

xγ1vx2 , vx2

]
2
�

∥∥Ξv∥∥
0,γ,ω

.

Для оценки ‖v‖ рассмотрим равенство

vξ2
=
v(x1, ξ2)− v(x1, ξ2 − h2)

h2
,

x2∑
ξ2=h2

h2vξ2
(x1, ξ2) = v(x1, h2)− v(x1, 0) + v(x1, 2h2)− v(x1, h2) + v(x1, 3h2)− v(x1, 2h2)+

+ · · ·+ v(x1, x2 − h2)− v(x1, x2 − 2h2) + v(x1, x2)− v(x1, x2 − h2) = v(x1, x2).
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Умножим равенство

v(x1, x2) =

x2∑
ξ2=h2

h2vξ2
(x1, ξ2)

на
√
xγ1h1h2, возведем в квадрат и просуммируем по сетке ω:

h1h2
∑
ω

xγ1v
2(x1, x2) =

∥∥v∥∥2
0,γ,ω

=
∑
ω

xγ1h1h2h
2
2

⎛
⎝ x2∑

ξ2=h2

vξ2
(x1, ξ2)

⎞
⎠

2

. (18)

Принимая во внимание неравенство (a1 + a2 + · · · + an)
2 � n

(
a21 + a22 + · · · + a2n

)
, а также тот

факт, что h2N2 = 1, перепишем (18) в следующем виде:
∥∥v∥∥2

0,γ,ω
�

∑
ω

xγ1h
2
2N2

∑
ω2

v2
ξ2
(x1, ξ2)h1h2 =

∑
ω

xγ1h1h
2
2

∑
ξ2∈ω2

v2
ξ2
(x1, ξ2) =

=
∑

x1∈ω1

xγ1h1
∑

x2∈ω2

h2
∑
ξ2∈ω2

v2
ξ2
(x1, ξ2)h2 � 2

∑
x1∈ω1

xγ1h1
∑
ξ2∈ω2

v2
ξ2
(x1, ξ2)h2 =

= 2

∥∥∥∥
√
xγ1vξ2

∥∥∥∥
2

� C ‖Ξv‖2 .

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 3. Разностная схема (16) имеет единственное решение, являющееся устойчивым
по правой части. При этом выполнена априорная оценка

∥∥Ξv∥∥
0,γ,ω

�

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

1√(
x− 0,5h1

)γ η1
⎤
⎦
∣∣∣∣∣∣
1

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

1√
xγ1

η2

]∣∣∣∣∣
2

+
∥∥η3∥∥C. (19)

4. Заключение. Обсуждаемый в статье подход построения и исследования разностной схемы
для эллиптической задачи имеет важные особенности, а именно: 1) представление погрешности
аппроксимации согласовано через оператор разностной схемы с нормой, в которой получена оцен-
ка; 2) составляющие погрешности аппроксимации η1 и η2 оцениваются на обобщенных решениях,
имеющих определенную гладкость, которая выражается в их принадлежности пространству Ки-
приянова W 2

2,γ .
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