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Аннотация. Представлены примеры интегрируемых однородных по части переменных дина-
мических систем третьего порядка, в которых может быть выделена система на касательном
расслоении к двумерному многообразию. При этом силовое поле разделяется на внутреннее (кон-
сервативное) и внешнее, которое обладает диссипацией разного знака. Внешнее поле вводится
с помощью некоторого унимодулярного преобразования и обобщает ранее рассмотренные по-
ля. Приведены полные наборы как первых интегралов, так и инвариантных дифференциальных
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1. Примеры интегрирования систем третьего порядка

1.1. Введение. Как известно (см. [14,15,83], нахождение достаточного количества тензорных
инвариантов (не только автономных первых интегралов) облегчает исследование, а иногда поз-
воляет точно проинтегрировать систему дифференциальных уравнений. Например, наличие ин-
вариантной дифференциальной формы фазового объема позволяет уменьшить количество тре-
буемых первых интегралов. Для консервативных (в частности, гамильтоновых) систем этот факт
естествен, когда фазовый поток сохраняет объем с гладкой (или постоянной) плотностью.
Сложнее (в смысле гладкости инвариантов) дело обстоит для систем, обладающих притяги-

вающими или отталкивающими предельными множествами. Для таких систем коэффициенты
искомых инвариантов должны, вообще говоря, включать функции, обладающие существенно
особыми точками (см. также [1, 25, 81]).
Наш подход состоит в том, что для точного интегрирования автономной системы порядка m

надо знать m− 1 независимых тензорных инвариантов. При этом для достижения точной инте-
грируемости приходится соблюдать также ряд дополнительных условий на эти инварианты.
Важные случаи интегрируемых систем с малым числом степеней свободы в неконсервативном

поле сил уже рассматривались в работах автора [26,37,68]. Настоящее исследование распростра-
няет результаты этих работ на более широкий класс динамических систем. При этом в указанных
работах акцент был сделан на нахождение достаточного количества именно первых интегралов.
Но, как известно, иногда полный набор первых интегралов для систем не существует, зато до-
статочное количество инвариантных форм может быть обеспечено.
Для систем классической механики понятия «консервативность», «силовое поле», «диссипа-

ция» и др. вполне естественны. Поскольку в данной работе изучаются динамические системы на
касательном расслоении к гладкому многообразию (пространству положений), уточним данные
понятия для таких систем.
Анализ «в целом» начинается с исследования приведенных уравнений геодезических, левые ча-

сти которых при правильной параметризации представляют собой записи координат ускорения
движения материальной частицы, а правые части приравнены к нулю. Соответственно, величи-
ны, которые подставляются в дальнейшем в правую часть, можно рассматривать как некоторые
обобщенные силы. Такой подход традиционен для классической механики, а теперь он естествен-
но распространяется на более общий случай касательного расслоения к гладкому многообразию.
Последнее позволяет, в некотором смысле, конструировать «силовые поля». Так, например, введя
в систему коэффициенты, линейные по одной из координат (квазискоростей) касательного про-
странства, получим силовое поле с диссипацией разного знака (в зависимости от знака самого
коэффициента).
Хотя словосочетание «диссипация разного знака» несколько противоречиво, тем не менее, бу-

дем его употреблять, учитывая при этом, что в математической физике диссипация «со знаком
«плюс» — это рассеяние полной энергии в обычном смысле, а диссипация «со знаком «минус» —
это своеобразная «подкачка» энергии (при этом в механике силы, обеспечивающие рассеяние
энергии, называются диссипативными, а силы, обеспечивающие подкачку энергии, — разгоняю-
щими).
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Консервативность для систем на касательных расслоениях можно понимать в традиционном
смысле, но мы добавим к этому следующее. Будем говорить, что система консервативна, если она
обладает полным набором гладких первых интегралов; это говорит о том, что она не обладает
притягивающими или отталкивающими предельными множествами. Если же такие множества
имеются, то будем говорить, что система в той или иной области фазового пространства обладает
диссипацией определенного знака. Следствием этого является тот факт, что система обладает
хотя бы одним первым интегралом с существенно особыми точками.
В данной работе силовое поле разделяется на так называемые внутреннюю и внешнюю части.

Внутреннее поле характерно тем, что оно не меняет консервативности системы, тогда как внешнее
может вносить в систему диссипацию разного знака. Заметим также, что вид внутренних силовых
полей заимствован из классической динамики твердого тела (см. [8, 9, 19]).
В данном разделе 1 приведены первые интегралы, а также инвариантные дифференциальные

формы классов однородных по части переменных динамических систем третьего порядка, в кото-
рых может быть выделена система с одной степенью свободы на своем двумерном многообразии.
При этом силовое поле разделяется на внутреннее (консервативное) и внешнее, которое обладает
так называемой знакопеременной диссипацией. Внешнее поле вводится с помощью некоторого
унимодулярного преобразования и обобщает силовые поля, рассматриваемые ранее.

1.2. Некоторые примеры из плоскопараллельной динамики твердого тела, взаимо-
действующего со средой. Рассмотрим плоскопараллельное движение симметричного твердого
тела с передним плоским торцом (одномерной пластиной) в поле силы сопротивления в условиях
квазистационарности (см. [8,19]). Если (v, α)—полярные координаты вектора скорости некоторой
характерной точки D твердого тела (D—центр пластины), Ω— значение его угловой скорости,
I, m—инерционно-массовые характеристики, то динамическая часть уравнений движения тела
(в том числе и в случае аналитических функций Чаплыгина; см. [8,19]), при котором касательные
силы воздействия среды на пластину отсутствуют, примет следующий вид:

v̇ cosα− α̇v sinα− Ωv sinα+ σΩ2 =
Fx

m
,

v̇ sinα+ α̇v cosα+Ωv cosα− σΩ̇ = 0,

IΩ̇ = yN

(
α,

Ω

v

)
s(α)v2,

(1.2.1)

где Fx = −S, S = s(α)v2, σ > 0, v > 0. Первые два уравнения (1.2.1) описывают движение центра
масс на двумерной евклидовой плоскости E2 в проекциях на систему координат Dx1x2, связанную
с телом. При этом Dx1— срединный перпендикуляр к пластине, проходящий через центр масс
C симметричного тела, а Dx2— ось, выбранная вдоль пластины. Третье же уравнение (1.2.1)
получено из теоремы об изменении кинетического момента.
Таким образом, фазовым пространством системы (1.2.1) третьего порядка является прямое

произведение R1
+ × S

1 × so(2) части двумерного цилиндра на алгебру Ли so(2).
Если же рассматривается более общая задача о движении тела при наличии некоторой следя-

щей силы T , проходящей через центр масс и обеспечивающей во все время движения выполнение
равенства (V C — скорость центра масс, см. также [35,40, 43])

V C ≡ const, (1.2.2)

то в системе (1.2.1) вместо Fx должна стоять величина, тождественно равная нулю, поскольку
на тело будет действовать неконсервативная пара сил: T − s(α)v2 ≡ 0, σ = DC. Очевидно, что
для этого нужно выбрать величину следящей силы T в виде

T = Tv(α,Ω) = s(α)v2, T ≡ −S. (1.2.3)

Случай (1.2.3) выбора величины T следящей силы является частным случаем возможности от-
деления независимой подсистемы второго порядка после некоторого преобразования системы
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третьего порядка (1.2.1). Действительно, пусть выполнено следующее условие на величину T :

T = Tv(α,Ω) = τ1

(
α,

Ω

v

)
v2 + τ2

(
α,

Ω

v

)
Ωv + τ3

(
α,

Ω

v

)
Ω2 = T1

(
α,

Ω

v

)
v2.

Систему (1.2.1) можно переписать в виде

v̇ + σΩ2 cosα− σ sinα

[
v2

I
yN

(
α,

Ω

v

)
s(α)

]
=

1

m

[
T1

(
α,

Ω

v

)
v2 − s(α)v2

]
cosα,

α̇v +Ωv − σ cosα

[
v2

I
yN

(
α,

Ω

v

)
s(α)

]
− σΩ2 sinα =

1

m

[
s(α)v2 − T1

(
α,

Ω

v

)
v2
]
sinα,

Ω̇ =
v2

I
yN

(
α,

Ω

v

)
s(α).

(1.2.4)

Введя далее новые фазовую переменную и дифференцирование по формулам

Ω = n1vω, 〈̇〉 = n1v
〈′〉 , n1 > 0, n1 = const,

приведем систему (1.2.4) к следующему виду:

v′ = vΨ(α, ω), (1.2.5)

α′ = −ω + σn1ω
2 sinα+

[
σ

In1
yN (α, n1ω) s(α)

]
cosα− T1 (α, n1ω)− s(α)

mn1
sinα, (1.2.6)

ω′ =
1

In21
yN (α, n1ω) s(α)− ω

[
σ

In1
yN (α, n1ω) s(α)

]
sinα+

+ σn1ω
3 cosα− ω

T1 (α, n1ω)− s(α)

mn1
cosα, (1.2.7)

Ψ(α, ω) = −σn1ω2 cosα+

[
σ

In1
yN (α, n1ω) s(α)

]
sinα+

T1 (α, n1ω)− s(α)

mn1
cosα. (1.2.8)

Видно, что в системе третьего порядка (1.2.5), (1.2.7) может быть выделена независимая подси-
стема второго порядка (1.2.7), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем двумер-
ном фазовом цилиндре. В частности, при выполнении условия (1.2.3) только что рассмотренный
прием выделения независимой подсистемы второго порядка также возможен.
Система (1.2.5), (1.2.7) содержит динамические уравнения движения твердого тела. При от-

сутствии силового поля (формально при s(α) ≡ T1 (α, n1ω) ≡ 0) она примет вид

v′ = vΨ(α, ω), Ψ(α, ω) = −σn1ω2 cosα, (1.2.9)

α′ = −ω + σn1ω
2 sinα, ω′ = −ωΨ(α, ω). (1.2.10)

1.2.1. Случай отсутствия зависимости момента неконсервативных сил от угловой скорости.
Подобно выбору аналитических функций Чаплыгина (см. [8, 19]) динамические функции s и yN
примем в следующем виде:

s(α) = B cosα, yN

(
α,

Ω

v

)
= y0(α) = A sinα, A,B > 0, v �= 0, (1.2.11)

убеждающем нас в том, что в рассматриваемой системе отсутствует зависимость момента некон-
сервативных сил от угловой скорости (имеется лишь зависимость от угла α). Тогда благода-
ря условиям (1.2.2), (1.2.11) преобразованная динамическая часть уравнений движения (систе-
ма (1.2.5), (1.2.7)) примет вид аналитической системы

v′ = vΨ(α, ω), (1.2.12)

α′ = −ω + b sinα cos2 α+ bω2 sinα,

ω′ = sinα cosα− bω sin2 α cosα+ bω3 cosα,
(1.2.13)

Ψ(α, ω) = −bω2 cosα+ b sin2 α cosα.
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Безразмерный параметр b и постоянную n1 выберем следующим образом: b = σn0, n20 = AB/I,
n1 = n0.
Итак, система (1.2.12), (1.2.13) может быть рассмотрена на части фазового трехмерного ци-

линдра W1 = R
1
+{v} × S

1{α mod 2π} × R
1{ω}.

Теорема 1.1 (см. [10, 82]). Система (1.2.12), (1.2.13) обладает полным набором первых ин-
тегралов (один из которых является аналитической функцией, а второй—трансцендентной
функцией фазовых переменных ), выражающихся через конечную комбинацию элементарных
функций.

Здесь необходимо привести важное замечание. Дело в том, что с точки зрения теории элемен-
тарных функций полученный первый интеграл является трансцендентным (т.е. не алгебраиче-
ским). В данном же случае трансцендентность понимается в смысле теории функций комплекс-
ного переменного, когда у функции, после ее формального продолжения в комплексную область,
имеются существенно особые точки, соответствующие притягивающим и отталкивающим пре-
дельным множествам рассматриваемой динамической системы.

1.2.2. Случай зависимости момента неконсервативных сил от угловой скорости. Дальней-
ший пример посвящен случаю движения при наличии зависимости момента действующих сил
от угловой скорости. Поэтому введем такую зависимость. Отметим, что данная точка зрения
поможет нам вводить эту зависимость и для трехмерных, и для многомерных тел.
Пусть x = (x1N , x2N )—координаты точки N приложения неконсервативной силы (воздействия

среды) на одномерную пластину, Q = (Q1, Q2)—компоненты силы S воздействия среды, не зави-
сящие от угловой скорости. Будем вводить зависимость функций (x1N , x2N ) = (xN , yN ) от угловой
скорости лишь линейным образом, поскольку само данное введение априори не очевидно (см. [8]).
Итак, примем следующую зависимость: x = Q+R, где R = (R1, R2)— вектор-функция, содер-

жащая угловую скорость. При этом зависимость функции R от угловой скорости — гироскопиче-
ская:

R =

(
R1

R2

)
= −1

v

(
0 −Ω
Ω 0

)(
h1
h2

)
. (1.2.14)

Здесь (h1, h2)—некоторые положительные параметры (ср. [8]). Применительно к нашей задаче,
поскольку x1N = xN ≡ 0, имеем x2N = yN = Q2 − h1Ω/v.
Подобно выбору аналитических функций Чаплыгина (см. [8, 19]) допустим равенство Q2 =

A sinα, A > 0, а динамические функции s и yN примем в следующем виде:

s(α) = B cosα, yN

(
α,

Ω

v

)
= A sinα− h

Ω

v
, A,B, h = h1 > 0, v �= 0, (1.2.15)

убеждающем нас в том, что в рассматриваемой системе присутствует также еще и дополнитель-
ный демпфирующий (а в некоторых областях фазового пространства и разгоняющий) момент
неконсервативной силы (т.е. присутствует зависимость момента от угловой скорости).
Тогда, благодаря условиям (1.2.2), (1.2.15) преобразованная динамическая часть уравнений

движения (система (1.2.5), (1.2.7)) примет вид аналитической системы

v′ = vΨ(α, ω), (1.2.16)

α′ = −ω + b sinα cos2 α+ bω2 sinα− bH1ω cos2 α,

ω′ = sinα cosα− bω sin2 α cosα+ bω3 cosα+ bH1ω
2 sinα cosα−H1ω cosα,

(1.2.17)

Ψ(α, ω) = −bω2 cosα+ b sin2 α cosα− bH1ω sinα cosα.

Безразмерные параметры b, H1 и постоянную n1 выберем следующим образом: b = σn0,
n20 = AB/I, H1 = Bh/In0, n1 = n0.
Итак, система (1.2.16), (1.2.17) также может быть рассмотрена на части фазового трехмерного

цилиндра W1 = R
1
+{v} × S

1{α mod 2π} × R
1{ω}.
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Теорема 1.2. Система (1.2.16), (1.2.17) обладает полным набором первых интегралов (один
из которых является аналитической функцией, а второй—трансцендентной функцией фазо-
вых переменных ), выражающихся через конечную комбинацию элементарных функций.

Здесь необходимо повторить важное замечание. С точки зрения теории элементарных функций
полученный первый интеграл является трансцендентным (т.е. не алгебраическим). В данном же
случае трансцендентность понимается в смысле теории функций комплексного переменного, ко-
гда у функции, после ее формального продолжения в комплексную область, имеются существенно
особые точки, соответствующие притягивающим и отталкивающим предельным множествам рас-
сматриваемой динамической системы, хотя рассматриваемые первые интегралы являются дей-
ствительными функциями.

1.3. Системы при отсутствии внешнего поля сил. Проиллюстрируем предлагаемый в ра-
боте подход на примере систем третьего порядка. Пусть v, α, z —фазовые переменные в гладкой
динамической системе, правые части которой — однородные полиномы по переменным v, z с ко-
эффициентами, зависящими от α следующим образом:

v̇ = a(α)v2 + b(α)vz + c(α)z2,

ż = d(α)v2 + e(α)vz + f(α)z2,

vα̇ = g(α)v2 + h(α)vz + i(α)z2.

(1.3.1)

Тогда, выбирая новую независимую переменную q (dq = vdt, d/dq = 〈′〉, v �= 0), а также новую
фазовую переменную Z (z = Zv), перепишем систему (1.3.1) в следующем виде:

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = a(α) + b(α)Z + c(α)Z2, (1.3.2)

xα′ = g(α) + h(α)Z + i(α)Z2, Z ′ = d(α) + e(α)Z + f(α)Z2 − ZΨ(α,Z); (1.3.3)

при этом уравнение (1.3.2) на v отделяется, что дает возможность рассматривать два оставшихся
уравнения в качестве системы (1.3.3) с одной степенью свободы на двумерном фазовом многооб-
разии N2{Z;α}.
Особняком стоит случай некоторой усеченной системы, когда выполнены тождества

d(α) ≡ e(α) ≡ f(α) ≡ 0.

Тогда система (1.3.2), (1.3.3) имеет естественный аналитический первый интеграл

z = vZ = const . (1.3.4)

Для точной интегрируемости усеченной системы (1.3.2), (1.3.3) нужно найти еще один первый
интеграл, независимый с (1.3.4).
В данном разделе мы ограничимся следующим важным частным случаем системы (1.3.2), (1.3.3)

третьего порядка:

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = −b0Z2Δ̃(α)f1(α), Δ̃(α) =
dΔ(α)

dα
, Δ(α) =

δ(α)

f1(α)
, (1.3.5)

α′ = f1(α)Z + b0Z
2δ(α), Z ′ = −ZΨ(α,Z), (1.3.6)

b0 � 0—параметр, f1(α), δ(α)—некоторые гладкие функции. Будем рассматривать систему
(1.3.5), (1.3.6) как систему при отсутствии внешнего поля сил.
Система (1.3.5), (1.3.6) имеет более общий вид, чем система (1.2.9), (1.2.10), взятая из динамики

твердого тела. В частности, они совпадают при Z = ω, b0 = σn1, δ(α) = sinα, f1(α) ≡ −1.

1.3.1. Полный набор гладких первых интегралов.

Предложение 1.1. Система (1.3.5), (1.3.6) имеет два гладких (автономных ) первых инте-
грала

Φ0(v;Z;α) = v2(1 + 2b0ZΔ(α)) = C0 = const,

Φ1(v;Z) = vZ = C1 = const .
(1.3.7)
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Рис. 1. Поле направлений для фазового портрета системы (1.3.9).

Доказательство. Чтобы убедиться в верности предложения 1.1, достаточно продифференциро-
вать функции Φ0 и Φ1 в силу системы (1.3.5), (1.3.6). �
Другими словами, независимая подсистема (1.3.6) на многообразии N2{Z;α} имеет рациональ-

ный (см. [13, 16]) по Z (автономный) первый интеграл вида

Φ(Z;α) =
1 + 2b0ZΔ(α)

Z2
= C = const, (1.3.8)

который не имеет существенно особых точек. В силу этого подсистема (1.3.6) также не имеет
притягивающих или отталкивающих предельных множеств, позволяющих говорить о наличии
в системе диссипации того или иного знака. Таким образом, внутреннее гладкое силовое поле
(зависящее от параметра b0 > 0) в системе (1.3.5), (1.3.6) не нарушает консервативности системы.

1.3.2. Некоторые фазовые портреты. 1. Приведем фазовый портрет системы (1.3.6), для на-
чала слегка преобразовав ее. Правая часть обращается в нуль при Z = 0. Таким образом, вся
ось абсцисс {(α,Z) ∈ R

2 : Z = 0} состоит из неизолированных положений равновесия систе-
мы (1.3.6).
Несколько изменим правую часть за счет ее сокращения на величину Z (изменив тем самым

скорость движения вдоль фазовых траекторий). Таким образом, фазовые характеристики оста-
лись на своем месте, при этом ось абсцисс перестала быть «сотканной» из неизолированных
положений равновесия. Рассматриваемая система примет вид

α′ = f1(α) + b0Zδ(α), Z ′ = b0Z
2Δ̃(α)f1(α). (1.3.9)

Для функций δ(α) = sinα, f1(α) ≡ −1 поле направлений для фазового портрета системы (1.3.9)
представлено на рис. 1. Здесь по горизонтали изменяется переменная α, а по вертикали — пере-
менная Z.

1.3.3. Инвариантные дифференциальные формы. Зададимся вопросом поиска инвариантных
дифференциальных форм (для начала фазового объема) для интегрируемости системы (1.3.5),
(1.3.6).
Может показаться излишним нахождение инвариантных дифференциальных форм после на-

хождения полного набора (а именно, двух) первых интегралов рассматриваемой системы, по-
скольку она уже интегрируема в квадратурах (точно интегрируема). Но, как известно (см. [2,14]),
не всегда можно найти полный набор первых интегралов, а полный набор инвариантных диффе-
ренциальных форм фазового объема может быть найден независимо от первых интегралов, что
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также будет свидетельствовать о точной интегрируемости системы. Другое дело, что из полно-
го набора функционально независимых дифференциальных форм фазового объема можно будет
получить некоторые первые интегралы.
Для начала сделаем вспомогательную замену независимого переменного t на τ по форму-

ле d/dt = f1(α)d/dτ и будем по-прежнему штрихом обозначать производную по τ . Систе-
ма (1.3.5), (1.3.6) примет вид

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = −b0Z2Δ̃(α), (1.3.10)

α′ = Z + b0Z
2Δ(α), Z ′ = −ZΨ(α,Z). (1.3.11)

Для поиска функции ρ(v;α,Z), которая определяет искомую инвариантную внешнюю диффе-
ренциальную форму

ρ(v;α,Z)dv ∧ dα ∧ dZ, (1.3.12)

подсчитаем дивергенцию векторного поля w(v;α,Z) системы (1.3.10), (1.3.11) в евклидовых ко-
ординатах:

divw(v;α,Z) = 3b0Z
2Δ̃(α).

Тогда составная система уравнений характеристик для поиска решения линейного уравнения

div
[
ρ(v;α,Z)w(v;α,Z)

]
= 0 (1.3.13)

в частных производных будет состоять из системы (1.3.10), (1.3.11) и следующего добавочного
уравнения:

ρ′ = −3b0Z
2Δ̃(α)ρ. (1.3.14)

Как отмечалось, система (1.3.5), (1.3.6) (а поэтому и (1.3.10), (1.3.11)) имеет два гладких пер-
вых интеграла (1.3.7). Для получения дополнительного первого интеграла составной системы
уравнений характеристик нетрудно получить следующее соотношение:

dρ

dZ
=

−3ρ

Z
, (1.3.15)

что немедленно дает необходимый первый интеграл:

Φρ(ρ;Z) = ρZ3 = Cρ = const . (1.3.16)

Теперь нетрудно найти общее решение уравнения (1.3.13):

ρ =
F0[Φ0,Φ1]

Z3
, (1.3.17)

и убедиться, что функции

ρ1(Z) =
1

Z3
, ρ2(v) = v3 (1.3.18)

являются примерами функции ρ(v;α,Z), определяющей инвариантную внешнюю дифференци-
альную форму фазового объема (1.3.12) для системы (1.3.10), (1.3.11). Здесь F0[Φ0,Φ1]—произ-
вольная гладкая функция двух аргументов, при этом Φ0, Φ1—два независимых первых интегра-
ла (1.3.7).
Заметим, что все найденные в разделе 1.3.3 инвариантные внешние дифференциальные формы

для систем (1.3.10), (1.3.11) позволяют выписать соответствующие дифференциальные формы
и для систем (1.3.5), (1.3.6). Для этого все найденные формы нужно поделить на f1(α) (т.е.
вернуться к старой независимой переменной t).
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1.4. Добавление внешнего силового поля и гладкость первых интегралов. Теперь пе-
реходим к некоторому усложнению, добавляя следующим образом в систему (1.3.10), (1.3.11)
(лишь в уравнение на Z ′) внешнее гладкое силовое поле F (α) при наличии внутреннего (b0 > 0):

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = −b0Z2Δ̃(α), (1.4.1)

α′ = Z + b0Z
2Δ(α), Z ′ = F (α)− ZΨ(α,Z). (1.4.2)

Может создаться впечатление, что система осталась консервативной (это действительно имеет
место при b0 = 0, т.е. при отсутствии внутреннего поля); консервативность подтвердилась бы
наличием в системе двух гладких (автономных) первых интегралов.
Действительно, при некотором естественном условии у системы (1.4.1), (1.4.2) существует глад-

кий первый интеграл вида

Φ1(v;Z;α) = v2(Z2 − F1(α)) = C1 = const,
dF1(α)

dα
= 2F (α), (1.4.3)

структура которого напоминает интеграл полной энергии. Но дополнительного гладкого (во всем
фазовом пространстве) первого интеграла система (1.4.1), (1.4.2), вообще говоря, не имеет. Более
того, если, в частности, F (α) = Δ(α)Δ̃(α), то дополнительный интеграл является трансцендент-
ной функцией фазовых переменных (т.е. имеет существенно особые точки, означающие наличие
в системе притягивающих или отталкивающих предельных множеств; см. предложение 1.2, а
также [23,27]).

Предложение 1.2. Если F (α) = Δ(α)Δ̃(α), то система (1.4.1), (1.4.2) имеет два независи-
мых первых интеграла (один, вообще говоря, трансцендентный и один гладкий):

Φ0(v;Z;α) = v2
(
1 + b0ZΔ(α) +

b0
2

(
Z2 −Δ2(α)

)
ln

∣∣∣∣Z +Δ(α)

Z −Δ(α)

∣∣∣∣
)

= C0 = const, (1.4.4)

Φ1(v;Z;α) = v2(Z2 −Δ2(α)) = C1 = const . (1.4.5)

Доказательство. Чтобы убедиться в справедливости предложения 1.2, достаточно продифферен-
цировать функции (1.4.4) и (1.4.5) в силу системы (1.4.1), (1.4.2) при условии F (α) = Δ(α)Δ̃(α).
�
Более того, из вида первого интеграла (1.4.4) ясно, что притягивающие и отталкивающие пре-

дельные множества системы (1.4.1), (1.4.2) могут быть найдены из системы недифференциальных
равенств Z = 0, Δ(α) = 0. В данном случае первый интеграл (1.4.5) является частным случаем
интеграла (1.4.3).

1.5. Системы со знакопеременной диссипацией. Модифицируем далее систему (1.4.1),
(1.4.2), где будут присутствовать уже два ключевых параметра b0 � 0, b1 �= 0, введя внешнее
гладкое силовое поле. Таким образом, будем рассматривать следующую систему:

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = −b0Z2Δ̃(α) + b1F (α)Δ(α), (1.5.1)

α′ = Z + b0Z
2Δ(α) + b1F (α)f(α), f(α) =

μ−Δ2(α)

Δ̃(α)
, (1.5.2)

Z ′ = F (α) − ZΨ(α,Z), (1.5.3)

где μ > 0. При этом коэффициенты консервативной составляющей (внутреннего) силового поля
содержат параметр b0, а неконсервативной составляющей (внешнего) поля — параметр b1.
Напомним, что система (1.5.1), (1.5.2) фактически является «образом» следующей системы

при замене d/dt = f1(α)d/dτ независимой переменной:

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = −b0Z2Δ̃(α)f1(α) + b1F (α)δ(α), (1.5.4)

α′ = f1(α)Z + b0Z
2δ(α) + b1F (α)f (α)f1(α), (1.5.5)

Z ′ = F (α)f1(α) − ZΨ(α,Z). (1.5.6)
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Выше мы ввели подобное поле (см. раздел 1.4), добавив коэффициент F (α) в уравнение на Z ′ си-
стемы (1.4.1), (1.4.2), и убедились, что полученная система, вообще говоря, не будет консерватив-
ной. Консервативность наблюдается при дополнительном условии b0 = 0 (отсутствие внутреннего
силового поля).
Будем рассматривать одновременное присутствие двух силовых полей в системе, положив

b0 > 0, b1 �= 0. Рассматриваемая система на прямом произведении числового луча R
1
+{v} и

касательного расслоения TM1{Z;α} приняла вид (1.5.1), (1.5.2). Как будет видно далее, только
что было введено составное силовое поле со знакопеременной диссипацией (или с диссипацией
переменного знака) с помощью некоторого унимодулярного преобразования.
Система (1.5.4), (1.5.5) имеет более общий вид, чем система (1.2.12), (1.2.13), взятая из дина-

мики твердого тела, и, в частности, при Z = ω, b0 = −b1 = b, δ(α) = sinα, F (α) = −Δ(α)Δ̃(α),
f1(α) ≡ −1 они совпадают.

1.5.1. Первые интегралы и инвариантные дифференциальные формы.

Теорема 1.3. Если выполнено условие F (α) = λΔ(α)Δ̃(α), λ ∈ R, то система (1.5.1), (1.5.2)
обладает полным набором из двух независимых первых интегралов: одного гладкого и одного,
вообще говоря, трансцендентного, т.е. имеющего существенно особые точки. Кроме того, она
обладает двумя инвариантными внешними дифференциальными формами, независимыми меж-
ду собой, но зависимыми с первыми интегралами.

Доказательство. Действительно, пусть выполнено условие F (α) = λΔ(α)Δ̃(α); тогда

F (α)f (α) = λΔ(α)
(
μ−Δ2(α)

)
,

d

dα

[
F (α)f (α)

]
= λΔ̃(α)(μ − 3Δ2(α)).

Напомним, что в процессе исследования системы (1.3.5), (1.3.6) (при переходе к систе-
ме (1.3.10), (1.3.11)) была сделана замена независимой переменной: d/dt = f1(α)d/dτ . Это зна-
чит, что инвариантные внешние дифференциальные формы (1.3.12) (например, ρ1(Z) = 1/Z3,
ρ2(v) = v3), найденные для системы (1.3.10), (1.3.11), позволяют выписать инвариантные диф-
ференциальные формы, например,

ρ1(α,Z) =
1

f1(α)Z3
, ρ2(v;α) =

v3

f1(α)
(1.5.7)

для системы (1.3.5), (1.3.6).
Более того, вычисление с некоторым множителем ρ(v;α,Z) дивергенции векторного поля

W1(v;α,Z) первоначальной системы есть не что иное, как вычисление дивергенции векторного
поля ρ(v;α,Z)W1(v;α,Z) преобразованной системы после замены ρ(v;α,Z)d/dt = d/dτ незави-
симой переменной t в первоначальной системе.
Используем для вычисления дивергенции векторного поля w1(v;α,Z) системы (1.5.1), (1.5.2)

со знакопеременной диссипацией функцию ρ2(v) = v3 (полученную ранее для систе-
мы (1.3.10), (1.3.11) без внешнего поля сил). Имеем:

div
[
v3w1(v;α,Z)

]
= v3b1λμΔ̃(α).

Тогда составная система уравнений характеристик для поиска решения линейного уравнения

div
[
ρ(v;α,Z)w1(v;α,Z)

]
= 0 (1.5.8)

в частных производных будет состоять из системы (1.5.1), (1.5.2) (правая часть которой умножена
на функцию ρ2(v) = v3) и следующего добавочного уравнения:

ρ′ = −v3b1λμΔ̃(α)ρ. (1.5.9)

Системе (1.5.1), (1.5.2) можно поставить в соответствие уравнения

dZ

dα
=
λΔ(α)Δ̃(α) + b0Z

3Δ̃(α)− b1λZΔ
2(α)Δ̃(α)

Z + b0Z2Δ(α) + b1λΔ(α)(μ −Δ2(α))
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или
dZ

dΔ
=

λΔ+ b0Z
3 − b1λZΔ

2

Z + b0Z2Δ+ b1λΔ(μ−Δ2)
, (1.5.10)

а также
dρ

dα
=

−b1λμΔ̃(α)ρ

Z + b0Z2Δ(α) + b1λΔ(α)(μ −Δ2(α))
,

или
dρ

dΔ
=

−b1λμρ
Z + b0Z2Δ+ b1λΔ(μ−Δ2)

. (1.5.11)

Введя новую однородную переменную u, Z = uΔ, уравнениям (1.5.10), (1.5.11) можно поставить
в соответствие следующие соотношения: сначала

Δ
du

dΔ
+ u =

λ+ b0u
3Δ2 − b1λuΔ

2

u+ b0u2Δ2 + b1λ(μ−Δ2)
,

а затем

Δ
du

dΔ
=

λ− b1λμu− u2

u+ b0u2Δ2 + b1λ(μ −Δ2)
,

Δ
dρ

dΔ
=

−ρ[b1λμ]
u+ b0u2Δ2 + b1λ(μ −Δ2)

.

(1.5.12)

Первое уравнение из (1.5.12) (приводящееся к линейному неоднородному) позволяет выписать
первый интеграл (вообще говоря, с существенно особыми точками) независимой системы (1.5.2)
(а значит, и для независимой системы (1.5.5)). Действительно, справедливо следующее уравнение
Бернулли:

dΔ

du
=

(u+ b1λμ)Δ + (b0u
2 − b1λ)Δ

3

λ− b1λμu− u2
, (1.5.13)

которое заменой p = 1/Δ2 приводится к линейному неоднородному:

dp

du
=

2(u+ b1λμ)p+ 2(b0u
2 − b1λ)

u2 + b1λμu− λ
. (1.5.14)

Последнее уравнение имеет линейный по p первый интеграл (вообще говоря, с существенно осо-
быми точками) следующего вида:

pΨ0(u)−
∫
ϕ(u)Ψ0(u)du = C = const,

Ψ0(u) = exp

{
−
∫

2(u+ b1λμ)du

u2 + b1λμu− λ

}
, ϕ(u) =

2(b0u
2 − b1λ)

u2 + b1λμu− λ
.

(1.5.15)

Тогда полученный первый интеграл независимой системы (1.5.2) в первоначальных переменных
имеет следующий структурный вид:

Θ1(Z;α) = G

(
Δ(α),

Z

Δ(α)

)
= C1 = const . (1.5.16)

У системы (1.5.1), (1.5.2) имеется также гладкий первый интеграл следующего вида (для про-
стоты при b0 = −b1):

Θ0(v;Z;α) = v2
(
1 + 2b0ZΔ(α)− b20μZ

2
)
= C0 = const . (1.5.17)

Второе уравнение из (1.5.12), в свою очередь, позволяет получить функцию ρ(v;α,Z), кото-
рая определяет инвариантную дифференциальную форму объема. Действительно, из уравне-
ний (1.5.12) следует, что справедливо соотношение

dρ

du
=

−ρ[b1λμ]
λ− b1λμu− u2

, (1.5.18)

откуда получаем еще одно инвариантное соотношение:

ρ · exp
{
b1λμ

∫
du

λ− b1λμu− u2

}
= Cρ = const . (1.5.19)
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Рис. 2. Относительно грубый портрет системы со знакопеременной диссипацией.

Рис. 3. Относительно негрубый портрет системы со знакопеременной диссипацией.

Рис. 4. Относительно грубый портрет системы со знакопеременной диссипацией.



84 М. В. ШАМОЛИН

Таким образом, общее решение линейного уравнения (1.5.8) в частных производных примет
следующий вид:

ρ = exp

{
−b1λμ

∫
du

λ− b1λμu− u2

}
· F [Θ0,Θ1] , (1.5.20)

где F [Θ0,Θ1]—произвольная гладкая функция двух аргументов; при этом Θ0,Θ1—два первых
интеграла (1.5.17), (1.5.16) соответственно.
В частности, в качестве двух функционально независимых решений линейного уравнения

(1.5.8) в частных производных можно взять следующие функции:

ρ1(v;Z;α) = exp

{
−b1λμ

∫
du

λ− b1λμu− u2

}
·Θ0(v;Z;α), (1.5.21)

ρ2(Z;α) = exp

{
−b1λμ

∫
du

λ− b1λμu− u2

}
·Θ1(Z;α), (1.5.22)

где u = Z/Δ(α). Отсюда, в частности, следует, что одним из возможных вариантов инвариантной
дифференциальной формы объема для системы (1.5.1), (1.5.2) является следующая форма:

ρ(v;α,Z)dv ∧ dα ∧ dZ = v3 exp

{
−b1λμ

∫
du

λ− b1λμu− u2

}
dv ∧ dα ∧ dZ, u =

Z

Δ(α)
. �

Заметим, что все найденные в разделе 1.5.1 инвариантные внешние дифференциальные формы
для систем (1.5.1), (1.5.2) позволяют выписать соответствующие дифференциальные формы и для
систем (1.5.4), (1.5.5). Для этого все найденные формы надо поделить на f1(α) (т.е. вернуться к
старой независимой переменной t).

1.5.2. Некоторые фазовые портреты. 2. Приведем фазовые портреты системы (1.5.5), которая
получена из системы (1.5.2) и в которой возвращена независимая переменная t (ранее была про-
изведена ее замена d/dt = f1(α)d/dτ , см. выше; штрих для обозначения производной сохранен).
При этом три различных топологических типа портретов приводятся для функций δ(α) = sinα,
f1(α) ≡ −1, F (α) = −Δ(α)Δ̃(α), μ = 1. Эти три типа фазовых портретов системы (1.5.5) пред-
ставлены на рис. 2–4 (ω ↔ Z, см. также [69,84]).
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