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Аннотация. Рассматривается невыпуклая линейно-квадратичная задача оптимального управ-
ления со знаконеопределенными матрицами квадратичных форм. Выполнены преобразование и
параметризация целевого функционала, что приводит к семейству идентичных задач в смысле
глобального решения. Получены условия на параметры, которые выделяют выпуклые задачи.
Реализована процедура параметрической оптимизации по критерию близости к исходной задаче.
Построены выпуклые линейно-квадратичные задачи, которые обеспечивают возможность улуч-
шения экстремальных управлений в невыпуклой задаче.
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leads to a family of identical problems in the sense of a global solution. Conditions on the parameters
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1. Введение. Рассмотрим линейно-квадратичную задачу оптимального управления (ЛКЗ) в
следующей постановке:

Φ(u) → min, u ∈ V,

Φ(u) = 〈x(T ), Cx(T )〉+
T∫

t0

〈x(t), Qx(t)〉dt,

ẋ = A(t)x+ b(u, t), x(t0) = x0,

V =
{
u(·) ∈ PC[t0, T ] : u(t) ∈ U, t ∈ [t0, T ]

}
.

(1)

Отметим симметричность (n×n)-матриц C, Q, кусочную непрерывность допустимых управлений
u(t) и компактность множества U ⊂ R

m.
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Выделим благоприятное свойство выпуклости задачи (1):

C � 0 ⇔ λmin(C) � 0, Q � 0 ⇔ λmin(Q) � 0.

Это условие неотрицательной определенности матриц C, Q в терминологии собственных значе-
ний. При этом функционал Φ(u) представляется выпуклыми квадратичными формами относи-
тельно фазовых переменных и называется выпуклым.
Для выпуклой задачи (1) принцип максимума (ПМ) есть необходимое и достаточное условие

оптимальности и соответствующие итерационные методы порождают минимизирующие последо-
вательности управлений (см. [1, 3, 5]).
Допустимое управление u(t), удовлетворяющее ПМ в задаче (1) назовем, как обычно, экстре-

мальным. Таким образом, любое экстремальное управление выпуклой задачи является оптималь-
ным.
Предметом рассмотрения в данной статье являются невыпуклые задачи (1) следующей струк-

туры:
λmin(C) < 0, λmax(C) > 0; λmin(Q) < 0, λmax(Q) > 0.

Это значит, что C, Q—неопределенные матрицы, а Φ(u)—невыпуклый функционал. В этом
случае ПМ теряет свойство достаточности (любое экстремальное управление подозрительно на
оптимальность), задача (1) приобретает многоэкстремальный характер, и возникает проблема ее
глобального решения в рамках ключевой операции тестирования экстремального управления на
предмет оптимальности и улучшения (см. [4]). При этом улучшение управления u ∈ V понимается
в смысле уменьшения значения функционала Φ(u).
Наша цель состоит в разработке процедуры преобразования и параметризации невыпуклого

функционала Φ(u), которая приводит к семейству выпуклых функционалов, соответствующих в
определенном смысле исходной задаче. Опишем основные этапы этого преобразования.

2. Бивыпуклая декомпозиция функционала. Рассмотрим образующие функционал Φ(u)
матрицы C, Q. Решим полную проблему собственных значений для матрицы C и получим соб-
ственные пары (λi, x

i), i = 1, n, с ортонормированной системой собственных векторов xi:

Cxi = λix
i, 〈xi, xj〉 = δij , i, j = 1, n.

При этом имеет место спектральное разложение

C =

n∑
i=1

λiXi, Xi = xi(xi)T

(см. [6]), где Xi � 0—матрицы ранга 1.
Отметим выражение для квадратичной формы

〈x,Cx〉 =
n∑

i=1

λi〈xi, x〉2.

Положим
I+ = {i = 1, n : λi > 0}, I− = {i = 1, n : λi < 0}

и сформируем неотрицательно определенные матрицы

C+ =
∑
i∈I+

λiXi, C− =
∑
i∈I−

|λi|Xi

с собственными значениями

λj(C+) =

{
λj , j ∈ I+,

0, j /∈ I+,
λj(C−) =

{
|λj |, j ∈ I−,
0, j /∈ I−,

j = 1, n.

Возьмем за основу следующее представление для матрицы C:

C = C1 − C2, C1 = C+ + γE, C2 = C− + γE. (2)

Здесь E — единичная матрица, γ > 0—параметр.
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Отметим положительную определенность матриц C1, C2 и выделим экстремальные собствен-
ные значения:

λmin(C1) = γ, λmax(C2) = max
j∈I−

|λj |+ γ = |λmin(C)|+ γ.

Аналогичным образом формируется «биположительное» представление для второй матрицы
функционала Φ(u):

Q = Q1 −Q2, Q1 = Q+ + γE, Q2 = Q− + γE (3)
с положительно определенными матрицами Q1, Q2 и экстремальными собственными значениями

λmin(Q1) = γ, λmax(Q2) = |λmin(Q)|+ γ.

Определим соответствующее выражениям (2), (3) представление функционала Φ(u). Введем
выпуклые функционалы

Φi(u) = 〈x(T ), Cix(T )〉+
T∫

t0

〈x(t), Qix(t)〉dt, i = 1, 2.

В результате получаем бивыпуклую декомпозицию исходного функционала:

Φ(u) = Φ1(u)− Φ2(u).

3. Параметризация функционала и выбор параметров. Определим функционал

Φα,β = αΦ1(u)− βΦ2(u)

с параметрами α > 0, β > 0 и образующими матрицами

C(α, β) = αC1 − βC2, Q(α, β) = αQ1 − βQ2.

Сформулируем задачу с параметрами

Φα,β(u) → min, u ∈ V, (4)

которая содержит задачу (1) при α = β = 1.
Укажем объединяющую характеризацию семейства задач (4). Введем задачу двухкритериаль-

ной оптимизации
Φ(u) = {Φ1(u),−Φ2(u)} → min, u ∈ V, (5)

и будем рассматривать ее решения в смысле Парето (p-оптимальные решения).
Далее используем известный результат (см. [2]): любое глобальное решение задачи (4) при

α > 0, β > 0 является p-оптимальным в задаче (5).
Таким образом, все задачи семейства (4) на уровне глобального решения являются родствен-

ными относительно объединяющей двухкритериальной задачи (5).
Далее естественным образом возникает проблема: выделить из (4) условиями на параметры

выпуклые задачи, для которых любое экстремальное управление является оптимальным, т.е.
процедура поиска решения реализуется достаточно просто (см. [1, 3, 5]). Свойство выпуклости
функционала Φα,β(u) определяется спектральными условиями

λmin(C(α, β)) = λmin(αC1 − βC2) � 0,

λmin(Q(α, β)) = λmin(αQ1 − βQ2) � 0, α > 0, β > 0.

Проведем линеаризацию этих неравенств, используя оценки снизу (см. [6])

λmin(C(α, β)) � αλmin(C1)− βλmax(C2),

λmin(Q(α, β)) � αλmin(Q1)− βλmax(Q2).

В результате получаем достаточные условия выпуклости в форме линейных неравенств

α � λmax(C2)

λmin(C1)
β =

|λmin(C)|+ γ

γ
β, α � λmax(Q2)

λmin(Q1)
β =

|λmin(Q)|+ γ

γ
β.

Введем обозначения
μ = max

{|λmin(C)|, |λmin(Q)|}, k(γ) = 1 +
μ

γ
.
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Тогда достаточное условие выпуклости функционала Φα,β(u) определяется неравенством

α � k(γ)β, α > 0, β > 0, γ > 0.

Следующий естественный шаг связан с оптимизацией выбора параметров α, β в смысле рас-
стояния до целевой пары (1, 1), выделяющей функционал Φ(u). Это приводит к элементарной
параметрической задаче

(α− 1)2 + (β − 1)2 → min, α � k(γ)β,

решение которой (α(γ), β(γ)) согласно принципу Лагранжа имеет вид

α(γ) = k(γ)β(γ), β(γ) =
1 + k(γ)

1 + k2(γ)
.

Поскольку k(γ) > 1, то

β(γ) < 1, α(γ) =
k(γ) + k2(γ)

1 + k2(γ)
> 1.

Отметим свойство сходимости к единичной паре (1, 1) при увеличении параметра γ > 0:

α(γ) → 1, β(γ) → 1, γ → ∞.

Найдем приемлемое выражение для функционала Φα,β(u) при α = α(γ), β = β(γ):

Φ(u, γ) = α(γ)Φ1(u)− β(γ)Φ2(u) = β(γ)(k(γ)Φ1(u)− Φ2(u)) = β(γ)(Φ(u) +
μ

γ
Φ1(u)).

Введем функционалы

Φ+(u) = 〈x(T ), C+x(T )〉+
T∫

t0

〈x(t), Q+x(t)〉dt, Φ0(u) = 〈x(T ), x(T )〉 +
T∫

t0

〈x(t), x(t)〉dt.

Тогда Φ1(u) = Φ+(u) + γΦ0(u), и выпуклый функционал Φ(u, γ) принимает вид

Φ(u, γ) = β(γ)(Φ(u) +
μ

γ
Φ+(u) + μΦ0(u)).

Поскольку Φ1(u) � 0, u ∈ V , то нормированный выпуклый функционал Φ̂(u, γ) = Φ(u, γ)/β(γ)

представляет собой оценку сверху для исходного невыпуклого функционала: Φ(u) � Φ̂(u, γ),
u ∈ V .

4. Простейший вариант декомпозиции. Откажемся от решения полной проблемы соб-
ственных значений для матриц C, Q и возьмем за основу следующее очевидное представление:

C = C1 −C2, C1 = C + γE, C2 = γE,

Q = Q1 −Q2, Q1 = Q+ γE, Q2 = γE.

Условие C1 > 0 эквивалентно неравенству

λmin(C1) = λmin(C) + γ > 0 ⇒ γ > |λmin(C)|.
Аналогично

Q1 > 0 ⇔ λmin(Q) + γ > 0 ⇔ γ > |λmin(Q)|.
В результате получаем общее условие на параметр:

γ > μ = max
{|λmin(C)|, |λmin(Q)|}.

Образуем матричную комбинацию с одним параметром α > 0

C(α) = αC1 −C2, Q(α) = αQ1 −Q2

и реализуем условие неотрицательной определенности

λmin(C(α)) = α(λmin(C) + γ)− γ � 0 ⇒ α � γ

γ + λmin(C)
,

λmin(Q(α)) = α(λmin(Q) + γ)− γ � 0 ⇒ α � γ

γ + λmin(Q)
.
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Следовательно, имеет место общая оценка

α � max

{
γ

γ + λmin(C)
,

γ

γ + λmin(Q)

}
.

Поскольку λmin(C) = −|λmin(C)|, λmin(Q) = −|λmin(Q)|, то предыдущее неравенство принимает
окончательную форму

α � γ

γ − μ
= 1 +

μ

γ − μ
, γ > μ. (6)

Это необходимое и достаточное условие неотрицательной определенности матриц C(α), Q(α) или
выпуклости функционала

Φ(u, α) = 〈x(T ), C(α)x(T )〉 +
T∫

t0

〈x(t), Q(α)x(t)〉dt.

Отметим, что при α = 1 имеем Φ(u, 1) = Φ(u).
Выделим ближайшее к единице значение α из неравенства (6):

α(γ) = 1 +
μ

γ − μ
.

Найдем соответствующее выражение для функционала Φ(u, α(γ)). С учетом представлений

C(α) = α(C + γE)− γE, Q(α) = α(Q+ γE)− γE

получаем
Φ(u, α(γ)) = α(γ)Φ(u) + (α(γ)γ − γ)Φ0(u) = α(γ)(Φ(u) + μΦ0(u)).

Таким образом, нормированный выпуклый функционал Φ̃(u) = Φ(u, α(γ))/α(γ) не зависит от γ и
представляет собой оценку сверху для исходного невыпуклого функционала: Φ(u) � Φ̃(u), u ∈ V.

5. Улучшение экстремальных управлений. Обсудим возможности полученных представ-
лений с фиксированным значением параметра γ для улучшения экстремальных управлений u ∈ V
в исходной задаче (1).
Возьмем за основу первую выпуклую задачу оптимального управления:

Φ(u) +
μ

γ
Φ1(u) → min, u ∈ V ; (7)

пусть u∗ ∈ V — ее решение. Напомним, что Φ(u) = Φ1(u) − Φ2(u), причем Φ1(u) � 0, u ∈ V , —
выпуклый функционал.
Отметим, что управление u∗ является Парето-оптимальным в следующей двухкритериальной

задаче:
S(u) = {Φ(u),Φ1(u)} → min, u ∈ V.

Согласно определению такого решения (см. [2]) управление u∗ является оптимальным в следую-
щей задаче:

Φ(u) → min, u ∈ V, Φ1(u) � Φ1(u
∗).

Отсюда получаем следующее утверждение.

Следствие 1. Если Φ1(u) � Φ1(u
∗), то Φ(u∗) � Φ(u).

Это значит, что управление u∗ решает задачу улучшения экстремальных управлений u с усло-
вием Φ1(u) � Φ1(u

∗).

Следствие 2. Если управление u∗ максимизирует функционал Φ1(u), u ∈ V , то оно являет-
ся оптимальным в исходной задаче (1).
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Более того, с учетом того же определения Парето-оптимальности имеет место утверждение:
для любого экстремального управления u с условием S(u) �= S(u∗) выполняется по крайней мере
одно из двух неравенств

Φ(u∗) < Φ(u), Φ1(u
∗) < Φ1(u).

Иными словами, оптимальное управление выпуклой задачи (7) улучшает почти любое экстре-
мальное управление исходной задачи (1) по основному функционалу Φ(u) либо по его выпуклому
фрагменту Φ1(u).
Наконец, управление u∗ обеспечивает нетривиальную оценку сверху для значения задачи (1):

min
u∈V

Φ(u) � Φ(u∗).

Как известно, ключевая проблема глобального решения задачи (1) состоит в конструктивном
улучшении экстремальных управлений. Согласно следствию 1 основной интерес в этом плане
представляют экстремальные управления u с условием Φ1(u) > Φ1(u

∗). Это значит, что u �= u∗,
т.е. управление u не является оптимальным в выпуклой задаче (7). Следовательно, с помощью
стандартных методов принципа максимума (см. [1, 3, 5]) оно может быть строго улучшено от-
носительно функционала Φ(u) + μ

γΦ1(u). При этом в рамках итерационного процесса каждое
улучшающее управление uk, k = 1, 2, . . . , удовлетворяет по крайней мере одному из неравенств

Φ(uk) < Φ(u), Φ1(uk) < Φ1(u).

Первое неравенство приводит к желаемому улучшению экстремального управления u в зада-
че (1), что запускает процедуру поиска следующего управления, удовлетворяющего ПМ. Второе
неравенство обеспечивает частичное уменьшение функционала Φ(u) и предполагает продолже-
ние итераций по индексу k = 1, 2, . . . с ориентацией на выполнение первого неравенства. Таким
образом, выпуклая задача (7) выступает в качестве тестовой для характеризацию и улучшения
экстремальных управлений задачи (1).
Отметим, что задача (7) зависит от параметра γ > 0, поэтому допустима ее коррекция

в сторону увеличения γ, что «приближает» выпуклую задачу к исходной по коэффициен-
там α(γ), β(γ). В полной аналогии рассматривается упрощенная выпуклая задача с функцио-
налом Φ(u) + μΦ0(u).

6. Общая схема идентификации выпуклых задач. В заключение рассмотрим общий слу-
чай матричной декомпозиции без использования скалярной матрицы γE. Ограничимся преоб-
разованием одной матрицы C с условием λmin(C) < 0. Пусть для нее построено представление
C = C1−C2 с положительно определенными матрицами C1, C2. Одна схема такого представления
описана, например, в [4]. Образуем положительную комбинацию

C(α, β) = αC1 − βC2, α > 0, β > 0,

и обеспечим условие C(α, β) � 0, используя оценку

λmin(C(α, β)) � αλmin(C1)− βλmax(C2).

Отсюда получаем условие неотрицательной определенности

α � λmax(C2)

λmin(C1)
β = k1β, β > 0.

Найдем оценку для коэффициента k1. Поскольку C = C1 − C2, то

λmin(C) � λmin(C1)− λmax(C2).

Отсюда

k1 � 1 +
|λmin(C)|
λmin(C1)

.

Полагая, например, β = 1, получаем наилучшее значение параметра α: α∗ = k1. Дальнейшие
построения на пути к выпуклой задаче вполне очевидны.
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