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ПЕРЕЧИСЛЕНИЕ ПОМЕЧЕННЫХ ЭЙЛЕРОВЫХ 3-КАКТУСОВ
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Аннотация. k-Кактус — это связный граф, у которого каждое ребро содержится максимум в
k циклах. Получены точные и асимптотические формулы для числа помеченных эйлеровых 3-
кактусов с заданным числом вершин.
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ENUMERATION OF LABELED EULERIAN 3-CACTI

c© 2025 V. A. VOBLYI

Abstract. k-Cactus is a connected graph in which each edge is contained in a maximum of k cycles.
We obtain exact and asymptotic formulas for the number of labeled Eulerian 3-cacti with a given
number of vertices.
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Определение 1. Точкой сочленения связного графа называется его вершина, после удаления
которой вместе с инцидентными ей ребрами граф становится несвязным.

Определение 2. Блок— это связный граф без точек сочленения, а также максимальный связ-
ный нетривиальный подграф, не имеющий точек сочленения.

Определение 3 (см. [8, с. 93]). Кактусом называется связный граф, в котором нет ребер, ле-
жащих более чем на одном простом цикле.

У кактуса каждый блок является ребром или циклом.

Определение 4 (см. [11]). k-Кактус — это связный граф, у которого каждое ребро содержит-
ся максимум в k циклах. 1-Кактусы называют просто кактусами.

Определение 5 (см. [11]). k-Тета-графом называется граф, состоящий из k внутренне непе-
ресекающихся цепей с одной и той же парой концевых вершин. 3-Тета-граф — это обычный тета-
граф.

Лемма 1. Для числа Tn(4) помеченных n-вершинных 4-тета-графов верна формула

Tn(4) =
n!

288
(n− 3)(n − 4)(n + 7), n � 5.

Доказательство. Гомеоморфный тип — это общий граф (возможно, содержащий петли или крат-
ные ребра) без вершин степени 2, из которого все графы из заданного класса гомеоморфных гра-
фов получаются вставкой вершин степени 2 (см. [7, 10]). Пусть H — гомеоморфный тип с a вер-
шинами, b ребрами, b0 петлями, bi —число пучков ребер кратности i, A(H)—порядок вершинно-
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реберной группы автоморфизмов графа H. Тогда число помеченных графов Cn с n вершинами
и гомеоморфным типом H равно

Cn =
n!

2b0A(H)
Coefxn−a

1

(1− x)b
x
b+b0−

b∑

i=1
bi

b∏

i=1

(x+ i(1 − x))bi

(см. [7, лемма 2]). Для 4-тета-графа имеем a = 2, b = 4, b0 = b1 = b2 = b3 = 0, b4 = 1, A(H) = 48,

Tn(4) =
n!

48
Coefxn−2

x3(x+ 4(1 − x))

(1− x)4
=

n!

48

[
x−1

]( x4

(1− x)4
+

4x3

(1− x)2

)
x−n+1.

С учетом разложения

(1− z)−m−1 =

∞∑

p=0

(
p+m

m

)
zp

получим

Tn(4) =
n!

48

((
n− 3

3

)
+ 4

(
n− 3

2

))
=

n!

288
(n− 3)(n − 4)(n + 7).

Найдем еще производящую функцию и ее производную:

f4(z) =
∞∑

n=5

Tn(4)
zn

n!
=

z5(4− 3z)

48(1 − z)4
, f ′

4(z) =
10z4 − 11z5 + 3z6

24(1 − z)5
. �

Теорема 1. Число ECa(n, 3) помеченных эйлеровых 3-кактусов с n вершинами при n � 3

равно

ECa(n, 3) =
(n− 1)!

n

[
zn−1

]
exp

(
n

(
z2

2(1 − z)
+

10z4 − 11z5 + 3z6

24(1 − z)5

))
. (1)

Доказательство. Граф является 3-кактусом тогда и только тогда, когда каждый его блок —
ребро, цикл, тета-граф или 4-тета-граф (см. [11]). Граф эйлеров тогда и только тогда, когда
каждый его блок— эйлеров граф (см. [4]). Так как граф K2 (блок-ребро) и тета-граф неэйлеровы,
а цикл и 4-тета-граф — эйлеровы, то у эйлерова 3-кактуса каждый его блок является циклом или
4-тета-графом.
Пусть Cn —число помеченных связных графов с n вершинами, а Bn —число помеченных бло-

ков с n вершинами. Введем производящую функцию:

B(z) =
∞∑

n=3

Bn
zn

n!
.

В [1] автором была получена формула

Cn =
(n− 1)!

n

[
zn−1

]
exp

(
nB′(z)

)
=

(n− 1)!

n

[
z−1

]
exp

(
nB′(z)

)
z−n, (2)

где [zi]—коэффициентный оператор и [x−1]— оператор формального вычета (см. [6, с. 11, 25]).
Эта формула верна не только для всего класса связных графов, но и для его блочно-устойчивого
подкласса (см. [2]). Она используется при перечислении помеченных графов с известной структу-
рой блоков. Класс эйлеровых 3-кактусов является блочно-устойчивым классом графов, так как у
эйлеровых 3-кактусов все блоки принадлежат заданному множеству 2-связных графов (см. [2]).
Используем производящую функцию B̄(z) для числа блоков помеченных кактусов (см. [1])

B̄(z) =
z2

2
+

∞∑

n=3

(n− 1)!

2

zn

n!
.
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Вычитая слагаемое производящей функции z2/2 для блоков-ребер и добавляя слагаемое для 4-
тета-блоков f4(z) к B̄(z), для производящей функции B̃(z) 3-кактусов найдем

B̃(z) =

∞∑

n=3

(n− 1)!

2

zn

n!
+ f4(z), B̃′(z) =

z2

2(1 − z)
+

10z4 − 11z5 + 3z6

24(1 − z)5
.

После подстановки B̃′(z) вместо B′(z) в формулу (2) получим утверждение теоремы. �

Теорема 2. Для числа ECa(n, 3) помеченных эйлеровых 3-кактусов с n вершинами верна
асимптотическая формула

ECa(n, 3) ∼ c2n
−5/2an2n!, n → ∞, (3)

где c2 ≈ 0,06818801111, a2 ≈ 5,388086206.

Доказательство. Выражение (1) можно представить в виде

ECa(n, 3) =
(n− 1)!

n

[
z−1

]
z exp

(
n

(
z2

2(1− z)
+

10z4 − 11z5 + 3z6

24(1 − z)5

))
z−n−1.

Используем слеующую теорему Флажоле и Седжвика.

Теорема (см. [9, теорема VIII.8]). Обозначим

F (N,n) = [zN ]{a(z)(b(z))n} =
1

2πi

∮
a(z)(b(z))n

dz

zN+1
.

Пусть функции
a(z) =

∑

j�0

ajz
j , b(z) =

∑

j�0

bjz
j

удовлетворяют следующим условиям.
(i) Функции a(z) и b(z) аналитичны в точке z = 0, имеют неотрицательные коэффициенты

и b(0) �= 0;
(ii) НОД{j | bj > 0} = 1;
(iii) если R � ∞— радиус сходимости b(z), то радиус сходимости a(z) не меньше R;

Положим
T = lim

x→R−0

xb′(x)
b(x)

.

Пусть λ—такое положительное число, что 0 < λ < T , и пусть r— единственный действи-

тельный корень уравнения r
b′(r)
b(r)

= λ. Положим σ =
d2

dr2
(ln b(r)−λ ln r). Тогда для целого N = λn

при n → ∞ и N → ∞ верно асимптотическое равенство

F (N,n) ∼ a(r)
(b(r))n

rN+1
√
2πnσ

.

В нашем случае N = n, λ = 1,

ECa(n, 3) =
(n − 1)!

n
F (N,n), a(z) = z, b(z) = exp

(
z2

2(1 − z)
+

10z4 − 11z5 + 3z6

24(1 − z)5

)
.

Очевидно, функции a(z) и b(z) аналитичны в точке z = 0, b(0) = 1. Радиус сходимости R ряда
для b(z) равен 1. Ряд для функции b(z) имеет положительные коэффициенты, так как B̄(z)—
производящая функция для числа помеченных блоков частного вида. С помощью Maple найдем
b1 = 5/2 > 0, b2 = 5/2 > 0, НОД(1, 2) = 1. Таким образом, условия (i)–(iii) теоремы Флажоле—
Седжвика выполнены. Находим

φ(z) = z
b′(z)
b(z)

= z(ln(b(z)))′ = z

(
2z − z2

2(1 − z)2
+

40z3 − 45z4 + 18z5 − 3z6

24(1 − z)6

)
.

T = lim
z→1−0

φ(z) = +∞.
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Так как λ = 1 и 0 < λ < T , то, решая уравнение φ(r) = λ с помощью Maple, видим, что его
единственным действительным корнем в круге сходимости функции b(z) является число r ≈
0,4057469937. Далее,

σ2 =

(
b′(r)
b(r)

)′
+

λ

r2
=

2r − r2

(1− r)3
+

10r2 − 5r3

2(1 − r)7
+

1

r2
,

так что σ2 ≈ 34,22977823. Также с помощью Maple вычислим

a2 =
b(r)

r
≈ 5,388086206, c2 =

1√
2πσ2

≈ 0.,06818801111.

Окончательно при n → ∞ имеем асимптотику

ECa(n, 3) =
(n− 1)!

n
F (N,n) ∼ (n − 1)!

n

1√
2πσ2

n−1/2

(
b(r)

r

)n

∼ n!c2n
−5/2an2 . �

Отметим, что каждый кактус является 3-кактусом. Обозначим через ECa(n, k) число поме-
ченных эйлеровых k-кактусов с n вершинами.

Следствие 1. Почти все помеченные эйлеровы 3-кактусы не являются эйлеровыми какту-
сами.

Доказательство. В [3, 5] для числа ECa(n, 1) помеченных n-вершинных эйлеровых кактусов
найдена асимптотика

ECa(n, 1) ∼ c1n
−5/2an1n!, c1 ≈ 0,1079436709, a1 ≈ 2,5424753735. (4)

С помощью формулы (4), учитывая, что a1 < a2, имеем

lim
n→∞

ECa(n, 1)

ECa(n, 3)
=

(
c1
c2

)
lim
n→∞

(
a1
a2

)n

= 0.

Это значит, что доля эйлеровых кактусов среди всех эйлеровых 3-кактусов при n → ∞ стремится
к нулю, что равносильно утверждению теоремы. �
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