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ИССЛЕДОВАНИЕ СЛАБОЙ РАЗРЕШИМОСТИ

НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ СИСТЕМЫ НАВЬЕ—СТОКСА

НА ОСНОВЕ МЕТОДА ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ РЕГУЛЯРИЗАЦИИ

c© 2025 г. М. В. ЧИРОВА

Аннотация. Приведено доказательство существования слабых решений для системы уравнений,
описывающей движение вязкой жидкости. Выведен ряд априорных оценок для семейства реше-
ний. На основе топологической теории степени вполне непрерывных векторных полей установ-
лено существование слабых решений аппроксимационной задачи. Доказана сходимость решений
аппроксимационных задач к решению исходной краевой задачи.
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INVESTIGATION OF THE WEAK SOLVABILITY

OF THE INITIAL-BOUNDARY-VALUE PROBLEM

FOR THE NAVIER–STOKES SYSTEM

BASED ON THE METHOD OF PARABOLIC REGULARIZATION

c© 2025 M. V. CHIROVA

Abstract. A proof of the existence of weak solutions for a system of equations describing the motion
of a viscous fluid is given. A number of a priori estimates for the family of solutions are derived. Based
on the topological theory of the degree of completely continuous vector fields, the existence of weak
solutions of the approximation problem is established. The convergence of solutions of approximation
problems to the solution of the original boundary-value problem is proved.
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1. Введение. Большинство реальных процессов, происходящих в окружающей среде, по при-
чине их сложности, могут быть смоделированы только с помощью нелинейных дифференциаль-
ных уравнений, для которых доказывать существование и единственность гладких решений очень
трудно. Именно поэтому данная тема является популярной, так как требует поиска новых или
доработки старых оптимальных методов изучения таких систем.

В данной работе рассматривается система уравнений Навье—Стокса с особой правой частью.
Для доказательства существования слабого решения используется аппроксимационно-топологи-
ческий метод, предложенный в [2] и развитый в [1, 3, 4, 6]. Путем добавления к исходной задаче
нового члена εΔ2u вводится аппроксимационная задача, а затем с помощью предельного перехода
доказывается разрешимость первоначальной задачи в исходных пространствах.

2. Постановка задачи и основные обозначения. Пусть Ω ⊂ R
3 — ограниченная локально

липшицева область. На отрезке времени [0, T ], 0 < T < ∞, рассматривается начально-краевая
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задача для системы Навье—Стокса:

∂u

∂t
+

3∑

i=1

ui
∂u

∂xi
− νΔu+∇p = f, (x, t) ∈ Ω× [0, T ]; (1)

div u = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ]; (2)

с начальным условием
u
∣∣
t=0

(x) = a(x), x ∈ Ω, (3)
и краевым условием

u|∂Ω = 0. (4)
Искомым решением является вектор-функция скорости u и функция давления p(x, t). Внешние
силы определяются функцией f = f(x, t); ν —положительный коэффициент вязкости.

Следующие пространства потребуются для введения понятия слабого решения: V = {u(x) =
(u1, u2, u3) ∈ C∞

0 (Ω)3 : div u = 0} (пространство соленоидальных функций); V 0 — замыкание V по
норме L2(Ω)

3; V 1 — замыкание V по норме H1(Ω)3. В пространстве

W0 =
{
u : u ∈ L2(0, T ;V

1) ∩ L∞(0, T ;V 0), u′ ∈ L4/3(0, T ;V
−1) + L1(0, T, V

0)
}

сформулируем утверждение о слабой разрешимости первоначальной задачи при некоторых усло-
виях на правую часть системы (1), а в пространствах

W1 =
{
u : u ∈ L2(0, T ;V

1) ∩ L∞(0, T ;V 0), u′ ∈ L2(0, T ;V
−2) + L1(0, T ;V

0)
}
,

W2 =
{
u : u ∈ L2(0, T ;V

2), u′ ∈ L2(0, T ;V
−2) + L1(0, T ;V

0)
}

будет доказана разрешимость задачи, аппроксимирующей исходную.

3. Определение слабого решения. Аппроксимационная задача. Чтобы ввести понятие
слабого решения, рассмотрим пробную функцию ϕ ∈ V 1. Умножив первое уравнение системы (1)–
(4) на данную функцию и проинтегрировав, получаем следующее интегральное тождество:

∫

Ω

∂u

∂t
ϕdx +

∫

Ω

3∑

i=1

ui
∂u

∂xi
ϕdx− ν

∫

Ω

Δuϕdx+

∫

Ω

∇pϕdx =

∫

Ω

fϕdx. (5)

В дальнейших преобразованиях будет применяться следующее тождество:
∫

Ω

uΔu dt =

∫

∂Ω

∇u∇un̄ dS −
∫

Ω

∇u∇u dt.

Рассмотрим каждое слагаемое в отдельности:
∫

Ω

∂u

∂t
ϕdx =

d

dt

∫

Ω

uϕdx;

∫

Ω

Δuϕdx =

∫

∂Ω

∇u : ∇ϕn̄ dS −
∫

Ω

∇u : ∇ϕdx = −
∫

Ω

∇u : ∇ϕdx;

∫

Ω

∇pϕdx =

∫

∂Ω

pϕn̄ dS −
∫

Ω

p

3∑

i=1

∂ϕi

∂xi
dx = 0;

∫

Ω

3∑

i=1

ui
∂u

∂xi
ϕdx =

∫

Ω

3∑

i=1

(uiϕ)
∂u

∂xi
dx =

∫

∂Ω

3∑

i=1

uiϕun̄ dS −
∫

Ω

3∑

i=1

u
∂(uiϕ)

∂xi
dx =

= −
∫

Ω

3∑

i=1

u
∂ui
∂xi

ϕdx−
∫

Ω

3∑

i=1

uui
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫

Ω

3∑

i=1

uui
∂ϕ

∂xi
dx.
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Тогда равенство (5) можно записать в виде:

d

dt

∫

Ω

uϕdx−
∫

Ω

3∑

i=1

uui
∂ϕ

∂xi
dx+ ν

∫

Ω

∇u : ∇ϕdx =

∫

Ω

fϕdx.

Определение 1. Пусть f = f1 + f2, f1 ∈ L2(0, T ;V
−1), f2 ∈ L1(0, T ;V

0), a ∈ V 0. Слабым
решением начально-краевой задачи (1)–(4) называется функция u ∈ W0, удовлетворяющая для
любого ϕ ∈ V 1 равенству

〈u′, ϕ〉 −
3∑

i,j=1

∫

Ω

uiuj
∂ϕi

∂xi
dx+ ν

∫

Ω

∇u : ∇ϕdx = 〈f, ϕ〉 (6)

при почти всех t ∈ (0, T ) и начальному условию (3).

На первом этапе нужно доказать, что существует слабое решение в пространстве W1, а далее
показать, что полученное решение также принадлежит и W0.

Теорема 1. Пусть f = f1 + f2, f1 ∈ L2(0, T ;V
−1), f2 ∈ L1(0, T ;V

0), a ∈ V 0. Тогда начально-
краевая задача (1)—(4) имеет по крайней мере одно слабое решение u ∈ W0.

Чтобы доказать эту теорему, вводится в рассмотрение аппроксимационная задача. К исходной
задаче добавляется новый член εΔ2u, повышающий гладкость решения.

Теорема 2. Пусть f1 ∈ L2(0, T ;V
−1), f2 ∈ L1(0, T ;V

0), a ∈ V 0. Тогда начально-краевая зада-
ча (1)–(4) имеет хотя бы одно слабое решение, принадлежащее пространству W2.

Рассмотрим задачу

∂u

∂t
+

3∑

i=1

vi
∂u

∂xi
− νΔu+ εΔ2v +∇p = f, (7)

div u = 0, (8)
u(0) = a, (9)

u
∣∣
∂Ω

= 0, (10)
Δu|∂Ω = 0. (11)

Вывод тождества, которому должно удовлетворять слабое решение аппроксимационной задачи,
производится как и в предыдущем разделе. Поэтому получим следующее определение.

Определение 2. Слабым решением начально-краевой задачи (7)–(11) называется такая
функция u ∈ W2, удовлетворяющая начальному условию (3), что равенство

〈u′, ϕ〉 −
3∑

i,j=1

∫

Ω

uiuj
∂ϕi

∂xi
dx+ ν

∫

Ω

∇u : ∇ϕdx+ ε

∫

Ω

Δu : Δϕdx = 〈f, ϕ〉 (12)

выполняется при почти всех t ∈ (0, T ) для любой функции ϕ ∈ V 1.

4. Операторная постановка аппроксимационной задачи. Определим операторы A, B
следующим образом:

B : L2(Ω)
3 → V −1, 〈B(u), ϕ〉 =

3∑

i,j=1

∫

Ω

uiuj
∂ϕi

∂xi
dx, u ∈ L2(Ω)

3, ϕ ∈ V 1; (13)

A : V 1 → V −1, 〈Av,ϕ〉 =
∫

Ω

∇u : ∇ϕdx, u ∈ V 1, ϕ ∈ V 1. (14)

Так как в (12) рассматривалась произвольная функция ϕ ∈ V 1, то задача (12) и задача, введённая
с помощью операторов, эквивалентны. Теперь задача сводится к поиску слабого решения u ∈ W2

операторного уравнения, которое удовлетворяет условию (3).
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Операторное уравнение имеет следующий вид:

u′ −B(u) + νAv + εA2v = f. (15)

Введем также операторы

L : W2 → L2(0, T ;V
−2)× V 0, L(u) =

(
u′ + νAv + εA2v, u

∣∣
t=0

)
; (16)

K : W2 → L2(0, T ;V
−2)× V 0, K(u) = (B(u), 0). (17)

Тогда операторное уравнение (15) запишется в виде

L(u)−K(u) = (f, a), (18)

для которого будем искать слабое решения, удовлетворяющее начальному условию.
Будем рассматривать также семейство операторных уравнений, в котором λ ∈ [0, 1]:

L(u)− λK(u) = λ(f, a). (19)

5. Свойства операторов. В данном разделе докажем свойства введённых операторов.

Лемма 1.
(i) Оператор A : V 1 → V −1 линеен, непрерывен и удовлетворяет оценке

‖Au‖V 1 � ‖u‖V 1 . (20)

(ii) Для любой функции u ∈ L2(0, T ;V
1) функция Au принадлежит пространству

L2(0, T ;V
−1). Оператор A : L2(0, T ;V

1) → L2(0, T ;V
−1) линеен, непрерывен и удовле-

творяет оценке
‖Au‖L2(0,T ;V −1) � ‖u‖L2(0,T ;V 1). (21)

(iii) Для любой функции u ∈ W2 функция Au принадлежит пространству L2(0, T ;V
−2) и

справедлива оценка
‖Au‖L2(0,T ;V −2) � C1‖u‖L2(0,T ;V 1). (22)

Доказательство. (i) Несложно убедиться, что оператор A линеен. Действительно,

〈A(α1u1 + α2u2), ϕ〉 =
∫

Ω

∇(α1u1 + α2u2) : ∇ϕdx = α1

∫

Ω

∇u1 : ∇ϕdx+ α2

∫

Ω

∇u2 : ∇ϕdx.

Покажем, что оператор ограничен; из этого будет следовать непрерывность:

|〈Au,ϕ〉| =
∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

∇u : ∇ϕdx

∣∣∣∣∣∣
� ‖u‖V 1‖ϕ‖V 1 ,

так что
‖Au‖V −1 � ‖u‖V 1 . (23)

Следовательно, оператор непрерывен, и оценка из пункта (i) получена.
(ii) Для функции u ∈ L2(0, T ;V

1) при почти всех t ∈ (0, T ) справедливо неравенство

‖Au(t)‖V −1 � ‖u(t)‖V 1 .

Возведем последнюю оценку в квадрат и проинтегрируем от 0 до T :

‖Au(t)‖2V −1 � ‖u(t)‖2V 1 =

T∫

0

‖Au(t)‖2 dt �
T∫

0

‖u(t)‖2dt. (24)

Так как ‖u(t)‖V 1 ∈ L2(0, T ), то ‖Au(t)‖V −1 ∈ L2(0, T ) и Au ∈ L2(0, T, V
−1). Извлекая корень из

последней оценки, получаем требуемую оценку (21). Так как оператор ограничен и линеен, то он
непрерывен как оператор из L2(0, T, V

1) в L2(0, T, V
−1).

(iii) Из (21) и того факта, что вложение L2(0, T ;V
−1) ⊂ L2(0, T ;V

−2) непрерывно, следует
требуемая в лемме оценка. �

Чтобы доказать некоторые свойства для оператора B, воспользуемся следующей теоремой.



96 М. В. ЧИРОВА

Теорема 3 (см. [5]). Пусть X0 ⊂ X ⊂ X1—такие банаховы пространства, что вложе-
ния X0 ⊂ X, X ⊂ X1 непрерывны, причем вложение X0 ⊂ X компактно. Пусть M вложе-
но в Lp(O,T ;X0), 1 � p � ∞, и для всякой f ∈ M её обобщенная производная в простран-
стве D′(0, T ;X0) принадлежит Lr(0, T ;X0), 1 � r � ∞. Пусть множество M ограничено в
Lp(0, T ;X0), а множество {f ′ : f ∈ M} ограничено в Lr(0, T ;X). Тогда при p < ∞ множество
M относительно компактно в Lp(0, T ;X1), а при p = ∞ и r > 1 относительно компактно
в C([0, T ],X1).

Лемма 2.
(i) Оператор B : L2(Ω)

3 → V −1 непрерывен, причем справедливо неравенство

‖B(u)‖V −1 � C1‖u‖2L2(Ω)3 . (25)

(ii) Оператор B : L2(0, T ;L2(Ω)
3) → L2(0, T ;V

−1) непрерывен.
(iii) Оператор B : W2 → L2(0, T ;V

−2) компактен, причем имеет место неравенство

‖B(u)‖L2(0,T ;V −2) � C5‖u‖L2(0,T ;V 1)‖u‖L∞(0,T ;V 0). (26)

Доказательство. Для любых u ∈ L2(Ω)
3, ϕ ∈ V 1 имеем

|〈B1(u), ϕ〉| =
∣∣∣∣∣∣

3∑

i,j=1

∫

Ω

uiuj
∂ϕj

∂xi
dx

∣∣∣∣∣∣
�

3∑

i,j=1

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

uiuj
∂ϕj

∂xi
dx

∣∣∣∣∣∣
�

�
3∑

i,j=1

∫

Ω

|ui||uj |
∣∣∣∣
∂ϕj

∂xi

∣∣∣∣ dx �
3∑

i,j=1

‖ui‖L2(Ω)‖uj‖L2(Ω)

∥∥∥∥
∂ϕj

∂xi

∥∥∥∥
L2(Ω)

�

�
3∑

i,j=1

‖u‖L2(Ω)3‖u‖L2(Ω)3‖ ‖ϕ‖V 1 � C1‖u‖2L2(Ω)3‖‖ϕ‖V 1 .

Cравнивая начало и конец, получаем требуемую оценку.
Для проверки непрерывности оператора B : L2(Ω)

3 → V −1, u = B(u), рассмотрим произволь-
ные um, u0 ∈ L2(Ω)

3:

|〈B(um), ϕ〉 − 〈B(u0), ϕ〉| =

=

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

3∑

i,j=1

umi umj
∂ϕj

∂xi
dx−

∫

Ω

3∑

i,j=1

u0i u
0
j

∂ϕj

∂xi
dx

∣∣∣∣∣∣
�

3∑

i,j=1

∥∥umi umj − u0iu
0
j

∥∥
L2(Ω)

∥∥∥∥
∂ϕj

∂xi

∥∥∥∥
L2(Ω)

�

�
3∑

i,j=1

∥∥umi umj − u0i u
0
j

∥∥
L2(Ω)

‖ϕ‖V 1 � ‖ϕ‖V 1

3∑

i,j=1

∥∥umi umj − u0iu
0
j

∥∥
L2(Ω)

.

Значит,
∥∥B(um)−B(u0)

∥∥
V −1 �

3∑

i,j=1

∥∥umi umj − u0i u
0
j

∥∥
L2(Ω)

.

Далее проведем следующую оценку:
3∑

i,j=1

∥∥umi umj − u0iu
0
j

∥∥
L2(Ω)

=

3∑

i,j=1

∥∥∥umi umj − umi u0j + umi u0j − u0iu
0
j

∥∥∥
L2(Ω)

�

�
3∑

i,j=1

∥∥umi (umj − u0j )
∥∥
L2(Ω)

+

3∑

i,j=1

∥∥u0j(umi − u0i )
∥∥
L2(Ω)

�

�
3∑

i,j=1

‖umi ‖L2(Ω)

∥∥umj − u0j
∥∥
L2(Ω)

+

3∑

i,j=1

‖u0j‖L2(Ω)

∥∥umi − u0i
∥∥
L2(Ω)

�
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� C2‖um‖L2(Ω)3
∥∥um − u0

∥∥
L2(Ω)3

+ C2‖u0‖L2(Ω)3
∥∥um − u0

∥∥
L2(Ω)3

=

= C2

(
‖um‖L2(Ω)3 + ‖u0‖L2(Ω)3

)∥∥um − u0
∥∥
L2(Ω)3

.

Сравнивая также начало и конец, получаем:
∥∥B(um)−B(u0)

∥∥
V −1 � C2

(‖um‖L2(Ω)3 + ‖u0‖L2(Ω)3
)∥∥um − u0

∥∥
L2(Ω)3

. (27)

При um → u0 в L2(Ω)
3 отображение B : L2(Ω)

3 → V −1 непрерывно.
(ii) Рассмотрим функцию u ∈ L2(0, T ;L2(Ω)

3). Согласно (25) при почти всех t ∈ (0, T ) имеем

‖B(u)(t)‖V −1 � C1‖u(t)‖2L2(Ω)3 .

Возведем эту оценку в квадрат и проинтегрируем:
T∫

0

‖B(u)(t)‖2V −1dt � C2
1

T∫

0

‖u(t)‖4L2(Ω)3dt = C2
1‖u‖2L2(0,T ;L2(Ω)3).

Поскольку C2
1‖u‖2L2(0,T ;L2(Ω)3) —конечное число, значения интегралов также конечны. Следова-

тельно, B : : L2(0, T ;L2(Ω)
3) → L2(0, T ;V

−1). Чтобы доказать непрерывность, предположим, что
u0 ∈ L2(0, T ;L2(Ω)

3) является пределом последовательности um ⊂ L2(0, T ;L2(Ω)
3). Для (28) при

почти всех t ∈ (0, T ) справедлива оценка
∥∥B(um)(t)−B(u0)(t)

∥∥
V −1 � C2

(‖um(t)‖L2(Ω)3 + ‖u0(t)‖L2(Ω)3
) ∥∥(um − u0)(t)

∥∥
L2(Ω)3

.

Возводя в квадрат, интегрируя и применяя неравенство Гельдера, приходим к следующей оценке:

T∫

0

∥∥B(um)(t)−B(u0)(t)
∥∥2
V −1 dt �

� C2
2

T∫

0

(
‖um(t)‖L2(Ω)3 + ‖u0(t)‖L2(Ω)3

)2∥∥um(t)− u0(t)
∥∥2
L2(Ω)3

dt �

� C2
2

⎛

⎝
T∫

0

(
‖um(t)‖L2(Ω)3 + ‖u0(t)‖L2(Ω)3

)4
dt

⎞

⎠
1/2

×
⎛

⎝
T∫

0

∥∥um(t)− u0(t)
∥∥4
L2(Ω)3

dt

⎞

⎠
1/2

.

Оценим предпоследнее подынтегральное выражение:

T∫

0

(
‖um(t)‖L2(Ω)3 + ‖u0(t)‖L2(Ω)3

)4
dt � 8

T∫

0

(
‖um(t)‖4L2(Ω)3 + ‖u0(t)‖4L2(Ω)3

)
dt =

= 8

T∫

0

‖um(t)‖4L2(Ω)3dt+ 8

T∫

0

‖u0(t)‖4L2(Ω)3dt = 8‖um‖4L2(0,T ;L2(Ω)3) + 8‖u0‖4L2(0,T ;L2(Ω)3).

Следовательно,
∥∥∥B(um)(t) −B(u0)(t)

∥∥∥
2

L2(0,T ;V −1)
�

� 2
√
2C2

2

∥∥um − u0
∥∥2
L2(0,T ;L2(Ω)3)

(
‖um‖4L2(0,T ;L2(Ω)3) + ‖u0‖4L2(0,T ;L2(Ω)3)

)1/2
�

� 2
√
2C2

2

∥∥um − u0
∥∥2
L2(0,T ;L2(Ω)3)

(
‖um‖4L2(0,T ;L2(Ω)3) + ‖u0‖4L2(0,T ;L2(Ω)3)

)
.

В силу стремления правой части неравенства к нулю при m → +∞, получаем, что и левая часть
стремится к нулю. Следовательно, непрерывность для п. (ii) леммы доказана.
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(iii) По лемме, о которой упоминалось ранее, любая функция u ∈ W2 принадлежит простран-
ству C([0, T ];V 0). Значит любая функция, принадлежащая W2, принадлежит как L2(0, T ;V

2),
так и L2(0, T ;V

2) ∩ L∞(0, T ;V 0). Далее, справедливы вложения:

L2(0, T ;V
2) ∩ L∞(0, T ;V 0) ⊂ L2(0, T ;V

1).

Следовательно, W2 ⊂ X1 =
{
u : u ∈ L2(0, T ;V

1), u′ ∈ L2(0, T ;V
−2)

}
. Справедливо компактное

вложение X1 ↪→ L2(0, T ;L2(Ω)
3). Запишем отображение B следующим образом:

W2 ⊂ X1 ↪→ L2(0, T ;L2(Ω)
3)

B−−→ L2(0, T ;V
−1) ⊂ L2(0, T ;V

−2).

Непрерывность отображения B : L2(0, T ;L2(Ω)
3) → L2(0, T ;V

−1) доказана ранее в п. (ii). Первое
вложение является непрерывным, второе вполне непрерывно; поэтому B : W2 → L2(0, T ;V

−2)—
вполне непрерывное отображение. Оценим ‖B(u)‖L2(0,T ;V −2):

|〈B(u), ϕ〉| =
∣∣∣∣∣∣

3∑

i,j=1

∫

Ω

uiuj
∂ϕj

∂xi
dx

∣∣∣∣∣∣
�

3∑

i,j=1

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

uiuj
∂ϕj

∂xi
dx

∣∣∣∣∣∣
�

3∑

i,j=1

∫

Ω

|ui||uj |
∣∣∣∣
∂ϕj

∂xi

∣∣∣∣ dx �

�
3∑

i,j=1

‖ui‖L2(Ω)‖uj‖L2(Ω)

∥∥∥∥
∂ϕj

∂xi

∥∥∥∥
L2(Ω)

� C3‖u‖L2(Ω)3‖ ‖u‖V 0 ‖ϕ‖V 2 .

Поэтому для любой функции v ∈ W2 при почти всех t ∈ (0, T ) выполняется неравенство

‖B(u)(t)‖V −2 � C3‖u(t)‖L4(Ω)3)‖u(t)‖V 0 .

Применим к этой оценке те же действия, что и ранее:

T∫

0

‖B(u)(t)‖2V −2 dt � C2
3

T∫

0

‖u(t)‖2L2(Ω)3‖u(t)‖2V 0 dt � C2
3‖u‖2L∞(0,T ;V 0)

T∫

0

‖u(t)‖2L2(Ω)3) dt =

= C2
3‖u‖2L∞(0,T ;V 0)‖u‖2L2(0,T ;L2(Ω)3) � C2

3C2‖u|2L∞(0,T ;V 0)‖u‖2L2(0,T ;V 1).

Отсюда следует оценка

‖B(u)‖L2(0,T ;V −2) � C5‖u‖L2(0,T ;V 1)‖u‖L∞(0,T ;V 0). �

Следующее утверждение требуется для доказательства леммы 4.

Лемма 3 (см. [7]). Пусть X и Y — гильбертовы пространства, X ⊂ Y с непрерывным опе-
ратором вложения i : X → Y , i(X) плотно в Y . Пусть X — сепарабельное пространство,
A : X → X∗—непрерывный линейный оператор. Предположим, что существует такое поло-
жительное α, что

〈Au, u〉 � α‖u‖2X ∀u ∈ X.

Если a ∈ Y и f ∈ L2(0, T ;X
∗), то задача Коши

u′(t) +Au(t) = f(t), t ∈ (0, T ), u(0) = a (28)

имеет единственное решение

u ∈ L2(0, T ;X), u′ ∈ L2(0, T ;X
∗),

непрерывно зависящее f и a.

Лемма 3 обобщается на случай f = f1 + f2, f1 ∈ L2(0, T ;V
−1), f2 ∈ L1(0, T ;V

0).

Лемма 4.
(i) Оператор L : W2 → L2(0, T ;V

−2)× V 0 непрерывно обратим, а обратный оператор L−1 :
L2(0, T ;V

−1)× V 0 → W2 непрерывен.
(ii) Оператор K : W2 → L2(0, T ;V

−2)× V 0 непрерывен и компактен.
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Доказательство. (i) Рассмотрим оператор L(u) =
(
u′ + νAu + εA2u, u

∣∣
t=0

)
. Проверим, что для

оператора νA+ εA2 : V 2 → V −2 выполняются условия предыдущей леммы:

〈νAu+ εA2u, v〉 = 〈νAu, u〉+ 〈εA2u, u〉 = ν

∫

Ω

∇u : ∇u dx+ ε

∫

Ω

ΔuΔu dx =

= ν‖u‖2V 2 + ε‖u‖2V 2 � ε‖u‖2V 2 .

Следовательно, 〈νAu + εA2u, u〉 � ε‖u‖2V 2 , что удовлетворяет условиям леммы. Таким образом,
оператор L является непрерывно обратимым.

(ii) Оператор K, определяемый равенством K = (B(u), 0) будет непрерывным, а так как ком-
пактность оператора B доказана в п. (iii) леммы 2, то K вполне непрерывен. �

6. Априорные оценки. Для оценки сходимости на следующих этапах требуется доказать
априорные оценки для семейства уравнений

u′ − λB(u) + νAu+ εA2u = λf, (29)
u(0) = λa, λ ∈ [0, 1]. (30)

Теорема 4. Для любого решения u ∈ W2 семейства (29) для некоторого λ ∈ [0, 1], справедли-
вы следующие оценки:

‖u‖2L∞(0,T ;V 0) � C4

(
1

ν
‖f1‖2L2(0,T ;V −1) +

1

2
‖f2(t)‖2L1(0,T ;(V 0)∗) + ‖a‖2V 0

)
; (31)

ν‖u‖2L2(0,T ;V 1) � C5

(
1

ν
‖f1‖2L2(0,T ;V −1) +

1

2
‖f2(t)‖2L1(0,T ;(V 0)∗) + ‖a‖2V 0

)
; (32)

ε‖u‖2L2(0,T ;V 2) � C5

(
1

ν
‖f1‖2L2(0,T ;V −1) +

1

2
‖f2(t)‖2L1(0,T ;(V 0)∗) + ‖a‖2V 0

)
. (33)

Доказательство. Пусть u ∈ W2 —решение (29), (30) для некоторого λ ∈ [0, 1]. Рассмотрим урав-
нение (12) при ϕ = u:

〈u′, u〉 − λ〈B(u), u〉+ ν〈Au, v〉 + ε〈A2u, u〉 = λ〈f, u〉.
Выполним следующие преобразования:

〈u′, u〉 = 1

2

d

dt
‖u(t)‖2V 0 ;

〈B(u), u〉 =
3∑

i,j=1

∫

Ω

uiuj
∂ui
∂xj

dx =

3∑

i,j=1

∫

Ω

uj
1

2

∂

∂xj
(uiui) dx = −1

2

3∑

i,j=1

∫

Ω

∂uj
∂xj

uiui dx = 0;

ν〈Au, u〉 = ν

∫

Ω

∇u : ∇u dx = ν‖u‖2V 1 ; ε〈A2u, u〉 = ε

∫

Ω

ΔuΔu dx = ε‖u‖2V 2 .

Итак,
1

2

d

dt
‖u(t)‖2V 0 + ν‖u(t)‖2V 1 + ε‖u(t)‖2V 2 = λ〈f(t), u(t)〉.

Теперь оценим сверху правую часть последнего неравенства, воспользовавшись неравенством

ab � νa2

2
+

b2

2ν
.

Имеем:
∣∣λ〈f(t), u(t)〉∣∣ � λ

∣∣〈f(t), u(t)〉∣∣ �
� λ

∣∣〈f1(t), u(t)〉
∣∣ + λ

∣∣〈f2(t), u(t)〉
∣∣ � ‖f1(t)‖V −1‖u(t)‖V 1 + ‖f2(t)‖(V 0)∗‖u(t)‖V 0 �

� 1

2ν
‖f1(t)‖2V −1 +

ν

2
‖u(t)‖2V 1 +

1

4
‖f2(t)‖2(V 0)∗ +

1

4
‖u(t)‖2V 0 .
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Следовательно, при почти всех t ∈ (0, T ) получим

1

2

d

dt
‖u(t)‖2V 0 + ν‖u(t)‖2V 1 + ε‖u(t)‖2V 2 � 1

2ν
‖f1(t)‖2V −1 +

ν

2
‖u(t)‖2V 1 +

1

4
‖f2(t)‖2(V 0)∗ +

1

4
‖u(t)‖2V 0

Приведя подобные слагаемые, приходим к неравенству

1

2

d

dt
‖u(t)‖2V 0 +

ν

2
‖u(t)‖2V 1 + ε‖u(t)‖2V 2 � 1

2ν
‖f1(t)‖2V −1 +

1

4
‖f2(t)‖2(V 0)∗ +

1

4
‖u(t)‖2V 0 .

Умножив его на 2 и проинтегрировав от 0 до t, получаем:

‖u(t)‖2V 0 + ν

t∫

0

‖u(s)‖2V 1ds+ 2ε

t∫

0

‖u(s)‖2V 2ds �

� 1

ν

t∫

0

‖f1(s)‖2V −1ds+
1

2

t∫

0

‖f2(s)‖2(V 0)∗ds+
1

2

t∫

0

‖u(s)‖2V 0ds + ‖a‖2V 0 .

Оценим правую часть неравенства сверху:

1

ν

t∫

0

‖f1(s)‖2V −1ds+
1

2

t∫

0

‖f2(s)‖2(V 0)∗ds+
1

2

t∫

0

‖u(s)‖2V 0ds+ ‖a‖2V 0 �

� ‖a‖2V 0 +
1

ν
‖f1(t)‖2L2(0,T ;V −1) +

1

2
‖f2(t)‖2L1(0,T ;(V 0)∗) +

1

2
‖u(t)‖2L∞(0,T,V 0).

Так как каждое слагаемое предыдущего неравенства неотрицательно, получаем три неравенства:

‖u(t)‖2V 0 � ‖a‖2V 0 +
1

ν
‖f1(t)‖2L2(0,T ;V −1) +

1

2
‖f2(t)‖2L1(0,T ;(V 0)∗) +

1

2
‖u(t)‖2L∞(0,T,V 0);

ν

t∫

0

‖u(s)‖2V 2ds � ‖a‖2V 0 +
1

ν
‖f1(t)‖2L2(0,T ;V −1) +

1

2
‖f2(t)‖2L1(0,T ;(V 0)∗) +

1

2
‖u(t)‖2L∞(0,T,V 0);

2ε

t∫

0

‖u(s)‖2V 2ds � ‖a‖2V 0 +
1

ν
‖f1(t)‖2L2(0,T ;V −1) +

1

2
‖f2(t)‖2L1(0,T ;(V 0)∗) +

1

2
‖u(t)‖2L∞(0,T,V 0).

Перейдя к максимуму по t в левой части, получим

‖u‖2L∞(0,T ;V 0) � ‖a‖2V 0 +
1

ν
‖f1(t)‖2L2(0,T ;V −1) +

1

2
‖f2(t)‖2L1(0,T ;(V 0)∗) +

1

2
‖u(t)‖2L∞(0,T,V 0);

ν‖u‖2L2(0,T ;V 1) � ‖a‖2V 0 +
1

ν
‖f1(t)‖2L2(0,T ;V −1) +

1

2
‖f2(t)‖2L1(0,T ;(V 0)∗) +

1

2
‖u(t)‖2L∞(0,T,V 0);

ε‖u‖2L2(0,T ;V 2) � ‖a‖2V 0 +
1

ν
‖f1(t)‖2L2(0,T ;V −1) +

1

2
‖f2(t)‖2L1(0,T ;(V 0)∗) +

1

2
‖u(t)‖2L∞(0,T,V 0).

Оценка (31) очевидно следует из первого неравенства. Сложив первое неравенство со вторым,
получим оценку (32), а при сложении первого с третьим— оценку (33). �

Теорема 5. Если u ∈ W2— решение (29), (30) для какого-либо λ ∈ [0, 1], то имеет место
оценка

‖u′‖L2(0,T ;V −2) �

� C6‖f1‖L2(0,T ;V −1) + C6‖f2‖L2(0,T ;(V 0)∗) + C9
1

ν
‖f1‖2L2(0,T ;V −1) +C6

1

2
‖f2‖L2(0,T ;(V 0)∗)+

+ C5‖a‖2V 0 +

(
νC6 +

√
ε√
2

)√
1

ν
‖f1‖2L2(0,T ;V −1)

+
1

2
‖f2(t)‖2L1(0,T ;(V 0)∗) + ‖a‖2

V 0). (34)
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Доказательство. Пусть u ∈ W2 —решение операторного уравнения (29) с начальным условием
(30). Выразим из этого уравнения u′ и оценим по норме L2(0, T ;V

−2):

‖u′‖L2(0,T ;V −2) = ‖λf + λB(u)− νAu− εA2v‖L2(0,T ;V −2) �
� ‖λf1‖L2(0,T ;V −2) + ‖λf2‖L2(0,T ;V −2) + ‖λB(u)‖L2(0,T ;V −2)+

+ ν‖Av‖L2(0,T ;V −2) + ε‖A2u‖L2(0,T ;V −2) �
� λC6‖f1‖L2(0,T ;V −1) + λC6‖f2‖L2(0,T ;(V 0)∗) + λ‖B(u)‖L2(0,T ;V −2)+

+ νC6‖Av‖L2(0,T ;V −1) + ε‖A2v‖L2(0,T ;V −2) �
� C6‖f1‖L2(0,T ;V −1) + C6‖f2‖L2(0,T ;(V 0)∗) + C5‖u‖L2(0,T ;V 1)‖u‖L∞(0,T ;V 0)+

+ νC6‖u‖L2(0,T ;V 1) +
√
ε‖u‖L2(0,T ;V 2) �

� C6‖f1‖L2(0,T ;V −1) + C6‖f2‖L2(0,T ;(V 0)∗)+

+ C5

(
C4(

1

ν
‖f1‖2L2(0,T ;V −1) +

1

2
‖f2(t)‖2L1(0,T ;(V 0)∗) + ‖a‖2V 0)

)
+

+ νC6

√
C4(

1

ν
‖f1‖2L2(0,T ;V −1)

+
1

2
‖f2(t)‖2L1(0,T ;(V 0)∗) + ‖a‖2

V 0)+

+
√
ε

√
C6(

1

ν
‖f1‖2L2(0,T ;V −1)

+
1

ν
‖f2(t)‖2L1(0,T ;(V 0)∗) + ‖a‖2

V 0) =

= C6‖f1‖L2(0,T ;V −1) + C6‖f2‖L2(0,T ;(V 0)∗) + C9
1

ν
‖f1‖2L2(0,T ;V −1) +C6

1

2
‖f2‖L2(0,T ;(V 0)∗)+

+ C5‖a‖2V 0 +

(
νC6 +

√
ε√
2

)√
1

ν
‖f1‖2L2(0,T ;V −1)

+
1

2
‖f2(t)‖2L1(0,T ;(V 0)∗) + ‖a‖2

V 0).

Таким образом, получаем оценку (34). �

7. Разрешимость аппроксимационной задачи. Пусть u ∈ W2 —решение семейства (19).
Из доказанных априорных оценок следует, что норма ‖u‖ может быть оценена сверху некоторой
константой C7, которая зависит, вообще говоря, от 1/ε.

Теорема 6. Для любых ε � 0, f = f1 + f2, где f1 ∈ L2(0, T ;V
−1), f2 ∈ L1(0, T ;V

0), a ∈ V 0

существует хотя бы одно слабое решение аппроксимационной задачи (7)–(11).

Доказательство. Докажем разрешимость операторного уравнения (15), так как задача о суще-
ствовании у него решения u ∈ W2, равносильна задаче о слабых решениях аппроксимационной
задачи (7)–(11).

Решения семейства операторных уравнений лежат в шаре BR с центром в нуле и радиусом
R = C7 +1. По лемме 4 оператор K(·) является вполне непрерывным, значит оператор K +(f, a)
также вполне непрерывен.

Рассмотрим теперь оператор G(λ, u) = λL−1(K(u) + (f, a)). Он будет вполне непрерывным
как композиция вполне непрерывного оператора K + (f, a) и непрерывного оператора L. Пере-
писав (18) с введённым оператором, получим:

u− λG(u) = 0. (35)

Так как векторное поле I − λG(·) вполне непрерывно, то для него определена степень Лере—
Шаудера degLS(I − λG,BR, 0), и в силу свойства гомотопической инвариантности имеем

degLS(I,BR, 0) = degLS(I −G,BR, 0) = degLS(I,BR, 0) = 1,

так как 0 ∈ BR. Отличие от нуля степени отображения обеспечивает существование решения
u ∈ W2 уравнения (35) при λ = 1, а следовательно, и существование хотя бы одного решения
операторного уравнения (18). �
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8. Предельный переход. Вернемся к определению слабого решения аппроксимационной за-
дачи. Оно существует согласно доказанной в разделе 7 теореме. Пусть {εn}—последовательность,
стремящаяся к нулю при n → ∞. Тогда для любого εn существует решение un ∈ W2 ⊂ W1, которое
для каждой функции ϕ ∈ V 2 при почти всех t ∈ (0, T ) удовлетворяет равенствам

〈u′n, ϕ〉 −
3∑

i,j=1

∫

Ω

(un)i(un)j
∂ϕj

∂xi
dx+ ν

∫

Ω

∇un : ∇ϕdx+ εn

∫

Ω

Δun : Δϕdx = 〈f, ϕ〉 (36)

и un(0) = a. В силу оценки (31) последовательность {un} является ограниченной в L∞(0, T ;V 0).
Следовательно, из un можно выделить слабо сходящуюся подпоследовательность:

un → u ∗ слабо в L∞(0, T ;V 0).

Исходя из (32), un ⇀ u в L∞(0, T ;V 1) (без ограничения общности). Значит,

ν

∫

Ω

∇un : ∇ϕdx −−−→
n→∞ ν

∫

Ω

∇u : ∇ϕdx.

Далее, согласно оценке (33) последовательность
√
εnun является ограниченной в L2(0, T ;V

2).
Тогда √

εnun → ω в L2(0, T ;V
2).

Так как
√
εn −−−→

n→∞ 0, получим

εn

∫

Ω

ΔunΔϕdx =
√
εn

⎛

⎝√
εn

∫

Ω

ΔunΔϕdx

⎞

⎠ −−−→
n→∞ 0,

т.е. последнее слагаемое в левой части равенства (37) исчезает. Наконец, в силу последней апри-
орной оценки (34) получаем, что u′n ⇀ u′ в L2(0, T ;V

−2), т.е.

〈u′n, ϕ〉 −−−→n→∞ 〈u′, ϕ〉.
Согласно теореме 3 справедливо компактное вложение

W1 ↪→ L2(0, T ;L4(Ω)
4).

Поэтому имеет место и сильная сходимость последовательности un −−−→
n→∞ u в L2(0, T ;L4(Ω)

4).
Поэтому

3∑

i,j=1

∫

Ω

(un)i(un)j
∂ϕj

∂xi
dx −−−→

n→∞

3∑

i,j=1

∫

Ω

uiuj
∂ϕj

∂xi
dx.

Исследуем характер сходимости в последнем выражении:

(un)i → ui *-слабо в L∞(0, T ;V 0),

(un)j → uj сильно в L2(0, T ;L4(Ω)
4);

следовательно, (un)i(un)j сходится слабо в L2(0, T ;L4/3(Ω)
4).

Далее, un(0) = a и un ⇀ u в L2(0, T ;V
1), u′n ⇀ u′ в L2(0, T ;V

−2). Таким образом, un(0) ⇀ u(0),
u(0) = a.

Таким образом, устремив ε к нулю и перейдя к пределу в (36) и соответствующем начальном
условии, заключаем, что существует функция u ∈ W1, удовлетворяющая условиям

〈u′, ϕ〉 −
3∑

i,j=1

∫

Ω

uiuj
∂ϕj

∂xi
dx+ ν

∫

Ω

∇v : ∇ϕdx = 〈f, ϕ〉 (37)

и u(0) = a.
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9. Эквивалентность существования решений, принадлежащих двум пространствам.
Вернёмся к операторному уравнению

u′ −B(u) + νAu = f. (38)

В разделе 8 было доказано существование слабого решения начально-краевой задачи (1)–(4), при-
надлежащего пространству W1: для любого f = f1 + f2, где f1 ∈ L2(0, T ;V

−1), f2 ∈ L1(0, T ;V
0),

и любого a ∈ V 0 существует функция u ∈ W1, являющаяся слабым решением начально-крае-
вой задачи (1)–(4). Иными словами, функция u ∈ W1, должна удовлетворять равенству (37) и
начальному условию u(0) = a.

Поскольку в (37) пробная функция ϕ ∈ V 2 произвольна, то слабое решение u ∈ W1 начально-
краевой задачи (1)–(4) должно удовлетворять операторному уравнению

u′ −B(u) + νAu = f (39)

и начальному условию u(0) = a.
Правая часть f данного равенства по условию принадлежит L2(0, T ;V

−1)+L1(0, T ;V
0). Далее,

νAv ∈ L2(0, T ;V
−1). Используя оценку Ладыженской:

‖B(u)‖L4/3
(0, T ;V −1) �

⎛

⎝
T∫

0

‖B(u(t))‖4/3
V −1dt

⎞

⎠
3/4

� C8

⎛

⎝
T∫

0

‖u(t)‖2/3
V 0 ‖u(t)‖2V 1dt

⎞

⎠
3/4

�

� C8

⎛

⎝‖u‖2/3
L∞(0,T ;V 0)

T∫

0

‖(u(t))‖2V 1dt

⎞

⎠ � C8‖u‖1/2L∞(0,T ;V 0)
‖u‖3/2

L2(0,T ;V 1)
,

получим, что B(u) ∈ L4/3(0, T ;V
−1). Таким образом, выражая из (39) функцию u′, получим, что

u′ = f +B(u)− νAu ∈ L4/3(0, T ;V
−1) + L1(0, T ;V

0).

Мы получили, что два функционала из L2(0, T ;V
−2) равны. Поскольку один из них принадлежит

пространству L4/3(0, T ;V
−1)+L1(0, T ;V

0), то второй также принадлежит этому пространству, а
значит, слабое решение начально-краевой задачи (1)–(4) принадлежит и пространству W0. Тео-
рема 1 доказана.
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