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ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ К СИЛЬНОМУ РЕШЕНИЮ

B-ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

И ЕГО РАЗНОСТНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ

c© 2024 г. О. П. БАРАБАШ

Аннотация. Работа посвящена построению разностной схемы для краевой задачи с уравнением
B-эллиптического типа. Исследование сходимости ведется в весовом пространстве Киприянова.
С помощью усредняющих операторов Стеклова выведено интегральное соотношение баланса,
которому удовлетворяет точное решение исходной задачи. Получена пятиточечная разностная
схема и априорная оценка погрешности.

Ключевые слова: оператор Бесселя, пространства Киприянова, разностная схема, усредняю-
щий оператор Стеклова, сильное решение.

ON STRONG SOLUTIONS

OF A B-ELLIPTIC BOUNDARY-VALUE PROBLEM

AND ITS DIFFERENCE APPROXIMATION

c© 2024 O. P. BARABASH

Abstract. In this work, a finite-difference scheme for a boundary-value problem for a B-elliptic
equation is constructed. The convergence is examined in the Kipriyanov weight space. An integral
balance relation for the exact solution of the original problem is obtained by using Steklov averaging
operators. A five-point difference scheme and an a priori estimate for the error are obtained.

Keywords and phrases: Bessel operator, Kipriyanov spaces, difference scheme, Steklov averaging
operator, strong solution.

AMS Subject Classification: 35J25, 35J75

1. Введение. Дискретные методы решения задач математической физики в настоящее время
являются чрезвычайно действенными инструментами для исследования многих проблем есте-
ствознания. К реализуемым методам предъявляются требования высокой точности, устойчивости
и экономичности.
Развитие теории однородных разностных схем, сохраняющих сходимость на разрывных ре-

шениях, было положено А. Н. Тихоновым и А. А. Самарским (см. [12]. Для одномерных задач
авторами с помощью естественных априорных оценок и представления погрешности аппрокси-
мации в дивергентной форме были получены необходимые и достаточные условия сходимости в
классе разрывных коэффициентов.
Для случая многомерных задач с негладкими данными естественно возникает понятие обоб-

щенного решения. При этом ключевое значение приобретает вопрос принадлежности обобщенно-
го решения некоторому классу, например, соболевскому классу W k

p .

ISSN 2782–4438 c© ВИНИТИ РАН, 2024



4 О. П. БАРАБАШ

Исходя из того, что обобщенное решение определяется как функция, удовлетворяющая неко-
торому интегральному тождеству, в 1943 г. Р. Курант изложил метод построения дискретных
схем как частный случай минимизации вариационного функционала по методу Ритца (см. [13]).
Следуя вариационной постановке задачи с обобщенным решением, построение разностных схем

можно осуществлять с помощью аппроксимации производных конечными разностями в узлах
сетки и вычисления интегралов по квадратурным формулам. Этим способом были получены
хорошие аппроксимации для многомерных задач с граничными условиями второго и третьего
рода (см. [8]).
Классическая трактовка погрешности аппроксимации как невязки, получающейся при подста-

новке точного решения в разностную схему, и ее оценка с помощью формулы Тейлора в многомер-
ном случае не всегда оказывается эффективной. Требуется использование подходящего обобще-
ния определения погрешности. Так, погрешность аппроксимации представляется в дивергентной
форме B1 ∗ η1 +B2 ∗ η2, где Bα, α = 1, 2, — линейные разностные операторы. Например, если A—
оператор разностной схемы и A = A1 +A2, то

Aαy = −yxαx ≡ B∗
αBαy, B∗

αy = −yxα

(см. подробнее [7]). Тогда априорная оценка в энергетической норме ‖y‖A = (Ay, y)1/2 выражается
через ‖η1‖L2(ω)

+ ‖η2‖L2(ω)
.

2. Постановка задачи. Рассмотрим в области Ω = {(x1, x2) : 0 < x1 < 1, 0 < x2 < 1} c
границей Γ = {x1 = 1, 0 � x2 � 1} ∪ {x2 = 0, 0 � x1 � 1} следующую краевую задачу:

Lu = f(x1, x2), γ > 0, q (x1, x2) ∈ Ω, (1)

xγ1
∂u

∂x1
= 0, x1 = 0, u(x) = 0, x ∈ Γ, (2)

Lu = x−γ
1

∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

)
+
∂2u

∂x22
− qu, q ∈ C(Ω), q � 0.

Одним из способов введения нормы в пространствах Киприянова (см. [1, 4–6, 10, 14, 15] является
следующая формула (см. [2, 3]):

∥∥u∥∥
W 2

2,γ(Ω)
=

∥∥u∥∥
2,γ,Ω

=

⎛
⎜⎜⎝

∑
0�i1+2i2+j�2,
i1=0,1, i2,j∈Z+

∥∥∥Di1
x1
Bi2

x1
Dj

x2
u(x1, x2)

∥∥∥2

L2,γ

⎞
⎟⎟⎠

1/2

, (3)

где

Z+ = N ∪ {0}, ∥∥u∥∥
L2,γ (Ω)

=
∥∥u∥∥

0,γ,Ω
=

⎛
⎝∫∫

Ω

xγ1u
2dΩ

⎞
⎠

1/2

.

Через W 2
2,γ,0 обозначим пространство функций, которые получаются замыканием в норме (3)

функций u(x) ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω), удовлетворяющих краевым условиям

xγ1
∂u

∂x1
= 0, x1 = 0, u(x) = 0, x ∈ Γ.

Сильным решением задачи (1)–(2) будем называть функцию u ∈W 2
2,γ,0(Ω), которая удовлетво-

ряет интегральному тождеству

a(u, μ) = l(μ) ∀μ ∈W 2
2,γ,0(Ω), (4)

где

a(u, μ) =

∫∫
Ω

xγ1L(u)L(μ)dΩ, l(μ) =

∫∫
Ω

xγ1f(x1, x2)L(μ)dΩ, f ∈ L2,γ(Ω). (5)

Для дальнейшего исследования нам потребуется следующий известный результат.
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Теорема 1 (лемма Лакса—Мильграма; см. [9, 11]). Пусть V — гильбертово пространство,
билинейная форма a(·, ·) : V × V → R

1 непрерывна и V -эллиптична, линейная форма f : V → R
1

непрерывна. Тогда задача, состоящая в нахождении такого элемента u ∈ V , что

a(u, v) = 〈f, v〉 ∀v ∈ V,

имеет единственное решение.

Теорема 2. Пусть f(x1, x2) ∈ L2,γ(Ω). Тогда сильное решение задачи (1)–(2) существует и
единственно.

Доказательство. Проверим выполнение условий леммы Лакса—Мильграма:

a(u, u) =

∫∫
Ω

xγ1 [L(u)]
2dΩ =

∫∫
Ω

xγ1

[
x−γ
1

∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

)
+
∂2u

∂x22
− qu

]2
dΩ =

=

∫∫
Ω

xγ1

[(
x−γ
1

∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

))2

+

(
∂2u

∂x22

)2

+ (qu)2+

+ 2x−γ
1

∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

)
∂2u

∂x22
− 2x−γ

1

∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

)
qu− 2

∂2u

∂x22
qu

]
dΩ. (6)

Рассмотрим четвертое слагаемое:

2

∫∫
Ω

∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

)
∂2u

∂x22
dΩ = 2

1∫
0

[
xγ1

∂u

∂x1

∂2u

∂x22

∣∣∣∣∣
x1=1

x1=0

−
1∫

0

xγ1
∂u

∂x1

∂3u

∂x22∂x1
dx1

]
dx2 =

= 2

⎡
⎣xγ1 ∂u∂x1

∂u

∂x2

∣∣∣∣∣
x2=1

x1=1,x2=0

−
1∫

0

xγ1
∂u

∂x1

∂2u

∂x1x2

∣∣∣∣∣
x1=1

dx2

⎤
⎦− 2

1∫
0

xγ1
∂u

∂x1

∂2u

∂x2∂x1

∣∣∣∣∣
x2=1

x2=0

dx1+

+ 2

∫∫
Ω

xγ1

(
∂2u

∂x2∂x1

)2

dΩ. (7)

Для функций u(x) ∈ C2(Ω)∩C(Ω) первые три слагаемых в (7) равны нулю, поскольку содержат
производную по направлению касательной на части границы, где функция равна нулю. Напри-
мер, при x2 = 0, x2 = 1 имеем u = 0, а значит,

∂u

∂x1
= lim

Δx1→0

u(x1 +Δx1, x2)− u(x1, x2)

Δx1
= 0.

Аналогично при x1 = 1 выполняется равенство ∂u/∂x2 = 0. С учетом этих обстоятельств равен-
ство (7) примет вид

2

∫∫
Ω

∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

)
∂2u

∂x22
dΩ = 2

∫∫
Ω

xγ1

(
∂2u

∂x2∂x1

)2

dΩ.

Для функций u ∈W 2
2,γ,0(Ω) это равенство получается переходом к пределу в норме ‖·‖2,γ,0.

Кроме того, по теореме Вейерштрасса существует конечное значение Q = max
x∈Ω

q(x). Поэтому

−2

∫∫
Ω

xγ1
∂2u

∂x22
q u dΩ � 2Q

∫∫
Ω

xγ1

(
∂u

∂x2

)2

dΩ,

−2

∫∫
Ω

∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

)
q u dΩ � 2Q

∫∫
Ω

xγ1

(
∂u

∂x1

)2

dΩ.
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Таким образом,

a(u, u) �
∫∫
Ω

xγ1

[(
x−γ
1

∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

))2

+

(
∂2u

∂x22

)2

+ 2

(
∂2u

∂x2∂x1

)2

+

+Q2u2 + 2Q

(
∂u

∂x1

)2

+ 2Q

(
∂u

∂x2

)2
]
dΩ.

Сравнивая полученное неравенство с полунормой

|u|22,γ,0 =
∫∫
Ω

xγ1

[(
x−γ
1

∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

))2

+

(
∂2u

∂x22

)2

+ 2

(
∂2u

∂x2∂x1

)2
]
dΩ,

получаем, что a(u, u) � |u|22,γ,0.
Покажем эквивалентность полунормы |u|2,γ,0 норме ‖u‖2,γ,0. Рассмотрим равенство

∂u(x1, x2)

∂x2
= −

1∫
x1

∂2u(x3, x2)

∂x3∂x2
dx3.

Умножим обе части на
√
xγ1 , возведем в квадрат и проинтегрируем по области Ω:

∫∫
Ω

xγ1

(
∂u(x1, x2)

∂x2

)2

dΩ =

∫∫
Ω

xγ1

⎛
⎝

1∫
x1

∂2u(x3, x2)

∂x3∂x2
dx3

⎞
⎠

2

dΩ �

�
∫∫
Ω

⎛
⎝

1∫
x1

√
xγ3
∂2u(x3, x2)

∂x3∂x2
dx3

⎞
⎠

2

dΩ �
1∫

0

dx1

1∫
0

⎛
⎝

1∫
0

xγ3

(
∂2u(x3, x2)

∂x3∂x2

)2

dx3

⎞
⎠ dx2 �

�
∫∫
Ω

xγ1

(
∂2u(x1, x2)

∂x1∂x2

)2

dΩ. (8)

Аналогичным образом, интегрируя равенство

u(x1, x2) =

x2∫
0

∂u(x1, x3)

∂x3
dx3,

получим
∫∫
Ω

xγ1u
2(x1, x2)dΩ =

∫∫
Ω

xγ1

⎛
⎝

x2∫
0

∂u(x1, x3)

∂x3
dx3

⎞
⎠

2

dΩ � 1

2

∫∫
Ω

xγ1

(
∂u(x1, x2)

∂x2

)2

dΩ. (9)

Далее рассмотрим соотношение

∂u(x1, x2)

∂x1
=

x2∫
0

∂2u(x1, x3)

∂x1∂x3
dx3.

Возводя в квадрат обе его части, умножая на xγ1 и интегрируя по Ω, получим:

∫∫
Ω

xγ1

(
∂u(x1, x2)

∂x1

)2

dΩ =

∫∫
Ω

xγ1

⎛
⎝

x2∫
0

∂2u(x1, x3)

∂x1∂x3
dx3

⎞
⎠

2

dΩ �

�
∫∫
Ω

xγ1

⎛
⎝

1∫
0

dx3

1∫
0

(
∂2u(x1, x3)

∂x1∂x3

)2

dx3

⎞
⎠ dΩ =

∫∫
Ω

xγ1

(
∂2u(x1, x2)

∂x1∂x2

)2

dΩ. (10)
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С учетом неравенств (8)–(10) будем иметь:

a(u, u) �
∫∫
Ω

xγ1

[(
x−γ
1

∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

))2

+

(
∂2u

∂x22

)2

+
2

3

(
∂u

∂x2

)2

+

+
4

3
u2 +

2

3

(
∂u

∂x1

)2

+
2

3

(
∂2u

∂x2∂x1

)2
]
dΩ.

Убедимся, что выполняется условие W 2
2,γ-эллиптичности билинейной формы, т.е.

a(u, u) � χ‖u‖2,γ,0, χ > 0. (11)

Проверим выполнение условия |l(μ)| �M‖μ‖2,γ,0 для каждого μ ∈W 2
2,γ,0(Ω):

∣∣l(μ)∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∫∫
Ω

xγ1f(x1, x2)

[
x−γ
1

∂

∂x1

(
xγ1

∂μ

∂x1

)
+
∂2μ

∂x22
− qμ

]
dΩ

∣∣∣∣∣∣ �

�

∣∣∣∣∣∣
∫∫
Ω

xγ1x
−γ
1 f(x1, x2)

∂

∂x1

(
xγ1

∂μ

∂x1

)
dΩ

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∫∫
Ω

xγ1f(x1, x2)
∂2μ

∂x22
dΩ

∣∣∣∣∣∣+Q

∣∣∣∣∣∣
∫∫
Ω

xγ1f(x1, x2)μdΩ

∣∣∣∣∣∣ .

Для первого слагаемого имеем:
∣∣∣∣∣∣
∫∫
Ω

xγ1x
−γ
1 f(x1, x2)

∂

∂x1

(
xγ1

∂μ

∂x1

)
dΩ

∣∣∣∣∣∣ �

�

⎛
⎝∫∫

Ω

xγ1f
2(x1, x2)dΩ

⎞
⎠

1/2 ⎛
⎝∫∫

Ω

xγ1

(
x−γ
1

∂

∂x1

(
xγ1

∂μ

∂x1

))2

dΩ

⎞
⎠

1/2

�

�
∥∥f∥∥

L2,γ

∥∥μ∥∥
2,γ,0

=M1

∥∥μ∥∥
2,γ,0

.

Для второго:
∣∣∣∣∣∣
∫∫
Ω

xγ1f(x1, x2)
∂2μ

∂x22
dΩ

∣∣∣∣∣∣ �
⎛
⎝∫∫

Ω

xγ1f
2(x1, x2)dΩ

⎞
⎠

1/2 ⎛
⎝∫∫

Ω

xγ1

(
∂2μ

∂x22

)2

dΩ

⎞
⎠

1/2

�M2‖μ‖2,γ,0.

Для третьего слагаемого справедлива оценка:

Q

∣∣∣∣∣∣
∫∫
Ω

xγ1f(x1, x2)μdΩ

∣∣∣∣∣∣ �M3‖μ‖2,γ,0.

Суммируя полученные оценки, приходим к неравенству
∣∣l(μ)∣∣ �M‖μ‖2,γ,0 ∀μ ∈W 2

2,γ,0. (12)

Аналогично доказывается третье условие леммы Лакса—Мильграма
∣∣a(u, μ)∣∣ � M̃

∥∥u∥∥
2,γ,0

∥∥μ∥∥
2,γ,0

∀u, μ ∈W 2
2,γ,0.

Таким образом, все условия леммы Лакса—Мильграма выполнены, что и доказывает теорему. �



8 О. П. БАРАБАШ

3. Построение разностной схемы. Априорная оценка. На замыкании области Ω введем
сетку ω = ωx1 × ωx2 :

ωx1 =

{
x1,i =

(
i− 1

2

)
h1, i = 1, N1,

(
N1 − 1

2

)
h1 = 1

}
,

ωx2 =

{
x2,j = jh2, j = 0, N2, h2 =

1

N2

}
.

Обозначим через ω и σ соответственно множества внутренних узлов сетки ω и узлов, лежащих
на границе Γ.
Скалярное произведение и норма на множестве сеточных функций, обращающихся в нуль на

границе, задаются следующим образом:

(y, v) =
∑
x∈ω

y(x)v(x)h1h2, ‖y‖ = (y, y)1/2. (13)

Следуя обозначениям [9], запишем разностные отношения по формулам:

y(±1i) = y(±1i)(x) = y(x1, . . . , xi ± hi, . . . , xn),

yxi = yxi(x) =
y − y(−1i)

hi
, yxi = yxi(x) =

y(+1i) − y

hi
,

yxixi = yxixi(x) =
y(+1i) − 2y + y(−1i)

h2i
, i = 1, n.

Примем функцию μ(x) из равенства (4) такой, чтобы она удовлетворяла равенству

x−γ
1

∂

∂x1

(
xγ1

∂μ

∂x1

)
+
∂2μ

∂x22
− qμ =

{
1, (x1, x2) ∈ e,

0, (x1, x2) ∈ Ω \ e,
где

e =

{
(ξ1, ξ2) : |ξ1 − x1| < h1

2
, |ξ2 − x2| < h2

2

}
.

С учетом выбранного μ запишем (4):

1

h1h2

∫∫
e

[
∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

)
+ xγ1

∂2u

∂x22
− xγ1qu

]
dx1dx2 =

1

h1h2

∫∫
e

f(x1, x2)x
γ
1dx1dx2.

Рассмотрим первое слагаемое полученного выражения:

1

h1h2

∫∫
e

∂

∂x1

(
xγ1

∂u

∂x1

)
dx1dx2 =

1

h1h2

x2+
h2
2∫

x2−h2
2

ξγ
∂u(ξ, τ)

∂ξ

∣∣∣∣∣
x+

h1
2

x−h1
2

dτ,

[
S2

(
xγ1

∂u

∂x1

)−0,51
]

x1

=

=
1

h1h2

x2+
h2
2∫

x2−h2
2

[(
x1 +

h1
2

)γ ∂u(x1 + h1/2, τ)

∂x1
−

(
x− h1

2

)γ ∂u(x1 − h1/2, τ)

∂x1

]
dτ.
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Для второго слагаемого:

1

h1h2

∫∫
e

xγ1
∂2u

∂x22
dx1dx2 =

1

h1h2

x1+
h1
2∫

x1−h1
2

ξγ
∂u(ξ, τ)

∂τ

∣∣∣∣∣
x2+

h2
2

x2−h2
2

dξ,

[
S1

(
xγ1
∂u(x1, x2)

∂x2

)−0,52
]

x2

=
1

h1h2

x1+
h1
2∫

x1−h1
2

[
ξγ
∂u (ξ, x2 + 1/h2)

∂x2
− ξγ

∂u (ξ, x2 − 1/h2)

∂x2

]
dξ.

Для третьего:

−S1S2
(
xγ1q(x1, x2)u(x1, x2)

)
= − 1

h1h2

∫∫
e

ξγq(ξ, τ)u(ξ, τ)dξdτ.

Теперь рассматриваемое равенство (4) запишется в виде[
S2

(
xγ1

∂u

∂x1

)−0,51
]

x1

+

[
S1

(
xγ1

∂u

∂x2

)−0,52
]

x2

− S1S2 (x
γ
1qu) = S1S2 (x

γ
1f) , (14)

где S1 и S2— усредняющие операторы Стеклова по переменным x1 и x2 соответственно, опреде-
ленные формулой

Siu(x) =
1

hi

xi+0,5hi∫
xi−0,5hi

u(x1, . . . , ξi, . . . , xn)dξi.

Далее в последнем интегральном тождестве заменим производные конечно-разностными соот-
ношениями, интегралы — квадратурной формулой прямоугольников. По первой переменной про-
изведем аппроксимацию производной центрально-разностным соотношением

S2

(
xγ1

∂u

∂x1

)−0,51 ∼= S2

(
xγ1
u(x1 + 0,5h1, ξ2)− u(x1 − 0,5h1, ξ2)

h1

)−0,51

=

=
1

h2

x2+0,5h2∫
x2−0,5h2

(x1 − 0,5h1)
γ u(x1, ξ2)− u(x1 − h1, ξ2)

h1
dξ2 ∼= (x1 − 0,5h1)

γyx1 .

Аналогичные действия произведем по второй переменной:

S1

(
xγ1

∂u

∂x2

)−0,52 ∼= S1

(
ξγ1
u(ξ1, x2 + 0,5h2)− u(ξ1, x2 − 0,5h2)

h2

)−0,52

=

=
1

h1

x1+0,5h1∫
x1−0,5h1

ξγ1
u(ξ1, x2)− u(ξ1, x2 − h2)

h2
dξ1 ∼= xγ1yx2 .

В результате приходим к следующей разностной схеме для приближенного решения y(x1, x2):

Λy ≡ ((x1 − 0,5h1)
γyx1)x1

+ xγ1yx2x2 − qxγ1y =

= S1S2 (x
γ
1f(x1, x2)) , (x1, x2) ∈ ω,

y(x1, x2) = 0, (x1, x2) ∈ σ.

(15)

Пусть v = y− u, где y—решение полученное с помощью схемы (15), u— сильное решение задачи
(1)–(2). Разность v будем называть погрешностью решения. Тогда

Λv = Λy − Λu = S1S2 (x
γ
1f(x1, x2))− Λu = ψ(x1, x2), (x1, x2) ∈ ω,

v(x1, x2) = 0, (x1, x2) ∈ σ.
(16)
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Представим погрешность аппроксимациии ψ в следующем виде:

ψ(x1, x2) = −η1x1
− η2x2

+ η3,

где

η1 =
(
x1 − 0,5h1

)γ
ux1 − S2

(
xγ1

∂u

∂x1

)−0,51

,

η2 = xγ1ux2 − S1

(
xγ1

∂u

∂x2

)−0,52

, η3 = xγ1qu− S1S2 (x
γ
1qu) .

Применим скалярное умножение (13) на v к (16). Затем используем первую разностную формулу
Грина для функции равной нулю в граничных точках:(

vxixi , v
)
= −(

vxi , vxi

]
i
= −∥∥vxi

]∣∣2
i
,

где

(
ω, v

]
1
=

N1∑
i1=1

N2−1∑
i2=1

ω(i1h1, i2h2)v(i1h1, i2h2)h1h2,

(
ω, v

]
2
=

N1−1∑
i1=1

N2∑
i2=1

ω(i1h1, i2h2)v(i1h1, i2h2)h1h2.

В результате получим:(((
x1 − 0,5h1

)γ
vx1

)
x1

, v

)
+

(
xγ1vx2x2 , v

) − (
xγ1qv, v

)
=

= −
((
x1 − 0,5h1

)γ
vx1 , vx1

]
1
−

(
xγ1vx2 , vx2

]
2
− (

xγ1qv, v
)
=

= (ψ, v) =
(
η1, vx1

]
1
+

(
η2, vx2

]
2
+ (η3, v).

Введем в рассмотрение следующую норму:
∥∥Ξy∥∥

0,γ,ω
=

{((
x1 − 0,5h1

)γ
yx1 , yx1

]
1
+

(
xγ1yx2 , yx2

]
2
+

(
xγ1qy, y

)}1/2
.

C учетом неравенства Коши—Буняковского получим:

∥∥Ξv∥∥2
0,γ,ω

�
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

1√
(x1 − 0,5h1)γ

η1

]∣∣∣∣∣
1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
√(

x1 − 0,5h1
)γ
vx1

]∣∣∣∣
1

+

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

1√
xγ1
η2

]∣∣∣∣∣
2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
√
xγ1vx2

]∣∣∣∣
2

+
∥∥η3∥∥ ∥∥v∥∥. (17)

Оценим множители, входящие в правую часть (17):∣∣∣∣
∣∣∣∣
√(

x1 − 0,5h1
)γ
vx1

]∣∣∣∣
1

=

√((
x1 − 0,5h1

)γ
vx1 , vx1

]
1
�

∥∥Ξv∥∥
0,γ,ω

,

∣∣∣∣
∣∣∣∣
√
xγ1vx2

]∣∣∣∣
2

=
√(

xγ1vx2 , vx2

]
2
�

∥∥Ξv∥∥
0,γ,ω

.

Для оценки ‖v‖ рассмотрим равенство

vξ2
=
v(x1, ξ2)− v(x1, ξ2 − h2)

h2
,

x2∑
ξ2=h2

h2vξ2
(x1, ξ2) = v(x1, h2)− v(x1, 0) + v(x1, 2h2)− v(x1, h2) + v(x1, 3h2)− v(x1, 2h2)+

+ · · ·+ v(x1, x2 − h2)− v(x1, x2 − 2h2) + v(x1, x2)− v(x1, x2 − h2) = v(x1, x2).
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Умножим равенство

v(x1, x2) =

x2∑
ξ2=h2

h2vξ2
(x1, ξ2)

на
√
xγ1h1h2, возведем в квадрат и просуммируем по сетке ω:

h1h2
∑
ω

xγ1v
2(x1, x2) =

∥∥v∥∥2
0,γ,ω

=
∑
ω

xγ1h1h2h
2
2

⎛
⎝ x2∑

ξ2=h2

vξ2
(x1, ξ2)

⎞
⎠

2

. (18)

Принимая во внимание неравенство (a1 + a2 + · · · + an)
2 � n

(
a21 + a22 + · · · + a2n

)
, а также тот

факт, что h2N2 = 1, перепишем (18) в следующем виде:
∥∥v∥∥2

0,γ,ω
�

∑
ω

xγ1h
2
2N2

∑
ω2

v2
ξ2
(x1, ξ2)h1h2 =

∑
ω

xγ1h1h
2
2

∑
ξ2∈ω2

v2
ξ2
(x1, ξ2) =

=
∑

x1∈ω1

xγ1h1
∑

x2∈ω2

h2
∑
ξ2∈ω2

v2
ξ2
(x1, ξ2)h2 � 2

∑
x1∈ω1

xγ1h1
∑
ξ2∈ω2

v2
ξ2
(x1, ξ2)h2 =

= 2

∥∥∥∥
√
xγ1vξ2

∥∥∥∥
2

� C ‖Ξv‖2 .

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 3. Разностная схема (16) имеет единственное решение, являющееся устойчивым
по правой части. При этом выполнена априорная оценка

∥∥Ξv∥∥
0,γ,ω

�

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

1√(
x− 0,5h1

)γ η1
⎤
⎦
∣∣∣∣∣∣
1

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

1√
xγ1

η2

]∣∣∣∣∣
2

+
∥∥η3∥∥C. (19)

4. Заключение. Обсуждаемый в статье подход построения и исследования разностной схемы
для эллиптической задачи имеет важные особенности, а именно: 1) представление погрешности
аппроксимации согласовано через оператор разностной схемы с нормой, в которой получена оцен-
ка; 2) составляющие погрешности аппроксимации η1 и η2 оцениваются на обобщенных решениях,
имеющих определенную гладкость, которая выражается в их принадлежности пространству Ки-
приянова W 2

2,γ .
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Ресурсные сети — новые динамические сетевые модели, введенные в рассмотрение О. П. Куз-
нецовым и Л. Ю. Жиляковой (см., например, [2–8]). Настоящая статья посвящена расширению
понятия ресурсной сети. Речь пойдет об общем определении ресурсной сети, при этом ресурсные
сети Кузнецова—Жиляковой будут частным случаем ресурсных сетей.

1. Ресурсные сети с приоритетами на дугах. К сожалению, определение ресурсной сети
с приоритетами на дугах довольно громоздко, как и определение ресурсной сети по Кузнецову—
Жиляковой.

Определение 1. Ресурсной сетью G(X,U, f, ρ,pr) с приоритетами на дугах будем называть
конечный связный ориентированный граф без петель (здесь X —множество вершин сети, U —
множество дуг сети, f : U → X × X — отображение инцидентности, ставящее в соответствие
каждой дуге упорядоченную пару вершин (начало и конец дуги), ρ : U → R+ = (0;+∞)—
отображение, задающее пропускные способности дуг сети, pr : U → N —отображение приоритет-
ности (считается, что чем меньше значение pr(u) на дуге u ∈ U , тем приоритет этой дуги выше),
с заданными правилами функционирования, которые сформулируем в определении 2.

Определение 2 (правила функционирования). Ресурсная сеть G(X,U, f, ρ,pr) функциони-
рует в дискретном времени Z+, т.е. на множестве неотрицательных целых чисел. Множество Z+

представим в виде объединения множеств Z+чет четных и Z+нечет нечетных чисел. Функциони-
рование ресурсной сети на Z+ определяется двумя рекурсивными функциями

q(x, t) : X × Z+чет → R+ = [0;+∞), ϕ(u, t) : U × Z+нечет → R+ = [0;+∞)

называемыми соответственно распределением ресурса в вершинах сети и потоком ресурса на
дугах сети.

Эти функции определены следующими условиями (a)–(c):
(a) Задается начальное распределение ресурса в вершинах сети, т.е. неотрицательные значения

функции q(x, 0) на множестве X.
(b) Каждое из множеств U+(x) = f−1({x} × X) представим в виде объединения попарно непе-

ресекающихся подмножеств (U+(x))i, i = 1, 2, . . . , kx, kx = max
u∈U+(x)

pr(u), отнеся ко множеству

(U+(x))1 все дуги из U+(x), имеющие наивысший приоритет, ко множеству (U+(x))2 все ду-
ги из U+(x), имеющие следующее возможное значение приоритета и т. д. Для каждого из
множеств (U+(x))i определим величину

(W (x))i =
∑

u∈(U+(x))i

ρ(x).

Значения потоковой функции ϕ(u, t) в момент времени t = 2n+1 в множестве U+(x) опреде-
ляются индуктивно по множествам (U+(x))i в соответствии со следующим алгоритмом:
(i) Полагаем S = q(x, 2n). Если S � (W (x))1, то

ϕ(u, 2n + 1) =
ρ(u)∑

v∈(U+(x))1

ρ(v)
· q(x, 2n) ∀u ∈ (U+(x))1,

а поток на дугах остальных множеств (U+(x))i, i = 2, . . . , kx, полагаем равным нулю. На
этом определение потока ϕ(u, 2n + 1) на множестве U+(x) завершено.

(ii) В противном случае полагаем

ϕ(u, 2n + 1) = ρ(u) ∀u ∈ (U+(x))1, S = q(x, 2n)−
∑

u∈(U+(x))1

ϕ(u, 2n + 1),

и переходим к определению потока на множестве (U+(x))2 по правилу, описанному в
п. (bi) и т. д.
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(c) Значение функции q(x, t) в момент времени t = 2n+2 в каждой вершине x ∈ X определяется
её значением в момент времени t = 2n и потоком на дугах в момент времени t = 2n + 1
следующим правилом:

q(x, 2n+ 2) = q(x, 2n) −
∑

u∈U+(x)

ϕ(u, 2n + 1) +
∑

u∈U−(x)

ϕ(u, 2n + 1). (1)

Общее определение ресурсной сети, которое состоит из двух определений 1 и 2, завершено.
Ясно, что функционирование ресурсной сети на Z+ однозначно определяется начальным рас-

пределение ресурса в вершинах сети, т.е. q(x, 0) для любого x ∈ X. Равенство 1 называют балан-
совым соотношением; оно, в частности, означает, что ресурс во время функционирования сети не
поступает в сеть и не расходуется в ней, т.е.∑

x∈X
q(x, 0) =

∑
x∈X

q(x, 2n) ∀n ∈ N. (2)

Из определения ресурсной сети (определение 1(b) следует, что

0 � ϕ(u, 2n + 1) � ρ(u) ∀u ∈ U, ∀n ∈ Z+. (3)

Неравенство (3) означает, поток по любой дуге ресурсной сети в любой момент времени не пре-
восходит её пропускной способности, что позволяет говорить о том, что ресурсная сеть является
динамической сетевой моделью.
Ресурсные сети Кузнецова—Жиляковой (см. [7]) являются частным случаем ресурсных сетей,

когда все дуги имеют одинаковый приоритет.
Приведем три примера ресурсных сетей. В качестве основы для рассматриваемых ресурсных

сетей возьмем один и тот же граф, приведенный на рис. 1. Пропускные способности всех дуг
(I–V) полагаем равными 8.

1 2

34

I

II

III

IV

V

Рис. 1. Граф ресурсной сети примеров 1-3.

Пример 1. Рассмотрим функционирование ресурсной сети с начальным распределением ре-
сурса (2, 2, 2, 2) как сети Кузнецова—Жиляковой (все дуги имеют одинаковый приоритет). Резуль-
таты, полученные с помощью описанной в [6] программы и приведенные в таблице 1, показывают,
что довольно простая ресурсная сеть по Кузнецову—Жиляковой функционирует довольно «при-
хотливо».

Пример 2. Рассмотрим функционирование ресурсной сети с начальным распределением ре-
сурса (2, 2, 2, 2) в случае, когда дуга I имеет более высокий приоритет, чем все остальные дуги.
Ясно, что в этом случае поток по дуге V в любой момент времени равен нулю. Функционирова-
ние такой ресурсной сети приведено в таблице 2, из которой видно, что начальное распределение
ресурса (2, 2, 2, 2) порождает стационарное функционирование сети.

Пример 3. Рассмотрим функционирование ресурсной сети с начальным распределением ре-
сурса (2, 2, 2, 2) в случае, когда дуга V имеет более высокий приоритет, чем все остальные дуги.
Ясно, что в этом случае поток по дуге I в любой момент времени равен нулю. Функционирование
такой ресурсной сети приведено в таблице 3, из которой видно, что начальное распределение
ресурса (2, 2, 2, 2) порождает её периодическое функционирование, начиная с t = 2.
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Таблица 1. Функционирование ресурсной сети (рис. 1) с начальным распределением ресурса
(2, 2, 2, 2) без учёта приоритетов дуг (пример 1).

Ресурс в вершинах Поток на дугах сети
Время Вершины Дуги

«1» «2» «3» «4» «I» «II» «III» «IV» «V»
0 2 2 2 2
1 1 2 2 2 1
2 2 1 3 2
3 1 1 3 2 1
4 2 1 2 3
5 1 1 2 3 1
6 3 1 2 2
7 1,5 1 2 2 1,5
8 2 1,5 2 2,5
9 1 1,5 2 2,5 1
10 2 1 2,5 2,5
11 1 1 2,5 2,5 1
12 2,5 1 2 2,5
13 1,25 1 2 2,5 1,25
14 2,5 1,25 2,25 2
15 1,25 1,25 2,25 2 1,25
16 2 1,25 2,5 2,25
17 1 1,25 2,5 2,25 1
18 2,25 1 2,25 2,5
19 1,125 1 2,25 2,5 1,125
20 2,5 1,125 2,125 2,25
21 1,25 1,125 2,125 2,25 1,25
22 2,25 1,25 2,375 2,125
23 1,125 1,25 2,375 2,125 1,125
24 2,125 1,125 2,375 2,375
25 1,0625 1,125 2,375 2,375 1,0625
26 2,375 1,0625 2,1875 2,375
27 1,1875 1,0625 2,1875 2,375 1,1875
28 2,375 1,1875 2,25 2,1875
29 1,1875 1,1875 2,25 2,1875 1,1875
30 2,1875 1,1875 2,375 2,25

Для заполнения таблиц 2 и 3 использована программа, составленная В. А. Бабинцевым, кото-
рая в отличие от [9] рассчитана на ресурсные сети, рассмотренные в этой работе, т.е. с приори-
тетами на дугах.
Начальное состояние ресурсной сети, однозначно определяющее вместе с топологией графа и

пропускными способностями дуг функционирование ресурсной сети, было названо в [11] состо-
янием, ведущим к стационарному функционированию сети, если начиная с какого-то момента
времени T0 ∈ Z+чет имеет место равенство

q(x, T0) = q(x, T0 + 2) = q(x, T0 + 4) = . . . ∀x ∈ X. (4)

Из определения потока в ресурсной сети с приоритетами на дугах следует, что с момента T0+1
поток тоже стационарен, т.е.

ϕ(u, T0 + 1) = ϕ(u, T0 + 3) = ϕ(u, T0 + 5) = . . . ∀u ∈ U. (5)



О ФУНКЦИОНИРОВАНИИ РЕСУРСНЫХ СЕТЕЙ 17

Таблица 2. Функционирование ресурсной сети (рис. 1) с начальным распределением ресурса
(2, 2, 2, 2) в случае, когда дуга I имеет более высокий приоритет (пример 2).

Ресурс в вершинах Поток на дугах сети
Время Вершины Дуги

«1» «2» «3» «4» «I» «II» «III» «IV» «V»
0 2 2 2 2
1 2 2 2 2 0
2 2 2 2 2
3 2 2 2 2 0
4 2 2 2 2
5 2 2 2 2 0
6 2 2 2 2
7 2 2 2 2 0
8 2 2 2 2
9 2 2 2 2 0
10 2 2 2 2
11 2 2 2 2 0
12 2 2 2 2

Таблица 3. Функционирование ресурсной сети (рис. 1) с начальным распределением ресурса
(2, 2, 2, 2) в случае, когда дуга V имеет более высокий приоритет (пример 3).

Ресурс в вершинах Поток на дугах сети
Время Вершины Дуги

«1» «2» «3» «4» «I» «II» «III» «IV» «V»
2 2 2 2

1 0 2 2 2 2
2 2 0 4 2
3 0 0 4 2 2
4 4 0 2 2
5 0 0 2 4 2
6 4 0 2 2
7 0 0 2 2 4
8 2 0 4 2
9 0 0 4 2 2
10 2 0 2 4
11 0 0 2 4 2
12 4 0 2 2
13 0 0 2 2 4
14 2 0 4 2
15 0 0 4 2 2

При этом в каждой вершине сети для потока выполнено равенство∑
u∈U−(x)

ϕ(u, t) =
∑

u∈U+(x)

ϕ(u, t) ∀x ∈ X, ∀ t ∈ Z+нечет, t � T0 + 1. (6)

Равенство (6) выглядит аналогично условию неразрывности потока в любой промежуточной вер-
шине классической по Форду—Фалкерсону сети (см. [10]).
В [11] были получены два критерия стационарного функционирования ресурсной по Кузнецо-

ву—Жиляковой (КЖ) сети, состоящие в следующем.
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Критерий 1. Ресурсная сеть КЖ функционирует стационарно с момента времени T0 ∈ Z+чет,
т.е. с выполнением (4) и (5), тогда и только тогда, когда выполнено равенство

q(x, T0) = q(x, T0 + 2) = . . . ∀x ∈ X. (7)

Критерий 2. Ресурсная сеть КЖ функционирует стационарно с момента времени T0 ∈ Z+чет,
т.е. с выполнением (4) и (5), тогда и только тогда, когда для потока на дугах сети в момент
времени T0 + 1 выполнено равенство∑

u∈U−(x)

ϕ(u, T0 + 1) =
∑

u∈U+(x)

ϕ(u, T0 + 1) ∀x ∈ X. (8)

Проанализировав доказательство этих критериев, легко понять, что они справедливы и для
ресурсных сетей с приоритетами на дугах.

Определение 3. Поток ϕ(u, t), u ∈ U , t ∈ Z+нечет, в ресурсной сети G(X,U, f, ρ,pr), порож-
денный некоторым начальным распределением ресурса, будем называть сбалансированным в
момент времени t0, если для него в этот момент времени во всех вершинах сети выполнено ра-
венство (6).

Как уже отмечалось, выполнение равенства (6) для потока в ресурсной сети в момент време-
ни t0 является необходимым и достаточным условием того, что ресурсная сеть вышла в своем
функционировании на стационарный режим; значит, доказана следующая теорема.

Теорема 1. Если поток в сети сбалансирован в какой-либо момент времени t0, то он сба-
лансирован и в любой момент времени t � t0, t ∈ Z+нечет.

Определение 4. Рассмотрим ресурсную сеть G(X,U, f, ρ,pr) и её функционирование, порож-
денное некоторым начальным распределением ресурса. Говорят, что функционирование выходит
на периодический режим, если существуют такие T0 ∈ Z+чет и L ∈ Z+чет, L > 2, что выполнены
условия

(x, t) = q(x, t+ L) = q(x, t+ 2L) = . . . ∀x ∈ X, ∀ t � T0, t ∈ Z+чет, (9)
q(x, t) �= q(x, t+ 2) �= · · · �= q(x, t+ L− 2). (10)

Для ресурсных сетей с приоритетами на дугах справедлив следующий критерий выхода на
периодический режим.

Теорема 2 (критерий выхода на периодический режим). Для того чтобы функционировние
ресурсной сети G(X,U, f, ρ,pr), порожденное некоторым начальным распределением ресурса,
выходило на периодический режим, необходимо и достаточно, чтобы существовали такие
T0 ∈ Z+чет и L ∈ Z+чет, L > 2, для которых выполнено два условия:

(I) q(x, T0) = q(x, T0 + L) для всех x ∈ X;
(II) поток ϕ(u, t) не является сбаласированным ни в один из моментов времени на отрезке

[T0 + 1, L− 1]Z+нечет .

Ясно, что условие (II) необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие (10) определе-
ния 4. Ясно, что в случае выхода ресурсной сети на периодический режим функционирования не
только распределение ресурса, но и поток периодичен, т.е. удовлетворяет условиям аналогичным
условию периодичности распределения ресурса (определение 3).

2. Ресурсные сети с динамическими приоритетами на дугах. Рассмотренные примеры 2
и 3 показывают, что при одном и том же начальном распределении ресурса, на одном и том же
графе сети с разными приоритетами функционируют совершенно по-разному (пример 2 — стаци-
онарно, пример 3— периодически). В этом разделе введем понятие ресурсной сети с динамиче-
скими приоритетами на дугах. Поскольку определение ресурсной сети с приоритетами на дугах
достаточно громоздко (ср. определения 1 и 2), ограничимся только необходимыми изменениями,
которые следует в них внести, чтобы получить определение ресурсной сети с динамическими
приоритетами на дугах.



О ФУНКЦИОНИРОВАНИИ РЕСУРСНЫХ СЕТЕЙ 19

Таблица 4. Функционирование ресурсной сети с динамическими приоритетами на дугах
(пример 4).

Ресурс в вершинах Поток на дугах сети
Время Вершины Дуги

«1» «2» «3» «4» «I» «II» «III» «IV» «V»
0 2 2 2 2
1 2 2 2 2 0
2 2 2 2 2
3 0 2 2 2 2
4 2 0 4 2
5 2 0 4 2 0
6 2 2 0 4
7 0 2 0 4 2
8 4 0 4 0
9 4 0 4 0 0
10 0 4 0 4
11 0 4 0 4 0
12 4 0 4 0
13 4 0 4 0 0
14 0 4 0 4

В определении 1 отображение G(X,U, f, ρ,pr) заменяется на отображение приоритетности
G(X,U, f, ρ,Pr), где Pr : U × Z+нечет → N (считается, что чем меньше значение Pr(u, t) на дуге
u ∈ U , тем приоритет этой дуги в момент времени t выше в сравнении с другими дугами в этот
же момент времени).
Наиболее существенно меняется в этом случае пункт (b) определения 2. Он заменяется на

следующее условие:
(b′) Каждое из множеств U+(x) = f−1({x} ×X) представим в виде объединения попарно непе-

ресекающихся подмножеств (U+(x, t))i, i = 1, 2, . . . , kx, kx = max
u∈U+(x)

Pr(u, t), отнеся ко мно-

жеству (U+(x, t))1 все дуги из U+(x), имеющие наивысший приоритет в момент времени t,
ко множеству ((U+(x, t))2 — все дуги из U+(x), имеющие следующее возможное значение
приоритета в момент времени t и т. д. Для каждого из множеств (U+(x, t))i определим ве-
личину (W (x, t))i =

∑
u∈(U+(x,t))i

ρ(x). Значения потоковой функции ϕ(u, t) в момент времени t

на множестве U+(x) определяются индуктивно по множествам (U+(x, t))i в соответствии со
следующим алгоритмом:
(iii) Полагаем S = q(x, t− 1). Если S � (W (x, t))1, то

ϕ(u, t) =
ρ(u)∑

v∈(U+(x))1

ρ(v) · q(x, t− 1) ∀u ∈ (U+(x, t))1,

а поток на дугах остальных множеств (U+(x, t))i, i = 2, . . . , kx, полагаем равным нулю.
На этом определение потока ϕ(u, t) на множестве U+(x) завершено.

(iv) В противном случае полагаем

ϕ(u, t) = ρ(u) ∀u ∈ (U+(x, t))1, S = q(x, t− 1)−
∑

u∈(U+(x))1

ϕ(u, t)

и переходим к определению потока на множестве (U+(x, t))2 по правилу, описанному в
п. (bi) и т. д.

Пример 4. Рассмотрим граф, приведенный на рис. 1, считая, что пропускные способности
всех дуг равны 8. Динамические приоритеты дуг определены следующим образом: при t = 1
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Таблица 5. Функционирование ресурсной сети с динамическими приоритетами на дугах
(пример 5).

Ресурс в вершинах Поток на дугах сети
Время Вершины Дуги

«1» «2» «3» «4» «I» «II» «III» «IV» «V»
0 2 2 2 2
1 2 2 2 2 0
2 2 2 2 2
3 0 2 2 2 2
4 2 0 4 2
5 1 0 4 2 1
6 2 1 1 4
7 2 1 1 4 0
8 4 2 1 1
9 0 2 1 1 4
10 1 0 6 1
11 0,5 0 6 1 0,5
12 1 0,5 0,5 6
13 1 0,5 0,5 6 0
14 6 1 0,5 0,5
15 0 1 0,5 0,5 6
16 0,5 0 7 0,5
17 0,25 0 7 0,5 0,25
18 0,5 0,25 0,25 7
19 0,5 0,25 0,25 7 0
20 7 0,5 0,25 0,25
21 0 0,5 0,25 0,25 7
22 0,25 0 7,5 0,25
23 0,125 0 7,5 0,25 0,125
24 0,25 0,125 0,125 7,5
25 0,25 0,125 0,125 7,5 0
26 7,5 0,25 0,125 0,125
27 0 0,25 0,125 0,125 7,5
28 0,125 0 7,75 0,125
29 0,0625 0 7,75 0,125 0,0625

наивысший приоритет имеет дуга I, приоритет остальных дуг меньше; при t = 3 наивысший
приоритет имеет дуга V, приоритет остальных дуг меньше; при t = 5 наивысший приоритет
имеет дуга I, приоритет остальных дуг меньше; при t = 7 наивысший приоритет имеет дуга V,
приоритет остальных дуг меньше и т. д.
Зададим начальное распределение ресурса в вершинах (2, 2, 2, 2) и рассмотрим функциониро-

вание ресурсной сети с динамическими приоритетами на дугах. Как видно из таблицы 4, эта
ресурсная сеть с начального распределения ресурса (2, 2, 2, 2) выходит начиная с t = 8 на перио-
дическое функционирование (но не такое, как в примере 3).

Пример 5. Рассмотрим граф, приведенный на рис. 1, считая, что пропускные способности
всех дуг равны 8. Динамические приоритеты дуг определены следующим образом: при t = 1
наивысший приоритет имеет дуга I, приоритет остальных дуг меньше; при t = 3 наивысший при-
оритет имеет дуга V, приоритет остальных дуг меньше; при t = 5 приоритет всех дуг одинаковые
(т.е. ресурсы распределяются, как в сети Кузнецова—Жиляковой), а потом повторяется процесс,
т.е. при t = 7 наивысший приоритет имеет дуга I, приоритет остальных дуг меньше; при t = 9
наивысший приоритет имеет дуга V, приоритет остальных дуг меньше; при t = 11 приоритет
всех дуг одинаковые (КЖ) и т. д.
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Зададим начальное распределение ресурса в вершинах (2, 2, 2, 2), и рассмотрим функциониро-
вание ресурсной сети с динамическими приоритетами на дугах (таблица 5). Результаты, получен-
ные в [1, 11] для ресурсных сетей Кузнецова—Жиляковой справедливы и для ресурсных сетей с
заданными приоритетами на дугах (определения 1, 2 настоящей работы).
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Аннотация. На основе методов техники Бохнера, являющейся важной частью геометрического
анализа, установлены условия, при которых минимальные и устойчивые минимальные подмно-
гообразия в римановых многообразиях характеризуются как вполне геодезические подмногооб-
разия.
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Abstract. In this paper, based on methods of the Bochner technique, which is an important part of
the geometric analysis, we establish conditions under which minimal and stable minimal submanifolds
in Riemannian manifolds are characterized as totally geodesic submanifolds.
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1. Введение. Изучение минимальных поверхностей имеет долгую и богатую историю. Напом-
ним, что n-мерное минимальное подмногообразие (M,g) в m-мерном римановом многообразии
(M,g) при m > n характеризуется как критическая точка его функционала объема. Важные
результаты о минимальных подмногообразиях можно найти в монографии [7, гл. 5]. Более того,
такое подмногообразие (M,g) считается устойчивым, если вторая вариация его объема всегда
неотрицательна для любой нормальной деформации с компактным носителем. Интересные ре-
зультаты об устойчивости минимальных подмногообразий можно найти в монографии [7, § 5.10,
11.3, 11.4, 16.11], статье [12], а также в настоящей статье.
Получение результатов о жесткости для минимальных и устойчивых минимальных подмного-

образий в римановых многообразиях — это проблема, которая привлекла значительный интерес
в сообществе геометрического анализа, начиная с классической статьи [5] и заканчивая более
поздними статьями (см., например, [6]).
Методы, используемые в данной работе, являются методами обобщенной техники Бохнера

(см. [13]), которая является важной частью геометрического анализа (см., например, [16]). Они
позволят получить новые результаты в этой активно изучаемой теме.
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2. Минимальные подмногообразия в римановых многообразиях. Напомним, что одной
из наиболее интересных тем в вариационном исчислении в римановой геометрии является изу-
чение минимальных подмногообразий (M,g) риманова многообразия (M,g), которые возникают
как критические точки функционала объема (см. [7, § 5.1]).
Пусть (M,g)— n-мерное полное многообразие, изометрически погруженное в (n+ k)-мерное

риманово многообразие (M,g) постоянной кривизны C. Обозначим через ∇ и ∇ связности Леви-
Чивиты на (M,g) и (M,g) соответственно. Для векторных полейX,Y ∈ C∞(TM) тангенциальная
компонента ∇XY равна ∇XY . Формула Гаусса для (M,g) ⊂ (M,g) имеет вид (см. [7, § 3.1])

ϕ(X,Y ) = ∇XY −∇XY ;

ϕ— это симметричное 2-тензорное поле наM , которое называется второй фундаментальной фор-
мой (M,g). В этом случае

H =
∑

i=1,...,n

ϕ(ei, ei)

— вектор средней кривизны, где e1, . . . , en — ортонормированный репер на открытом множестве
U ⊆ M (см., например, [18, с. 68]). Многообразие (M,g) называется минимальным подмногооб-
разием (M,g), если векторное поле средней кривизны тождественно равно нулю (см. [7, § 3.3]).
Гиперповерхность (M,g) является вполне геодезическим подмногообразием (M,g) тогда и толь-
ко тогда, когда каждая геодезическая многообразия (M,g) является геодезической многообра-
зия (M,g). Это условие эквивалентно обращению в нуль ее второй фундаментальной формы ϕ
для (M,g).

Замечание 1. Подробные сведения о вполне геодезических подмногообразиях можно найти
в монографии [7, гл. 11].

Рассмотрим далее полные римановы многообразия. Существование и несуществование поло-
жительной функции Грина делит класс полных многообразий на две категории. В общем случае
методы работы с теорией функций на многообразиях из этих двух категорий различны. Если
риманово многообразие не допускает положительной функции Грина, то оно называется парабо-
лическим, и непараболическим в противном случае (см. [11, с. 164]). Например, полное риманово
многообразие (M,g) конечного объема является параболическим многообразием (см. [8]).
Следующая теорема является обобщением утверждения Кобаяси, Черна и до Кармо (см. [5,

Theorem 1 and its Corollary]) для компактной минимальной поверхности в римановом многооб-
разии постоянной кривизны.

Теорема 1. Пусть (M,g)— n-мерное полное параболическое многообразие (в частности, пол-
ное многообразие конечного объема), минимально погруженное в (n+ k)-мерное риманово мно-
гообразие (M,g) постоянной кривизны C. Если (M,g) не является вполне геодезическим и

‖ϕ‖2 � n

2− 1/k
C,

где ϕ— вторая фундаментальная форма многообразия (M,g), то (M,g) является параллельным
подмногообразием и

‖ϕ‖2 =
n

2− 1/k
C.

Доказательство. Пусть (M,g)— n-мерное риманово полное многообразие, изометрически погру-
женное в (n+ q)-мерное риманово многообразие (M,g) постоянной кривизны C. Обозначим через
g̃ метрику расслоения TM ⊕ T⊥M над M ; тогда, в частности, квадрат длины второй фундамен-
тальной формы ϕ многообразия (M,g) имеет вид

‖ϕ‖2g̃ =

n∑
i=1

n∑
j=1

g
(
ϕ(ei, ej), ϕ(ei, ej)

)
,

где e1, . . . , en — ортонормированный репер на открытом множестве U ⊆ M . Следовательно,
‖ϕ‖2g̃ — гладкая функция, определенная на M . Независимо от того, компактно (M,g) или нет,
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согласно уравнениям (3.10) и (3.12) из [5, с. 65-66], имеем уравнение
1

2
Δg‖ϕ‖2g̃ =

∥∥∥∇̃ϕ∥∥∥2
g̃
+

(
nC −

(
2− 1

k

)
‖ϕ‖2g̃

)
‖ϕ‖2g̃ , (1)

где Δg = traceg ∇2—лапласиан, определенный на C2(M), а ∇̃ϕ—ковариантная производная
относительно связности ∇̃, определенной на TM ⊕ T⊥M (см. [7, § 3.1], [5, с. 62, 66]). Поэтому,
если предположить, что (M,g) не является вполне геодезическим и ‖ϕ‖2g̃ � nC/(2−1/k), то из (1)
заключаем, что

Δg‖ϕ‖2g̃ � 0.

В этом случае ‖ϕ‖2g̃ —неотрицательная субгармоническая функция, ограниченная сверху. Об-
ратим внимание, что определение параболичности допускает следующую характеристику: пол-
ное многообразие (M,g) является параболическим, если каждая ограниченная субгармоническая
функция на (M,g) является константой (см. [11, с. 164], [10, с. 66]). Следовательно, если (M,g)—
параболическое многообразие и, в частности, имеет конечный объем, то ‖ϕ‖ = const. В этом
случае из (1) получаем ‖ϕ‖2g̃ = nC и ∇̃ϕ = 0. Напомним также, что риманово подмногообразие
называется параллельным, если его вторая фундаментальная форма параллельна относительно
∇̃ (подробности см. в [7, гл. 8]). Теорема доказана. �
Рассмотрим теперь гладкое связное n-мерное риманово многообразие (M,g), изометрически

погруженное в (n+ 1)-мерное риманово многообразие (M,g), n � 2; такое многообразие называ-
ется гиперповерхностью. В этом случае справедлива формула Гаусса:

∇XY = ∇XY − g(AgX,Y )N,

где X и Y —произвольные касательные векторные поля к (M,g), N — глобальное нормальное
единичное векторное поле к (M,g), а Ag — оператор формы (оператор Вейнгартена) многообра-
зия (M,g). Средняя кривизна многообразия (M,g) задается формулой H = traceAg. Многообра-
зие (M,g) минимально тогда и только тогда, когда H ≡ 0 (см. [3, с. 39]).
Вторая фундаментальная форма гиперповерхности (M,g) определяется тождеством ϕ(X,Y ) :=

g(AgX,Y ), где X и Y —произвольные касательные векторные поля к (M,g).
Обозначим через ‖ϕg‖2 := ‖ϕg‖2g квадрат длины оператора формы (M,g). Следующее утвер-

ждение очевидно.

Следствие 1. Пусть (M,g)— n-мерное полное параболическое многообразие (в частности,
полное многообразие конечного объема), минимально погруженное в (n + 1)-мерное риманово
многообразие (M,g) постоянной кривизны C. Если (M,g) не является вполне геодезическим
и ‖ϕg‖2 � nC, где ϕg — оператор формы (M,g), то ‖ϕg‖2 = nC и вторая фундаментальная
форма ϕ многообразия (M,g) параллельна относительно связности Леви-Чивиты ∇ многооб-
разия (M,g).

Известная теорема Эйзенхарта (см. [9, с. 303]) утверждает следующее: если ϕ—параллельный
симметричный 2-тензор на (M,g), то для каждой точки x ∈M существует некоторая окрестность
U ⊂M , где

ϕ = λ1g1 + · · · + λrgr,

и локально (M,g) допускает риманову структуру прямого произведения (M,g) ⊃ (U, g|U ) =
(U1, g1)×· · ·×(Ur, gr). Здесь коэффициенты λ1, . . . , λr являются константами, а (U1, g1), . . . , (Ur, gr)
являются римановыми многообразиями размерностей n1 � 1, . . . , nr � 1 соответственно, причем
n1 + · · · + nr = n для некоторого r (см. [9]). В этом случае условия traceg ϕ = 0 и ‖ϕg‖2 = nC
можно переписать в виде

n1λ1 + · · · + nrλr = 0, n1λ
2
1 + · · ·+ nrλ

2
r = nC,

соответственно. Кроме того, согласно [5], известно, что если (M,g)—минимальная (но не вполне
геодезическая) гиперповерхность, погруженная в (n+ 1)-мерное риманово многообразие (M,g)
постоянной кривизны 1, удовлетворяющее условию ‖ϕg‖2 = n, то r = 2. В этом случае прямыми
вычислениями получаем равенства

λ1 =
√

(n−m)/m, λ2 = −
√
n/(n−m)



ОБОБЩЕННАЯ ТЕХНИКА БОХНЕРА В ГЕОМЕТРИИ ПОЛНЫХ МИНИМАЛЬНЫХ ПОДМНОГООБРАЗИЙ 25

где m = dimU1 � 1 и n−m = dimU2 � 1. Следовательно, справедливо следующее следствие (ср.
с утверждением, приведенным в [5, с. 68]).

Следствие 2. Если (M,g)—такое n-мерное минимальное (не вполне геодезическое) под-
многообразие (n+ 1)-мерного риманова многообразия (M,g) постоянной кривизны C = 1, что
‖ϕg‖2 = n, то для каждой точки x ∈ M существует такая окрестность U ⊂ M , что (M,g)
локально является римановым прямым произведением (M,g) ⊃ (U, g|U ) = (U1, g1)× (U2, g2), где
(U1, g1) и (U2, g2)—римановы многообразия постоянной кривизны размерностей соответствен-
но m � 1 и n−m � 1 и ϕ = λ1g1 + λ2g2, где λ1 =

√
(n−m)/m и λ2 = −√

n/(n −m).

Если (M,g)—риманово многообразие постоянной секционной кривизны, то вторая фундамен-
тальная форма ϕ гиперповерхности (M,g) удовлетворяет уравнениям Кодацци (см. [3, с. 436]
и [14, с. 350]):

(∇Xϕ)(Y,Z) = (∇Y ϕ)(X,Z), (2)
где X, Y и Z —произвольные касательные векторные поля многообразия (M,g). В то же вре-
мя, любое поле ϕ ∈ C∞(S2M), удовлетворяющее уравнениям Кодацци (2), называется тензором
Кодацци (см. [3, с. 435] и [14, с. 350]).
Следовательно, если (M,g)—риманово многообразие постоянной секционной кривизны, то из

уравнений Кодацци (2) выводим
δϕ = −dH, (3)

где δϕ = − divϕ. В то же время хорошо известно, что для любого n-мерного (n � 3) компактного
(без края) риманова многообразия (M,g) алгебраическая сумма Im δ∗+C∞M ·g замкнута в S2M ,
где δ∗θ := 1

2Lξg и Lξg—производная Ли вдоль гладкого векторного поля ξ, которое является
двойственным (относительно g) к 1-форме θ (см. [3, с. 35]). В этом случае имеет место разложение
(см. [3, с. 130])

S2M =
(
Im δ∗ + C∞M · g) ⊕ (

δ−1(0) ∩ trace−1
g (0)

)
, (4)

где оба слагаемых бесконечномерны и ортогональны друг другу относительно внутреннего ска-
лярного произведения в L2:

〈·, ·〉 =
∫
M

g(·, ·) dvg

для канонической меры dvg на (M,g). Очевидно, что второе слагаемое δ−1(0)∩ trace−1
g (0) в (4) —

это пространство TT -тензоров.

Замечание 2. Напомним, что симметричный бездивергентный бесследовый ковариантный 2-
тензор называется TT -тензором. Как следствие результата Бургиньона, Эбина и Марсдена (см. [3,
с. 132]), пространство TT -тензоров является бесконечномерным векторным пространством для
любого замкнутого риманова многообразия (M,g). Такие тензоры имеют фундаментальное зна-
чение в анализе устойчивости в общей теории относительности (см., например, [4]) и в римановой
геометрии (см., например, [3, с. 346-347]).

Учитывая вышеизложенное, приходим к выводу, что вторая фундаментальная форма ϕ имеет
следующее L2-ортогональное разложение (см. также формулу (4)):

ϕ =

(
1

2
Lξg + λg

)
+ ϕTT (5)

для некоторых векторного поля ξ ∈ C∞TM , TT -тензора ϕTT ∈ C∞(S2) и скалярной функции
λ ∈ C∞M . Применяя оператор traceg к обеим сторонам (5), получим

H = −δθ + nλ, (6)

где θ� = ξ (см. [3, с. 30]). В этом случае уравнение (6) можно переписать в виде

ϕ0 = Sθ + ϕTT , (7)

где ϕ0 = ϕ− 1
nHg— бесследовая часть второй фундаментальной формы ϕ и

Sθ =
1

2
Lξg +

1

n
δθg
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— оператор Коши—Альфорса. Далее, применяя S∗ := δ к обеим сторонам (6), получаем

S∗Sθ = δϕ0 (8)

для лапласиана Альфорса S∗S (см. [15]). Объединяя (3) и (8), находим

S∗Sθ = −dH. (9)

Следовательно, если средняя кривизна H (M,g) постоянна, то S∗Sθ = 0. Тогда Sθ = 0, поскольку
〈S∗Sθ, θ〉 = 〈Sθ, Sθ〉 � 0 (см. [15]). В этом случае из (7) получаем

ϕ =
1

n
Hg + ϕTT .

Обратное утверждение также справедливо. Теперь мы готовы сформулировать результат, обоб-
щающий теорему 5.4.2 из [18].

Теорема 2. Пусть (M,g)— компактная гиперповерхность в римановом многообразии (M,g)
постоянной секционной кривизны, dimM � 4. Средняя кривизна H многообразия (M,g) посто-
янна тогда и только тогда, когда вторая фундаментальная форма ϕ (M,g) допускает L2-ор-
тогональное разложение

ϕ =
1

n
Hg + ϕTT , (10)

где ϕTT —некоторый TT-тензор. В частности, если (M,g)— компактная минимальная гипер-
поверхность в римановом многообразии (M,g) постоянной секционной кривизны, то ϕ = ϕTT .

Из (10) и уравнений Кодацци (2) следует, что ϕTT — бесследовый тензор Кодацци, а это зна-
чит, что ϕTT — гармоническая форма (см. [14, с. 350]). В то же время в [2] мы доказали, что лю-
бой такой TT -тензор должен быть нулевым тензором на компактном римановом многообразии
(M,g) с квазиположительной секционной кривизной, т.е. она всюду полуотрицательно определе-
на и отрицательно определена в некоторой точке. В частности, если (M,g)— гиперповерхность
в римановом многообразии (M,g) постоянной секционной кривизны, то она является вполне
омбилической (см. [3, с. 39]) и имеет постоянную среднюю кривизну. В этом случае (M,g)—ри-
маново многообразие постоянной секционной кривизны. Более того, эта кривизна должна быть
положительной, поскольку мы предположили, что (M,g)—многообразие квазиположительной
секционной кривизны.
Римановы многообразия постоянной секционной кривизны называются пространственными

формами (см. [14, с. 20]). Поэтому в нашем случае (M,g) должно быть сферической простран-
ственной формой, поскольку имеет положительную постоянную кривизну. В частности, если
(M,g)— односвязное многообразие, то M = S

n (см. [14, с. 200-201]). Используя этот факт, а
также результат теоремы 2, приходим к следующему выводу.

Следствие 3. Пусть (M,g)— n-мерное риманово многообразие постоянной секционной кри-
визны, где n � 4, и пусть (M,g)—изометрически вложенная компактная гиперповерхность
(M,g) ⊂ (M,g) постоянной средней кривизны. Если (M,g) имеет квазиположительную секци-
онную кривизну, то (M,g)— сферическая пространственная форма. Кроме того, если (M,g)—
односвязное многообразие, то это евклидова сфера S

n.

Замечание 3. Приведем альтернативное доказательство следствия 2. Следующая теорема хо-
рошо известна (см. [3, с. 436]): Каждый тензор Кодацци ϕ с постоянным следом на компактном
римановом многообразии (M,g) неотрицательной секционной кривизны параллелен. Более того,
если секционные кривизны многообразия (M,g) положительны в некоторой точке, то ϕ является
постоянным кратным g. Следовательно, если (M,g)— гиперповерхность в римановом многооб-
разии (M,g) постоянной секционной кривизны, то она является вполне омбилической и имеет
постоянную среднюю кривизну.

Рассмотрим (M,g) как гиперповерхность (n+ 1)-мерного риманова многообразия (M,g) поло-
жительной постоянной секционной кривизны. Напомним, что в таком случае ее вторая фунда-
ментальная форма является тензором Кодацци (см. [3, с. 436]). Более того, если средняя кривизна



ОБОБЩЕННАЯ ТЕХНИКА БОХНЕРА В ГЕОМЕТРИИ ПОЛНЫХ МИНИМАЛЬНЫХ ПОДМНОГООБРАЗИЙ 27

многообразия (M,g) постоянна (и, в частности, если она равна нулю), то его вторая фундамен-
тальная форма становится гармонической билинейной формой (см. [14, с. 350]). Используя этот
факт, а также наши результаты о гармонических билинейных формах на полных многообразиях
(см. [17]), приходим к следующему выводу.

Следствие 4. Пусть (M,g)—полная некомпактная гиперповерхность в (n+ 1)-мерном ри-
мановом многообразии (M,g) положительной постоянной секционной кривизны. Если секцион-
ная кривизна многообразия (M,g) неотрицательна, средняя кривизна постоянна (в частности,
равна 0), а вторая фундаментальная форма ϕ удовлетворяет условию∫

M

‖ϕ‖pdvg <∞

хотя бы для одного значения p � 1, то (M,g)— сферическая пространственная форма. В част-
ности, если (M,g)— односвязное многообразие, то это евклидова сфера S

n.

3. Устойчивые минимальные гиперповерхности в римановых многообразиях. В
этим разделе рассматриваем полные, связные, изометрически погруженные гиперповерхности
(M,g) → (M,g), где (M,g)—риманово многообразие размерности n+ 1 � 3. Напомним, что ми-
нимальная гиперповерхность (M,g) в римановом многообразии (M,g) считается устойчивой то-
гда и только тогда, когда вторая вариация ее функционала объема неотрицательна для любой
нормальной деформации с компактным носителем (см., например, [7, § 5.2], [8]). Согласно [6]
устойчивость (M,g), связанная с неотрицательностью второй вариации ее функционала объема,
эквивалентна неположительности оператора Якоби (или оператора устойчивости)

Lg := Δg + ‖Ag‖2 +Ricg(N,N),

где Ricg(N,N)—кривизна Риччи многообразия (M,g) в направлении единичного нормального
векторного поля N к многообразию (M,g) в каждой его точке. Следовательно, в этом случае
имеем

Δgu � −
[
‖Ag‖2 +Ricg(N,N)

]
u (11)

для любой функции u ∈ C∞(M). В то же время, если Ricg(N,N) � 0 в каждой точке многооб-
разия M , то из неравенства (11) получаем Δgu � 0 и, следовательно, u— супергармоническая
функция.
Обратим внимание, что определение параболичности допускает эквивалентную характеристи-

ку: полное многообразие (M,g) является параболическим, если любая положительная супергар-
моническая функция на (M,g) является постоянной; в противном случае оно считается непара-
болическим (см. [11, с. 164], [1]). В этом случае, если гиперповерхность (M,g) является параболи-
ческим полным римановым подмногообразием многообразия (M,g) и существует положительная
функция u ∈ C2(M), удовлетворяющая неравенству Lgu � 0, то u является постоянной и из (11)
выводим, что Ag = 0 и Ricg(N,N) = 0 в каждой точке многообразия M . В этом случае (M,g) яв-
ляется вполне геодезическим подмногообразием многообразия (M,g). Это приводит к следующей
теореме.

Теорема 3. Пусть (M,g)—параболическое риманово многообразие, которое является устой-
чивой минимальной гиперповерхностью в римановом многообразии (M,g), причем кривизна
Риччи многообразия (M,g) в направлении единичного нормального векторного поля к (M,g)
неотрицательна в каждой точке M . Если существует положительная функция u ∈ C2(M),
удовлетворяющая неравенству Lgu � 0, где Lg — оператор устойчивости (или оператор Яко-
би) на (M,g), и (M,g) параболично, то оно является вполне геодезическим подмногообразием
в (M,g).

Замечание 4. Эта теорема дополняет следующий результат (см. [12, Теорема 1.1]): Пусть
(M,g)—полная минимальная гиперповерхность в многообразии (M,g) с неотрицательной кри-
визной Риччи Ricg. Если гиперповерхность (M,g) является параболической, то она должна быть
вполне геодезической в (M,g). Более того, кривизна Риччи Ricg(N,N) многообразия (M,g) в
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нормальном направлении также равна нулю, и гиперповерхность (M,g) должна иметь неотри-
цательную скалярную кривизну. Это можно объяснить следующим образом: неотрицательность
скалярной кривизны (M,g) следует из уравнения кривизны Гаусса в сочетании с предположени-
ем, что (M,g) имеет неотрицательную кривизну Риччи Ricg.

По теореме Ченга—Яу полное многообразие конечного объема является параболическим
(см. [8]). Следовательно, полное риманово многообразие конечного объема не допускает непо-
стоянных положительных супергармонических функций. Более того, если 0 < u ∈ C2(M) и
Ricg(N,N) � 0 в каждой точке многообразия M , то из (11) заключаем, что u должна быть по-
стоянной, что подразумевает Ag = 0 и Ricg(N,N) = 0 в каждой точке M . В этом сценарии (M,g)

является вполне геодезическим подмногообразием (M,g). Имея это в виду, можно сформулиро-
вать следующее утверждение.

Следствие 5. Пусть (M,g)—полное устойчивое риманово многообразие конечного объема,
которое является минимальной гиперповерхностью в римановом многообразии (M,g), причем
что кривизна Риччи (M,g) в направлении единичного нормального векторного поля к (M,g)
неотрицательна в каждой точке M . Если существует положительная функция u ∈ C2(M),
удовлетворяющая неравенству Lgu � 0, где Lg — оператор устойчивости (или оператор Якоби)
на (M,g), то (M,g)—вполне геодезическое подмногообразие в (M,g).

Замечание 5. Подробности об устойчивости вполне геодезических подмногообразий можно
найти в монографии [7, § 11.3].

Кроме того, обратим внимание на следующий элегантный результат Ченга и Яу (см. [8,
Theorem 1, Corollary 1]): Если на полном римановом многообразии (M,g) объем VR геодези-
ческого шара радиуса R с фиксированным центром удовлетворяет неравенству VR � CR2,
то каждая отрицательная субгармоническая функция на (M,g) должна быть постоянной. По
определению функция u называется субгармонической, если −u является супергармонической
(см. [11, с. 150]). Таким образом, если (M,g)— связная, полная, устойчивая минимальная гипер-
поверхность в (M,g), удовлетворяющая условию теоремы Ченга—Яу и критериям, указанным в
предыдущей теореме, то из (11) следует, что Ag = 0 и, следовательно, (M,g) является вполне
геодезической. В свете вышеизложенного можно сформулировать следующее утверждение.

Теорема 4. Пусть (M,g)— связная, полная, устойчивая минимальная гиперповерхность в
римановом многообразии (M,g), причем кривизна Риччи многообразия (M,g) в направлении еди-
ничного нормального векторного поля к многообразию (M,g) неотрицательна в каждой точ-
ке M . Если объем VR геодезического шара радиуса R с центром в фиксированной точке удовле-
творяет неравенству VR � CR2 и существует положительная функция u ∈ C2(M,g), удо-
влетворяющая неравенству Lgu � 0, где Lg — оператор устойчивости (или оператор Якоби)
на (M,g), то (M,g)—вполне геодезическое подмногообразие в (M,g).

Основной результат работы [1] можно сформулировать следующим образом: Если на полном
римановом многообразии (M,g) объем VR геодезического шара радиуса R с центром в фиксиро-
ванной точке удовлетворяет неравенству VR � eCR2 , то каждая неотрицательная супергармони-
ческая функция в L1(M,g) является константой. В этом сценарии многообразие (M,g) является
параболическим, поскольку определение параболичности допускает эквивалентную характери-
стику: многообразие (M,g) является параболическим, если любая положительная супергармони-
ческая функция на (M,g) является константой; в противном случае оно считается непараболи-
ческим (см. [11, стр. 164]). Таким образом, получаем следующее утверждение.

Теорема 5. Пусть (M,g)— связная, полная, устойчивая минимальная гиперповерхность в
римановом многообразии (M,g), причем кривизна Риччи многообразия (M,g) в направлении еди-
ничного нормального векторного поля к многообразию (M,g) неотрицательна в каждой точ-
ке M . Предположим, что объем VR геодезического шара радиуса R с фиксированным центром
на (M,g) удовлетворяет неравенству VR � eCR2 . Если существует гладкая положительная
функция u ∈ L1(M,g), удовлетворяющая неравенству Lgu � 0, где Lg — оператор устойчиво-
сти (или оператор Якоби) на (M,g), то (M,g)— вполне геодезическое подмногообразие в (M,g).
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Имеется обобщение понятия параболического многообразия, известное как стохастически пол-
ные многообразия. Любое параболическое многообразие является стохастически полным, но об-
ратное не обязательно верно (см. [11, p. 172]). Рассмотрим минимальный винеровский процесс на
(M,g), т.е. диффузионный процесс, порожденный оператором Лапласа—Бельтрами Δ с услови-
ями поглощения на бесконечности. Если вероятность поглощения на бесконечности за конечное
время равна нулю, то многообразие (M,g) называется стохастически полным (см. [1, 11]). В за-
ключение докажем следующую теорему.

Теорема 6. Пусть (M,g)—полное, устойчивое и стохастически полное риманово многооб-
разие, которое является минимальной гиперповерхностью в римановом многообразии (M,g),
причем кривизна Риччи многообразия (M,g) в направлении единичного нормального векторно-
го поля к многообразию (M,g) неотрицательна в каждой точке M . Если существует гладкая
положительная функция u ∈ Lp(M,g), 0 < p � 1, удовлетворяющая неравенству Lgu � 0,
где Lg — оператор устойчивости (или оператор Якоби) на (M,g), то (M,g) является вполне
геодезическим подмногообразием многообразия (M,g).

Доказательство. Хорошо известно, что если (M,g)— стохастически полное многообразие, то
каждая положительная супергармоническая функция u ∈ L1(M,g) является постоянной (см. [1]).
Следовательно, если гиперповерхность (M,g)— стохастически полное риманово многообразие и
кривизна Риччи многообразия (M,g) в направлении единичного нормального векторного поля
к многообразию (M,g) неотрицательна в каждой точке M , то из (11) следует, что для каждой
гладкой положительной функции u ∈ L1(M,g) имеем Ag = 0, и, следовательно, (M,g)— вполне
геодезическое многообразие.
Напомним, что Яу установил следующий результат (см. [20]): Пусть u— гладкая функция,

определенная на полном римановом многообразии (M,g), причем u � 0 и (p − 1)uΔgu � 0, где
p—положительное число. Тогда для p �= 1 либо∫

M

updvg = ∞,

либо u является константой. Следовательно, для случая, когда 0 < u ∈ Lp(M,g) по крайней
мере для одного 0 < p < 1 и кривизна Риччи многообразия (M,g) в направлении единичного
нормального векторного поля к многообразию (M,g) неотрицательна в каждой точке M , из
уравнения (11) на основании теоремы Яу получаем, что Ag = 0 и, следовательно, (M,g) является
вполне геодезической. Доказательство завершено. �

Замечание 6. Если (M,g)—полное некомпактное риманово многообразие с неотрицатель-
ной кривизной Риччи, то (M,g) имеет бесконечный объем (см. [19]). В то же время, если объем
полного и стохастически полного риманова многообразия (M,g) бесконечен, то не существует
положительных супергармонических функций u ∈ L1(M) (см. [1]). Следовательно, если пол-
ное некомпактное и стохастически полное риманово многообразие (M,g) имеет неотрицательную
кривизну Риччи Ricg, то не может существовать положительной функции u ∈ L1(M,g), которая
удовлетворяла бы неравенству (11) с Ricg(N,N) � 0 в каждой точке x множества M .
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СТРУКТУРА СУЩЕСТВЕННОГО СПЕКТРА

И ДИСКРЕТНЫЙ СПЕКТР ОПЕРАТОРА ЭНЕРГИИ

ШЕСТИЭЛЕКТРОННЫХ СИСТЕМ В МОДЕЛИ ХАББАРДА.

ЧЕТВЕРТОЕ ТРИПЛЕТНОЕ СОСТОЯНИЕ

c© 2024 г. С. М. ТАШПУЛАТОВ

Аннотация. Рассматривается оператор энергии шестиэлектронных систем в модели Хаббарда
и исследуются структура существенного спектра и дискретный спектр системы для четвертого
триплетного состояния системы. Доказано, что в одномерном и двумерном случаях существенный
спектр оператора шестиэлектронного четвертого триплета является объединением семи отрезков,
а дискретный спектр системы содержит не более одного собственного значения. В трехмерном
случае имеют место следующие ситуации: (а) существенный спектр оператора шестиэлектронно-
го четвертого триплета является объединением семи отрезков, а дискретный спектр содержит не
более одного собственного значения; (б) существенный спектр является объединением четырех
отрезков, а дискретный спектр пуст; (в) существенный спектр является объединением двух от-
резков, а дискретный спектр пуст; (г) существенный спектр состоит из единственного отрезка, а
дискретный спектр пуст. Найдены условия, при которых реализуется каждая ситуация.

Ключевые слова: модель Хаббарда, шестиэлектронная система, триплетное состояние, суще-
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Abstract. In this paper, we analyze the energy operator of six-electron systems within the framework
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1. Введение. В 1963 г. почти одновременно и независимо появились три работы [10, 11, 15],
в которых была предложена простая модель металла, ставшая фундаментальной моделью тео-
рии сильно коррелированных электронных систем. В этой модели рассматривается единственная
невырожденная зона электронов с локальным кулоновским взаимодействием.
Предложенная в [10, 11, 15] модель получила название модели Хаббарда в честь Дж. Хаббар-

да, внесшего фундаментальный вклад в изучение статистической механики этой системы, хотя
локальная форма кулоновского взаимодействия впервые введена Андерсоном для примесной мо-
дели в металле [8].
Модель Хаббарда является приближением, которое используется в физике твердого тела для

описания перехода между проводящим и диэлектрическим состояниями. Она представляет собой
простейшую модель, описывающей взаимодействие частиц в решетке. Ее гамильтониан содержит
только два слагаемых: кинетический член, соответствующий туннелированию («перескокам»)
частиц между узлами решетки, и слагаемое, соответствующее внутриузловому взаимодействию.
Частицы могут быть фермионами, как в исходной работе Хаббарда, а также бозонами. Простота
и достаточность гамильтониана H сделала модель Хаббарда весьма популярной и эффективной
для описания сильно коррелированных электронных систем.
Модель Хаббарда хорошо описывает поведение частиц в периодическом потенциале при доста-

точно низких температурах, когда все частицы находятся в нижней блоховской зоне, а дальними
взаимодействиями можно пренебречь. Если учитывается взаимодействие между частицами на
разных узлах, то такую модель часто называют «расширенной моделью Хаббарда». Впервые эта
модель была предложена для описания электронов в твердых телах; с тех пор она представляет
особый интерес при изучении высокотемпературной сверхпроводимости. Позднее расширенная
модель Хаббарда стала использоваться и при описании поведения ультрахолодных атомов в оп-
тических решетках.
Модель Хаббарда основана на приближении сильно связанных электронов. В приближении

сильной связи электроны изначально занимают стандартные орбитали в атомах (узлах решет-
ки), а затем перескакивают на другие атомы в процессе проведения тока. Математически это
представляется так называемым интегралом перескока. Этот процесс можно рассматривать как
физическое явление, благодаря которому появляются электронные зоны в кристаллических ма-
териалах. Однако в более общих зонных теориях взаимодействие между электронами не рассмат-
ривается. Кроме интеграла перескока, объясняющего проводимость материала, модель Хаббарда
содержит так называемое внутриузловое отталкивание, соответствующее кулоновскому оттал-
киванию между электронами. Это проводит к конкуренции между интегралом перескока, за-
висящим от взаимного расположения узлов решетки, и внутриузловым отталкиванием, которое
от расположения атомов не зависит. Благодаря этому факту модель Хаббарда объясняет пере-
ход «проводник-диэлектрик» в оксидах некоторых переходных металлов. При нагревании такого
материала расстояния между ближайшими соседними узлами в нем увеличиваются, интеграл
перескока уменьшается, и внутриузловое отталкивание становится доминирующим фактором.
В настоящее время модель Хаббарда является одной из наиболее интенсивно изучаемых мно-

гоэлектронных моделей металла (см. [2, 3, 5, 9]). В обзоре [2] обобщены полученные результаты
по модели Хаббарда; чем больший прогресс достигается в получении теоретических решений,
тем яснее становится, что эта простая модель может демонстрировать поразительный набор фаз
и режимов, многие из которых имеют четкие параллели с наблюдаемым поведением широкого
спектра сложных материалов. Например, имеются убедительные доказательства того, что ферро-
магнетизм, различные формы антиферромагнетизма, нетрадиционная сверхпроводимость, волны
плотности заряда, электронные жидкокристаллические фазы и топологические упорядоченные
фазы (например «спиновые жидкости») встречаются в конкретных реализациях модели Хаббар-
да. Показано также, что положительные собственные значения в модели Хаббарда (соответству-
ющие отталкивающим эффектывным взаимодействиям) ослаблевают, а отрицательные растут.
Различные собственные функции соответствуют, но не полностью определяются неприводимым
представлением группы кристаллических точек в модели Хаббарда.
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Получение точных результатов для спектра и волновых функций кристалла, описываемого
моделью Хаббарда, представляет большой интерес.
В [4] изучались спектр и волновые функции системы двух электронов в кристалле, который

описывается гамильтонианом Хаббарда. Известно, что двухэлектронные системы могут находить-
ся в двух состояниях: триплетном и синглетном (см. [4]). В [4] доказано, что спектр гамильтониана
Ht системы в триплетном состоянии чисто непрерывен и представляет собой отрезок [m,M ], а у
оператора Hs системы в синглетном состоянии, кроме непрерывного спектра [m,M ], при некото-
рых значениях квазиимпульса существует единственное антисвязанное состояние (см. [4]). Для
антисвязанного состояния реализуется такое коррелированное движение электронов, при кото-
ром велик вклад двоичных состояний. При этом в силу замкнутости системы энергия должна
оставаться постоянной и большой. Это вынуждает электроны не расходиться на большие рас-
стояния. Далее, существенным является то обстоятельство, что связанные состояния (их иногда
называют состояния типа рассеяния) ниже непрерывного спектра не формируется. Это вполне
понятно, так как взаимодействие имеет характер отталкивания. Заметим, что при U < 0 реали-
зуется, как нетрудно видеть, обратная ситуация: ниже непрерывного спектра имеется связанное
состояние (антисвязанные состояния отсутствуют), поскольку в этом случае электроны притяги-
ваются друг к другу.
Для первой полосы спектр не зависит от параметра U кулоновского взаимодействия двух элек-

тронов на одном узле и соответствует энергии двух невзаимодействующих электронов, в точности
совпадая с триплетной полосой. Вторая полоса в гораздо большей степени определяется кулонов-
ским взаимодействием: от U зависят как амплитуды, так и энергия двух электронов, причем сама
полоса исчезает при U → 0, а при U → ∞ неограниченно возрастает. Вторая полоса в основном
соответствует одночастичному состоянию, а именно, движению двойки, т.е. двухэлектронным
связанным состояниям.
В [6] изучался спектр и волновые функции системы трёх электронов в кристалле, который опи-

сывается гамильтонианом Хаббарда. Известно, что трехэлектронные системы могут находиться
в трех состояниях: квартетном и двух состояниях дублетного типа (см. [6]). Квартетное состоя-
ние соответствует свободному движению трех электронов на решетке, и ему отвечают базисные
функции

q3/2m,n,p = a+m,↑a
+
n,↑a

+
p,↑ϕ0.

В [6] доказано, что существенный спектр системы в квартетном состоянии состоит из единственно-
го отрезка, а трехэлектронное связанное состояние или трехэлектронное антисвязанное состояние
отсутствуют.
Дублетному состоянию соответствуют базисные функции

1d1/2m,n,p = a+m,↑a
+
n,↓a

+
p,↑ϕ0,

2d1/2m,n,p = a+m,↑a
+
n,↑a

+
p,↓ϕ0.

Если ν = 1 и U > 0, то существенный спектр оператора первого дублетного состояния H̃d
1 яв-

ляется объединением трех отрезков, а дискретный спектр состоит из единственной точки, т.е.
в системе существует единственное антисвязанное состояние. В двумерном случае имеем ана-
логичные результаты. В трехмерном случае существенный спектр либо является объединением
трех отрезков, а дискретный спектр состоит из единственной точки, либо существенный спектр
является объединением двух отрезков, а дискретный спектр пуст, либо существенный спектр
состоит из единственного отрезка, а дискретный спектр пуст, т.е., в системе антисвязанные со-
стояние отсутствуют. В одномерном случае существенный спектр оператора второго дублетного
состояния H̃d

2 является объединением трёх отрезков, а дискретный спектр содержит не более
одной точки. В двумерном случае имеем аналогичные результаты. В трехмерном случае либо
существенный спектр оператора второго дублетного состояния H̃d

2 является объединением трех
отрезков, а дискретный спектр содержит не более одной точки (т.е. в системе существует не более
одного антисвязанного состояния), либо существенный спектр является объединением двух от-
резков, а дискретный спектр пуст, либо существенный спектр состоит из единственного отрезка,
а дискретный спектр пуст, т.е. в системе антисвязанные состояния отсутствуют.
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В [18] изучались спектр и волновые функции системы четырех электронов в кристалле, ко-
торый описывается гамильтонианом Хаббарда в триплетном состоянии системы. Четырехэлек-
тронные системы могут находиться в шести состояниях: квинтетном, трех состояниях триплет-
ного типа и двух состояниях синглетного типа (см. [18]). Триплетным состояниям соответствуют
базисные функции

1t1m,n,p,r = a+m,↑a
+
n,↑a

+
p,↑a

+
r,↓ϕ0,

2t1m,n,p,r = a+m,↑a
+
n,↑a

+
p,↓a

+
r,↑ϕ0,

3t1m,n,p,r = a+m,↑a
+
n,↓a

+
p,↑a

+
r,↑ϕ0.

Если ν = 1 и U > 0, то существенный спектр оператора в первом триплетном состоянии 1H̃1
t

является объединением двух отрезков, а дискретный спектр пуст. В двумерном случае имеем
аналогичные результаты. В трехмерном случае либо существенный спектр в первом триплетном
состоянии 1H̃1

t является объединением двух отрезков, а дискретный спектр пуст, либо существен-
ный спектр системы оператора состоит из единственного отрезка, а дискретный спектр пуст.
Если ν = 1 и U > 0, то существенный спектр системы оператора во втором дублетном состо-

янии 2H̃1
t является объединением трех отрезков, а дискретный спектр содержит не более одной

точки. В двумерном случае имеем аналогичные результаты. В трехмерном случае либо суще-
ственный спектр оператора во втором триплетном состоянии 2H̃1

t является объединением трех
отрезков, а дискретный спектр содержит не более одной точки, либо существенный спектр явля-
ется объединением двух отрезков, а дискретный спектр пуст, либо существенный спектр состоит
из единственного отрезка, а дискретный спектр пуст.
Если ν = 1 и U > 0, то существенный спектр оператора в третьем триплетном состоянии

3H̃1
t является объединением трех отрезков, а дискретный спектр содержит не более одной точки.

В двумерном случае имеем аналогичные результаты. В трехмерном случае либо существенный
спектр оператора в третьем триплетном состоянии 3H̃1

t является объединением трех отрезков, а
дискретный спектр содержит не более одной точки, либо существенный спектр является объеди-
нением двух отрехков, а дискретный спектр пуст, либо существенный спектр состоит из един-
ственного отрезка, а дискретный спектр пуст. Видим, что здесь существует три типа триплетных
состояний, и они имеют различные происхождение.
В [19] изучался спектр и волновые функции системы четырех электронов в кристалле, ко-

торый описывается гамильтонианом Хаббарда в квинтетном и синглетных состояниях системы.
Квинтетному состоянию соответствуют свободные движения четырех электронов в решетке, опи-
сываемые базисными функциями q2m,n,p,r = a+m,↑a

+
n,↑a

+
p,↑a

+
r,↑ϕ0. В [19] доказано, что спектр системы

в квинтетном состоянии чисто непрерывен и представляет собой отрезок, a четырехэлектронные
связанные состояния и четырехэлектронные антисвязанные состояния в системе отсутствуют.
Синглетным состояниям соответствуют базисные функции

1s0p,q,r,t = a+p,↑a
+
q,↑a

+
r,↓a

+
t,↓ϕ0,

2s0p,q,r,t = a+p,↑a
+
q,↓a

+
r,↑a

+
t,↓ϕ0,

и эти два синглетных состояния имеют различное происхождение.
Если ν = 1 и U > 0, то существенный спектр оператора первого синглетного состояния 1H̃s

4 яв-
ляется объединением трех отрезков, а дискретный спектр состоит из единственной точки. В дву-
мерном случае имеем аналогичные результаты. В трехмерном случае существенный спектр опе-
ратора первого синглетного состояния 1H̃s

4 является объединением трех отрезков, а дискретный
спектр состоит из единственной точки, либо существенный спектр является объединением двух
отрезков, а дискретный спектр пуст, либо существенный спектр состоит из единственного отрезка,
а дискретный спектр пуст.
Если ν = 1 и U > 0, то существенный спектр оператора второго синглетного состояния 2H̃s

4 яв-
ляется объединением трех отрезков, а дискретный спектр состоит из единственной точки. В дву-
мерном случае имеем аналогичные результаты. В трехмерном случае существенный спектр опе-
ратора второго синглетного состояния 2H̃s

4 является объединением трех отрезков, а дискретный
спектр состоит из единственной точки, либо существенный спектр является объединением двух
отрезков, а дискретный спектр пуст, либо существенный спектр состоит из единственного отрезка,
а существенный спектр пуст.
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В [20–24] изучались спектр и волновые функции системы пяти электронов в кристалле, кото-
рый описывается гамильтонианом Хаббарда в секстетном, квартетных и синглетных состояниях
системы.
В [7] изучались спектр и волновые функции системы шести электронов, который описывается

гамильтонианом Хаббарда во втором синглетном состоянии системы.

2. Гамильтониан системы. В настоящей работе рассматривается оператор энергии шести-
электронных систем в модели Хаббарда и описывается структура существенного спектра и дис-
кретный спектр системы для четвертых триплетных состояний. Гамильтониан рассматриваемой
модели имеет вид

H = A
∑
m,γ

a+m,γam,γ +B
∑
m,τ,γ

a+m,γam+τ,γ + U
∑
m

a+m,↑am,↑a+m,↓am,↓. (1)

Здесь A— энергия электрона в узле решетке; B —интеграл переноса между соседними узлами
(для удобства считаем, что B > 0); τ = ±ej , j = 1, 2, . . . , ν, где ej — единичные орты, т.е. сумми-
рование ведется по ближайшим соседям; U —параметр кулоновского взаимодействия двух элек-
тронов на одном узле; γ — спиновый индекс, γ = ↑ или γ = ↓; через ↑ и ↓ обозначены значения
спина 1/2 и −1/2; a+m,γ и am,γ , соответственно, — операторы рождения и уничтожения электрона
в узле m ∈ Zν .
Энергия системы зависит от ее полного спина S. В случае насыщенного ферромагнитного

состояния (S = Ne/2, где Ne —число электронов в системе) решение задачи является точным и
тривиальным для любого допустимого числа электронов Ne. В этом случае система представляет
собой идеальный ферми-газ электронов с одним направлением проекции спинов.
Наряду с гамильтонианом, Ne-электронная система характеризуется полным спином S,

S = Smax, Smax − 1, . . . , Smin, где Smax = Ne/2, Smin = 0, 1/2. Гамильтониан (1) коммутирует
со всеми компонентами оператора S = (S+, S−, Sz) полного спина системы, поэтому структура
собственных функций и собственные значения системы зависят от S. Гамильтониан H действует
в антисимметричном пространстве Фока Has.
Пусть ϕ0 — вакуумный вектор в пространстве Has. Четвертое триплетное состояние соответ-

ствует свободному движению шести электронов на решетке и их взаимодействие, и ему отвечают
базисные функции

4t1p,q,r,k,m,n∈Zν = a+p,↓a
+
q,↓a

+
r,↑a

+
k,↑a

+
m,↑a

+
n,↑ϕ0.

Подпространство 4H1
p,q,r,k,m,n∈Zν , соответствующее четвертому триплетному состоянию, есть мно-

жество всех векторов вида

4ψ1
t =

∑
p,q,r,k,m,n∈Zν

f̃(p, q, r, k,m, n)4t1p,q,r,k,m,n∈Zν , f̃ ∈ las2 ,

где las2 —подпространство антисимметричных функций из пространства l2((Zν)6).

Теорема 1. Подпространство 4H̃1
p,q,r,k,m,n∈Zν инвариантно относительно оператора H, а

сужение 4H1
t = H

∣∣
4H1

p,q,r,k,m,n∈Zν
оператора H на подпространство 4H1

p,q,r,k,m,n∈Zν является огра-
ниченным самосопряженным оператором. Он порождает ограниченный самосопряженный опе-
ратор 4H

1
t , действующий в пространстве las2 по формуле

(
4H

1
t f
)
(p, q, r, k,m, n) = 6Af(p, q, r, k,m, n)+

+B
∑
τ

[
f(p+ τ, q, r, k,m, n) + f(p, q + τ, r, k,m, n) + f(p, q, r + τ, k,m, n)+

+ f(p, q, r, k + τ,m, n) + f(p, q, r, k,m+ τ, n) + f(p, q, r, k,m, n + τ)
]
+

+ U
[
δp,r + δp,k + δp,m + δp,n + δq,r + δq,k + δq,m + δq,n

]
. (2)



36 С. М. ТАШПУЛАТОВ

Сам оператор 4H1
t действует на вектор 4ψ1

t ∈ 4H̃1
p,q,r,k,m,n∈Zν по формуле

4H1
t
4ψ1

t =
∑

p,q,r,k,m,n∈Zν

(
4H

1
t f
)
(p, q, r, k,m, n)4t1p,q,r,k,m,n∈Zν . (3)

Доказательство. Подействуем гамильтонианом H на векторы 4ψ1
t ∈ 4H̃1

p,q,r,k,m,n∈Zν с использова-
нием обычных антикоммутационных соотношений между операторами рождения и уничтожения
электронов в узлах

{am,γ , a
+
n,β} = δm,nδγ,β , {am,γ , an,β} = {a+m,γ , a

+
n,β} = θ,

а также учтем, что am,γϕ0 = θ, где θ—нулевой элемент пространства 4H̃1
p,q,r,k,m,n∈Zν . Отсюда

получается утверждение теоремы. �

Лемма 1. Спектры операторов 4H1
t и 4H

1
t совпадают.

Доказательство. Так как операторы 4H1
t и 4H

1
t являются ограниченными самосопряженными

операторами, то из критерия Вейля (см. [16, гл. VII, § 3]) следует существование такой последо-
вательности векторов ψi, что

ψi =
∑

p,q,r,k,m,n

fi(p, q, r, k,m, n)a
+
p,↓a

+
q,↓a

+
r,↑a

+
k,↑a

+
m,↑a

+
n,↑ϕ0, ‖ψi‖ = 1,

lim
i→∞

∥∥(4H1
t − λ

)
ψi

∥∥ = 0, (4)

где λ ∈ σ(4H1
t ). С другой стороны,

∥∥(4H1
t − λ

)
ψi

∥∥2 = ((
4H1

t − λ
)
ψi,

(
4H1

t − λ
)
ψiBNB) =

=
∑

p,q,r,k,m,n

∥∥(4H1
t − λ

)
fi(p, q, r, k,m, n)

∥∥2 · (a+p,↓a+q,↓a+r,↑a+k,↑a+m,↑a
+
n,↑ϕ0, a

+
p,↓a

+
q,↓a

+
r,↑a

+
k,↑a

+
m,↑a

+
n,↑ϕ0

)
=

=
∑

p,q,r,k,m,n

∥∥(4H1
t − λ

)
Fi(p, q, r, k,m, n)

∥∥2 · (an,↑am,↑ak,↑ar,↑aq,↓ap,↓a+p,↓a
+
q,↓a

+
r,↑a

+
k,↑a

+
m,↑a

+
n,↑ϕ0, ϕ0

)
=

=
∑

p,q,r,k,m,n

∥∥(4H1
t −λ

)
Fi(p, q, r, k,m, n)

∥∥2 · (ϕ0, ϕ0

)
=

∑
p,q,r,k,m,n

∥∥(4H1
t −λ

)
Fi(p, q, r, k,m, n)

∥∥2 → 0

при i→ ∞, где

Fi =
∑

p,q,r,k,m,n

fi(p, q, r, k,m, n), ‖Fi‖2 =
∑

p,q,r,k,m,n

∣∣fi(p, q, r, k,m, n)∣∣2 = ‖ψi‖2 = 1.

Это означает, что λ ∈ σ
(
4H

1
t

)
. Следовательно, σ

(
4H

1
t

) ⊂ σ
(
4H

1
t

)
.

Обратно, пусть λ ∈ σ
(
4H

1
t

)
. Тогда в силу того же критерия Вейля существует такая последо-

вательность {Fi}∞i=1, что ‖Fi‖ = 1 и

lim
i→∞

∥∥(4H1
t − λ

)
ψi

∥∥ = 0.

Полагая

Fi =
∑

p,r,t,k,m,n

fi(p, r, t, k,m, n), ‖Fi‖ = l

⎛
⎝ ∑

p,r,t,k,m,n

∣∣fi(p, r, t, k,m, n)∣∣2
⎞
⎠

1/2

,

имеем ‖ψi‖ = ‖Fi‖ = 1 и ∥∥(4H1
t − λ

)
Fi

∥∥ =
∥∥(4H1

t − λ
)
ψi

∥∥ −−−→
i→∞

0.

Отсюда вытекает, что λ ∈ σ
(
4H

1
t

)
и, следовательно, σ

(
4H

1
t

) ⊂ σ
(
4H1

t

)
. Эти два соотношение

означают, что σ
(
4H1

t

)
= σ

(
4H

1
t

)
. �
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Оператор 4H1
t будем называть оператором шестиэлектронного четвертого триплета в модели

Хаббарда.
Обозначим через F преобразование Фурье

F : l2((Z
ν)6) → L2

(
(T ν)6

) ≡ 4̃H1

t ,

где T ν — ν-мерный тор, снабженный нормированной мерой Лебега dλ, т.е., λ(T ν) = 1. Положим
4H̃1

t = F4H
1
tF−1. В квазиимпульсном представлении оператор 4H

1
t действует в гильбертовом

пространстве Las
2

(
(T ν)6

)
, где Las

2 —подпространство антисимметричных функций в L2

(
(T ν)6

)
.

Теорема 2. Преобразование Фурье переводит оператор 4H
1
t в ограниченный самосопряжен-

ный оператор 4H̃1
t = F4H

1
tF−1, действующий в пространстве Las

2

(
(T ν)6

)
по формуле

4H̃1
t
4ψ1

t = h
(
λ, μ, γ, θ, η, ξ

)
f
(
λ, μ, γ, θ, η, ξ

)
+

+ U

[ ∫
T ν

f
(
s, μ, λ+ γ − s, θ, η, ξ

)
ds+

∫
T ν

f
(
s, μ, γ, λ+ θ − s, η, ξ

)
ds+

+

∫
T ν

f
(
s, μ, γ, θ, λ+ η − s, ξ

)
ds+

∫
T ν

f
(
s, μ, γ, θ, η, λ+ ξ − s

)
ds+

+

∫
T ν

f
(
λ, s, μ + γ − s, θ, η, ξ

)
ds+

∫
T ν

f
(
λ, s, γ, μ + θ − s, η, ξ

)
ds+

+

∫
T ν

f
(
λ, s, γ, θ, μ + η − s, ξ

)
ds+

∫
T ν

f
(
λ, s, γ, θ, η, μ + ξ − s

)
ds

]
, (5)

где

h
(
λ, μ, γ, θ, η, ξ

)
= 6A+ 2B

ν∑
i=1

[
cosλi + cosμi + cos γi + cos θi + cos ηi + cos ξi

]

и Las
2 —подпространство антисимметричных функций в L2

(
(T ν)6

)
.

Используя тензорные произведения гильбертовых пространств и тензорные произведения опе-
раторов в гильбертовых пространствах (см. [17]) и учитывая, что f

(
λ, μ, γ, θ, η, ξ

)
— антисиммет-

ричная функция, можно убедиться, что оператор 4H̃1
t представим в виде

4H̃1
t
4ψ1

t = H̃1
2 ⊗ I ⊗ I + I ⊗ H̃2

2 ⊗ I + I ⊗ I ⊗ H̃2
3 , (6)

где

(
H̃1

2f
)
(λ, μ) =

{
2A+ 4B

ν∑
i=1

cos
Λi
1

2
cos

(
Λi
1

2
− λi

)}
fΛ1(λ) + U

∫
T ν

fΛ1(s)ds,

(
H̃2

2f
)
(γ, θ) =

{
2A+ 4B

ν∑
i=1

cos
Λi
2

2
cos

(
Λi
2

2
− γi

)}
fΛ2(γ) + U

∫
T ν

fΛ2(s)ds,

(
H̃3

2f
)
(η, ξ) =

{
2A+ 4B

ν∑
i=1

cos
Λi
3

2
cos

(
Λi
3

2
− ηi

)}
fΛ3(η)− 2U

∫
T ν

fΛ3(s)ds;

здесь I — единичный оператор в пространстве двухэлектронных состояний H̃2, Λ1 = λ+ μ,
Λ2 = γ + θ, и Λ3 = η + ξ.
Спектр оператора A ⊗ I + I ⊗ B, где A и B —плотно определенные ограниченные линейные

операторы, был изучен в [12–14], где получены явные выражения для существенного спектра
σess(A ⊗ I + I ⊗ B) и дискретного спектра σdisc(A ⊗ I + I ⊗ B) оператора A ⊗ I + I ⊗ B через
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спектр σ(A) и дискретный спектр σdisc(A) оператора A и через спектр σ(B) и дискретный спектр
σdisc(B) оператора B:

σdisc(A⊗ I + I ⊗B) =
{
σ(A) \ σess(A) + σ(B) \ σess(B)

}
\

\
{(
σess(A) + σ(B)

) ∪ (
σ(A) + σess(B)

)}
, (7)

σess(A⊗ I + I ⊗B
)
=

(
σess(A) + σ(B)

) ∪ (
σ(A) + σess(B)

)
. (8)

Ясно, что σ
(
A ⊗ I + I ⊗ B

)
=

{
λ + μ : λ ∈ σ(A), μ ∈ σ(B)

}
. Следовательно, мы должны

исследовать спектр операторов двухэлектронных систем в модели Хаббарда H̃1
2 , H̃

2
2 и H̃3

2 .

3. Спектр операторов H̃1
2 , H̃

2
2 и H̃3

2 . Сначала исследуем спектр оператора

(
H̃1

2Λ1
fΛ1

)
(λ) =

{
2A+ 4B

ν∑
i=1

cos
Λi
1

2
cos

(
Λi
1

2
− λi

)}
fΛ1(λ) + U

∫
T ν

fΛ1(s)ds.

Известно, что непрерывный спектр оператора H̃1
2 не зависит от параметра U и заполняет отрезок[

2A− 4B

ν∑
i=1

cos
Λi
1

2
, 2A+

ν∑
i=1

cos
Λi
1

2

]
.

Положим
Dν

Λ1
(z) = 1 + U

∫
T ν

ds1 ds2 . . . dsν

2A+ 4B

ν∑
i=1

cos
Λi
1

2
cos

(
Λi
1

2
− si

)
− z

.

Лемма 2. Число z = z0 /∈ σcont
(
H̃1

2Λ1

)
является собственным значением оператора H̃1

2 тогда
и только тогда, когда оно является нулем функции Dν

Λ1
(z), т.е. Dν

Λ1
(z) = 0.

Теорема 3.
A. Если ν = 1 и U < 0, то оператор H̃1

2Λ1
имеет единственное собственное значение

z1 = 2A−
√
U2 + 16B2 cos2

Λ1

2
, (9)

лежащее ниже области непрерывного спектра этого оператора.
B. Если ν = 1 и U > 0, то оператор H̃1

2Λ1
имеет единственное собственное значение

z̃1 = 2A+

√
U2 + 16B2 cos2

Λ1

2
, (10)

лежащее выше области непрерывного спектра этого оператора.

Доказательство. Если U < 0, в одномерном случае, Dν
Λ1
(z)—монотонно убывающая функция z

в области, лежащей ниже непрерывного спектра оператора H̃1
2Λ1

. Для z < m1
Λ1

функция Dν
Λ1
(z)

убывает от 1 до −∞,
Dν

Λ1
(z) −−−−→

z→−∞ 1, Dν
Λ1
(z) −−−−−−→

z→m1
Λ1

−0
−∞.

Поэтому ниже значений m1
Λ1

уравнение Dν
Λ1
(z) = 0 имеет единственный корень (9).

Если U < 0, в одномерном случае, Dν
Λ1
(z) монотонно убывающая функция z в области, лежа-

щей выше непрерывного спектра оператора H̃1
2Λ1

. Для z > M1
Λ1

функция Dν
Λ1
(z) убывает от +∞

до 1,
Dν

Λ1
(z) −−−→

z→∞ 1, Dν
Λ1
(z) −−−−−−−→

z→M1
Λ1

+0
∞.

Поэтому выше значений M1
Λ1

уравнение Dν
Λ1
(z) = 0 не имеет корней.
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Если U > 0, в одномерном случае, Dν
Λ1
(z)—монотонно возрастающая функция z в области,

лежащей ниже непрерывного спектра оператора H̃1
2Λ1

. Для z < m1
Λ1

функция Dν
Λ1
(z) возрастает

от 1 до ∞,
Dν

Λ1
(z) −−−−→

z→−∞ 1, Dν
Λ1
(z) −−−−−−→

z→m1
Λ1

−0
∞.

Поэтому ниже значений m1
Λ1

уравнение Dν
Λ1
(z) = 0 спектра не имеет корней.

Если U > 0, в одномерном случае, Dν
Λ1
(z)—монотонно возрастающая функция z выше области

непрерывного спектра оператора H̃1
2Λ1

. Для z > M1
Λ1

функция Dν
Λ1
(z) возрастает от −∞ до 1,

Dν
Λ1
(z) −−−−→

z→+∞ 1, Dν
Λ1
(z) −−−−−−−→

z→M1
Λ1

+0
−∞.

Поэтому уравнение Dν
Λ1
(z) = 0 имеет единственный корень (10), лежащий выше значения M1

Λ1
.

�

Теорема 4.

A. Если ν = 2 и U < 0, то оператор H̃1
2Λ1

имеет единственное собственное значение z′1,
лежащее ниже области непрерывного спектра этого оператора.

B. Если ν = 2 и U > 0, то оператор H̃1
2Λ1

имеет единственное собственное значение z̃′1,
лежащее выше области непрерывного спектра этого оператора.

Доказательство. Если U < 0, в двумерном случае, Dν
Λ1
(z)—монотонно убывающая функция z

в области, лежащей ниже непрерывного спектра оператора H̃1
2Λ1

. Для z < m2
Λ1

функция Dν
Λ1
(z)

убывает от 1 до −∞,
Dν

Λ1
(z) −−−−→

z→−∞ 1, Dν
Λ1
(z) −−−−−−→

z→m2
Λ1

−0
−∞.

Поэтому ниже значений m2
Λ1

уравнение Dν
Λ1
(z) = 0 имеет единственный корень в точке z′1.

Если U < 0, в двумерном случае, Dν
Λ1
(z)—монотонно убывающая функция z выше области

непрерывного спектра оператора H̃1
2Λ1

. Для z > M2
Λ1

функция Dν
Λ1
(z) убывает от ∞ до 1,

Dν
Λ1
(z) −−−→

z→∞ 1, Dν
Λ1
(z) −−−−−−−→

z→M2
Λ1

+0
∞.

Поэтому выше значений M2
Λ1

уравнение Dν
Λ1
(z) = 0 не имеет корней.

Если U > 0, в двумерном случае, Dν
Λ1
(z)—монотонно возрастающая функция z в области,

лежащей ниже непрерывного спектра оператора H̃1
2Λ1

. Для z < m2
Λ1

функция Dν
Λ1
(z) убывает

от ∞ до 1,

Dν
Λ1
(z) −−−−→

z→−∞ 1, Dν
Λ1
(z)

]−−−−−−−→
[z→m2

Λ1
−0

∞.

Поэтому уравнение Dν
Λ1
(z) = 0 ниже области непрерывного спектра не имеет корней.

Если U > 0, в двумерном случае, Dν
Λ1
(z)—монотонно возрастающая функция z выше области

непрерывного спектра оператора H̃1
2Λ1

. Для z > M2
Λ1

функция Dν
Λ1
(z) возрастает от −∞ до 1,

Dν
Λ1
(z) −−−−→

z→+∞ 1, Dν
Λ1
(z) −−−−−−−→

z→M2
Λ1

+0
−∞.

Поэтому выше значений M2
Λ1

уравнение Dν
Λ1
(z) = 0 имеет единственный корень z̃′1. �

Теперь рассмотрим трехмерный случай. Обозначим через W интеграл Ватсона (см. [1])

W =
1

π3

π∫
−π

π∫
−π

π∫
−π

dx dy dz

3− cos x− cos y − cos z
≈ 1,516.
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Так как λ—нормированная мера, имеем

J =

π∫
−π

π∫
−π

π∫
−π

dx dy dz

3− cosx− cos y − cos z
=

π∫
−π

π∫
−π

π∫
−π

dx dy dz

3 + cos x+ cos y + cos z
=
W

3
.

Пусть полный квазиимпульс двухэлектронных систем Λ1 имеет вид

Λ1 = (Λ1
1,Λ

2
1,Λ

3
1) = (Λ0

1,Λ
0
1,Λ

0
1).

Теорема 5.

A. Если ν = 3 и U < −12B

W
cos

Λ0
1

2
< 0, то оператор H̃1

2Λ1
имеет единственное собственное

значение z′′1 , лежащее ниже области непрерывного спектра этого оператора. Если же

−12B

W
cos

Λ0
1

2
< U < 0, то оператор H̃1

2Λ1
не имеет собственных значений, лежащих

ниже области непрерывного спектра оператора H̃1
2Λ1

.

B. Если ν = 3 и U >
12B

W
cos

Λ0
1

2
, то оператор H̃1

2Λ1
имеет единственное собственное

значение z̃′′1 , лежащее выше области непрерывного спектра этого оператора. Если же

0 < U <
12B

W
cos

Λ0
1

2
, то оператор H̃1

2Λ1
не имеет собственных значений, лежащих выше

области непрерывного спектра оператора H̃1
2Λ1

.

Доказательство. Если U < 0, то в трехмерном случае Dν
Λ1
(z)—монотонно убывающая функция

z в области, лежащей ниже непрерывного спектра оператора H̃1
2Λ1

. Для z < m3
Λ1

функция Dν
Λ1
(z)

убывает от 1 до 1 +
UW

12B cos(Λ0
1/2)

,

Dν
Λ1
(z) −−−−→

z→−∞ 1, Dν
Λ1
(z) −−−−−−→

z→m3
Λ1

−0
1 +

UW

12B cos(Λ0
1/2)

.

Поэтому ниже значения m3
Λ1

уравнение Dν
Λ1
(z) = 0 имеет единственный корень в точке z′′1 , если

выполняется условие

U < −12B

W
cos

Λ0
1

2
.

Если же −12B

W
cos

Λ0
1

2
< U < 0, то уравнение Dν

Λ1
(z) = 0 не имеет корней ниже области непре-

рывного спектра оператора H̃1
2Λ1

.
Если U < 0, в трехмерном случае, Dν

Λ1
(z)—монотонно убывающая функция z в области,

лежащей выше непрерывного спектра оператора H̃1
2Λ1

. Для z > M3
Λ1

функция Dν
Λ1
(z) убывает

от 1− UW

12B cos(Λ0
1/2)

> 1 до 1,

Dν
Λ1
(z) −−−→

z→∞ 1, Dν
Λ1
(z) −−−−−−−→

z→M3
Λ1

+0
1− UW

12B cos(Λ0
1/2)

> 1.

Поэтому выше значений M3
Λ1

уравнение Dν
Λ1
(z) = 0 не имеет корней.

Если U > 0, в трехмерном случае, Dν
Λ1
(z)—монотонно возрастающая функция z в области,

лежащей ниже непрерывного спектра оператора H̃1
2Λ1

. Для z < m3
Λ1

функция Dν
Λ1
(z) возрастает

от 1 до 1 +
UW

12B cos(Λ0
1/2)

> 1,

Dν
Λ1
(z) −−−−→

z→−∞ 1, Dν
Λ1
(z) −−−−−−→

z→m3
Λ1

−0
1 +

UW

12B cos(Λ0
1/2)

> 1.

Поэтому ниже значений m3
Λ1

уравнение Dν
Λ1
(z) = 0 не имеет корней.
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Если U > 0, в трехмерном случае, Dν
Λ1
(z)—монотонно возрастающая функция z в области,

лежащей выше непрерывного спектра оператора H̃1
2Λ1

. Для z > M3
Λ1

функция Dν
Λ1
(z) возрастает

от 1− UW

12B cos(Λ0
1/2)

до 1,

Dν
Λ1
(z) −−−−→

z→+∞ 1, Dν
Λ1
(z) −−−−−−−→

z→M1
Λ1

+0
1− UW

12B cos(Λ0
1/2)

.

Поэтому выше значений M3
Λ1

уравнение Dν
Λ1
(z) = 0 имеет единственный корень z̃′1, если выпол-

няется условие

1− UW

12B cos(Λ0
12)

< 0, т.е. U >
12B

W
cos

Λ0
1

2
.

Ясно, что если это условие не выполняется, то оператор H̃1
2Λ1

выше области непрерывного спектра
этого оператора не имеет собственных значений. �
Так как операторы H̃1

2 и H̃2
2 тождественны, их спектры одинаковы; нужно лишь в полученных

результатах Λ1 заменить на Λ2.
Теперь исследуем спектр оператора H̃3

2 . Непрерывный спектр оператора H̃3
2 представляет собой

отрезок

σcont
(
H̃3

2

)
=

[
2A− 4B

ν∑
i=1

cos
Λi
3

2
, 2A+ 4B

ν∑
i=1

cos
Λi
3

2

]
.

Положим
Dν

Λ3
(z) = 1− 2U

∫
T ν

ds1 ds2 . . . dsν

2A+ 4B

ν∑
i=1

cos
Λi
3

2
cos(

Λ1
3

2
− si)− z

.

Теорема 6.
A. Если ν = 1 и U < 0, то оператор H̃3

2Λ3
имеет единственное собственное значение

z̃3 = 2A+ 2

√
U2 + 4B2 cos2

Λ3

2
,

лежащее выше области непрерывного спектра этого оператора.
B. Если ν = 1 и U > 0, то оператор H̃3

2Λ3
имеет единственное собственное значение

z3 = 2A− 2

√
U2 + 4B2 cos2

Λ3

2
,

лежащее ниже области непрерывного спектра этого оператора.

Доказательство теоремы 6 аналогично доказательству теоремы 5.
В двумерном случае справедлив аналог теоремы 6; в этом случае собственные значение опера-

тора H̃3
2Λ3

обозначим через z̃3 и z3 соответственно.
Теперь рассмотрим трехмерный случай. Имеет место следующая теорема.

Теорема 7.

A. Если ν = 3 и U < −6B

W
cos

Λ0
3

2
< 0, то оператор H̃3

2Λ3
имеет единственное собственное

значение z̃′′3 , лежащее выше области непрерывного спектра этого оператора. Если же

−6B

W
cos

Λ0
3

2
< U < 0, то оператор H̃3

2Λ3
не имеет собственных значений, лежащих выше

области непрерывного спектра оператора H̃3
2Λ3

.

B. Если ν = 3 и U >
6B

W
cos

Λ0
3

2
> 0, то оператор H̃3

2Λ3
имеет единственное собственное

значение z′′3 , лежащее ниже области непрерывного спектра этого оператора. Если же
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0 < U <
6B

W
cos

Λ0
3

2
, то оператор H̃3

2Λ3
не имеет собственных значений, лежащих ниже

области непрерывного спектра оператора H̃3
2Λ3

.

Теорема 7 доказывается аналогично теореме 5.

4. Структура существенного спектра и дискретный спектр оператора 4H̃1
t . Теперь,

используя полученные результаты и представления (6), опишем структуру существенного спектра
и дискретный спектр оператора энергии шестиэлектронных систем модели Хаббарда в четвертом
триплетном состоянии оператора 4H̃1

t .

Теорема 8. Пусть ν = 1 и U < 0. Тогда существенный спектр оператора 4H̃1
t является

объединением семи отрезков:

σess
(
4H̃1

t

)
=

[
a+ c+ e, b+ d+ f

] ∪ [
a+ c+ z̃3, b+ d+ z̃3

]∪
∪ [
a+ e+ z2, b+ f + z2

] ∪ [
a+ z2 + z̃3, b+ z2 + z̃3

] ∪ [
c+ e+ z1, d+ f + z1

]∪
∪ [

c+ z1 + z̃3, d+ z1 + z̃3
] ∪ [

e+ z1 + z2, f + z1 + z2
]
;

здесь и далее

a = 2A− 4B cos
Λ1

2
, b = 2A+ 4B cos

Λ1

2
, c = 2A− 4B cos

Λ2

2
,

d = 2A+ 4B cos
Λ2

2
, e = 2A− 4B cos

Λ3

2
, e = 2A− 4B cos

Λ3

2
,

z1 = 2A−
√
U2 + 16B2 cos2

Λ1

2
, z2 = 2A−

√
U2 + 16B2 cos2

Λ2

2
,

z̃3 = 2A+ 2

√
U2 + 4B2 cos2

Λ3

2
.

Дискретный спектр оператора 4H̃1
t содержит не более одного собственного значения:

σdisc
(
4H̃1

t

)
=

{
z1 + z2 + z̃3

}
либо σdisc

(
4H̃1

t

)
= ∅.

Доказательство. В одномерном случае непрерывные спектры операторов H̃1
2Λ1

, H̃2
2Λ2

и H̃3
2Λ3

суть
отрезки

σcont(H̃
1
2Λ1

) =

[
2A− 4B cos

Λ1

2
, 2A+ 4B cos

Λ1

2

]
,

σcont(H̃
2
2Λ2

) =

[
2A− 4B cos

Λ2

2
, 2A+ 4B cos

Λ2

2

]
,

σcont(H̃
3
2Λ3

) =

[
2A− 4B cos

Λ3

2
, 2A+ 4B cos

Λ3

2

]
;

эти операторы имеют собственные значения z1, z2 и z̃3 соответственно. Поэтому спектр оператора
4H̃1

t представляет собой множество{
λ+ μ+ γ : λ ∈ σ

(
H̃1

2Λ1

)
, μ ∈ σ

(
H̃2

2Λ2

)
, γ ∈ σ

(
H̃3

2Λ3

)}

(см. [12–14]). Отсюда, из представления (6) и формул (7) и (8)) следует, что существенный спектр
оператора 4H̃1

t является объединением семи отрезков:[
6A− 4B

(
cos

Λ1

2
+ cos

Λ2

2
+ cos

Λ3

2

)
, 6A+ 4B

(
cos

Λ1

2
+ cos

Λ2

2
+ cos

Λ3

2

)]
,

[
4A− 4B

(
cos

Λ1

2
+ cos

Λ2

2

)
+ z̃3, 4A+ 4B

(
cos

Λ1

2
+ cos

Λ2

2

)
+ z̃3

]
,

[
4A− 4B

(
cos

Λ1

2
+ cos

Λ3

2

)
+ z2, 4A+ 4B

(
cos

Λ1

2
+ cos

Λ3

2

)
+ z2

]
,
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[
2A− 4B cos

Λ1

2
+ z2 + z̃3, 2A+ 4B cos

Λ1

2
+ z2 + z̃3

]
,

[
4A− 4B

(
cos

Λ2

2
+ cos

Λ3

2

)
+ z1, 4A+ 4B

(
cos

Λ2

2
+ cos

Λ3

2

)
+ z1

]
,

[
2A− 4B cos

Λ2

2
+ z1 + z̃2, 2A+ 4B cos

Λ2

2
+ z1 + z̃2

]
,

[
2A− 4B cos

Λ3

2
+ z1 + z2, 2A+ 4B cos

Λ3

2
+ z1 + z2

]
,

а дискретный спектр оператора 4H̃1
t − состоит из единственного собственного значения z1+z2+z̃3,

т.е.
σdisc

(
4H̃1

t

)
=

{
z1 + z2 + z̃3

}
.

Если z1 + z2 + z̃3 ∈ σess
(
4H̃1

t

)
, то дискретный спектр оператора 4H̃1

t пуст. �

Теорема 9. Пусть ν = 1 и U > 0. Тогда существенный спектр оператора 4H̃1
t является

объединением семи отрезков:

σess
(
4H̃1

t

)
=

[
a+ c+ e, b+ d+ f

] ∪ [
a+ c+ z3, b+ d+ z3

]∪
∪ [
a+ e+ z̃2, b+ f + z̃2

] ∪ [
a+ z̃2 + z3, b+ z̃2 + z3

] ∪ [
c+ e+ z̃1, d+ f + z̃1

]∪
∪ [

c+ z̃1 + z3, d+ z̃1 + z3
] ∪ [

e+ z̃1 + z̃2, f + z̃1 + z̃2
]
;

здесь

z̃1 = 2A+

√
U2 + 16B2 cos2

Λ1

2
, z̃2 = 2A+

√
U2 + 16B2 cos2

Λ2

2
, z3 = 2A− 2

√
U2 + 4B2 cos2

Λ3

2
.

Дискретный спектр оператора 4H̃1
t содержит не более одного собственного значения:

σdisc
(
4H̃1

t

)
=

{
z̃1 + z̃2 + zfd3

}
либо σdisc(

4H̃1
t ) = ∅.

Теорема 9 доказывается аналогично теореме 8. В двумерном случае также имеет место аналог
этой теоремы.

Теорема 10. Пусть ν = 3 и U < 0.
A. Если

U < −6B

W
cos

Λ0
3

2
, cos

Λ0
3

2
> 2 cos

Λ0
2

2
, cos

Λ0
2

2
> cos

Λ0
1

2
или cos

Λ0
1

2
> cos

Λ0
2

2
,

или

U < −12B

W
cos

Λ0
1

2
, cos

Λ0
1

2
> 2 cos

Λ0
3

2
, cos

Λ0
3

2
> 2 cos

Λ0
2

2
или cos

Λ0
3

2
< 2 cos

Λ0
2

2
,

или

U < −12B

W
cos

Λ0
2

2
, cos

Λ0
1

2
< cos

Λ0
2

2
, 2 cos

Λ0
1

2
> cos

Λ0
3

2
или cos

Λ0
3

2
> 2 cos

Λ0
1

2
,

то существенный спектр оператора 4H̃1
t является объединением семи отрезков:

σess
(
4H̃1

t

)
=

[
a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1

] ∪ [
a1 + c1 + z̃′′3 , b1 + d1 + z̃′′3

]∪
∪ [

a1 + e1 + z′′2 , b1 + f1 + z′′2
] ∪ [

a1 + z′′2 + z̃′′3 , b1 + z′′2 + z̃′′3
] ∪ [

c1 + e1 + z′′1 , d1 + f1 + z′′1
]∪

∪ [
c1 + z′′1 + z̃′′3 , d1 + z′′1 + z̃′′3

] ∪ [
e1 + z′′1 + z′′2 , f1 + z′′1 + z′′2

]
; (11)

здесь и далее

a1 = 2A− 12B cos
Λ0
1

2
, b1 = 2A+ 12B cos

Λ0
1

2
, c1 = 2A− 12B cos

Λ0
2

2
,
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d1 = 2A+ 12B cos
Λ0
2

2
, e1 = 2A− 12B cos

Λ0
3

2
, f1 = 2A− 12B cos

Λ0
3

2
,

а z′′1 , z
′′
2 и z̃′′3 — собственные значения операторов H̃1

2Λ1
, H̃2

2Λ2
и H̃3

2Λ3
, соответственно.

Дискретный спектр оператора 4H̃1
t содержит не более одного собственного значения:

σdisc
(
4H̃1

t

)
=

{
z′′1 + z′′2 + z̃′′3

}
, либо σdisc

(
4H̃1

t

)
= ∅.

B. Если

−6B cos

W

Λ0
3

2
� U < −12B

W
cos

Λ0
2

2
, cos

Λ0
3

2
> 2 cos

Λ0
2

2
, cos

Λ0
1

2
< cos

Λ0
2

2

или

−6B

W
cos

Λ0
3

2
� U < −12B

W
cos

Λ0
1

2
, cos

Λ0
3

2
> 2 cos

Λ0
1

2
, cos

Λ0
1

2
> cos

Λ0
2

2
,

или

−12B

W
cos

Λ0
1

2
� U < −6B

W
cos

Λ0
3

2
, cos

Λ0
3

2
< 2 cos

Λ0
1

2
, cos

Λ0
3

2
> 2 cos

Λ0
2

2
,

или

−12B

W
cos

Λ0
1

2
� U < −12B

W
cos

Λ0
2

2
, cos

Λ0
1

2
> cos

Λ0
2

2
, cos

Λ0
3

2
< 2 cos

Λ0
2

2
,

или

−12B

W
cos

Λ0
2

2
� U < −12B

W
cos

Λ0
1

2
, cos

Λ0
1

2
< cos

Λ0
2

2
, cos

Λ0
3

2
< 2 cos

Λ0
1

2
,

или

−12B

W
cos

Λ0
2

2
� U < −6B

W
cos

Λ0
3

2
, cos

Λ0
3

2
< 2 cos

Λ0
2

2
, cos

Λ0
3

2
> 2 cos

Λ0
1

2
,

то существенный спектр оператора 4H̃1
t является объединением четырех отрезков:

σess
(
4H̃1

t

)
=

[
a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1

] ∪ [
a1 + e1 + z′′2 , b1 + f1 + z′′2

]∪
∪ [

c1 + e1 + z′′1 , d1 + f1 + z′′1
] ∪ [

e1 + z′′1 + z′′2 , f1 + z′′1 + z′′2
]

или

σess
(
4H̃1

t

)
=

[
a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1

] ∪ [
a1 + c1 + z̃′′3 , b1 + d1 + z̃′′3

]∪
∪ [

a1 + e1 + z′′2 , b1 + f1 + z′′2
] ∪ [

a1 + z′′2 + z̃′′3 , f1 + z′′2 + z̃′′3
]
,

или

σess
(
4H̃1

t

)
=

[
a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1

] ∪ [
a1 + c1 + z̃′′3 , b1 + d1 + z̃′′3

]∪
∪ [

c1 + e1 + z′′1 , d1 + f1 + z′′1
] ∪ [

c1 + z′′1 + z̃′′3 , d1 + z′′1 + z̃′′3
]
,

а дискретный спектр оператора 4H̃1
t пуст.

C. Если

−12B

W
cos

Λ0
2

2
� U < −12B

W
cos

Λ0
1

2
, cos

Λ0
3

2
> 2 cos

Λ0
2

2
, cos

Λ0
1

2
< cos

Λ0
2

2

или

−12B

W
cos

Λ0
1

2
� U < −12B

W
cos

Λ0
2

2
, cos

Λ0
3

2
> 2 cos

Λ0
1

2
, cos

Λ0
1

2
> cos

Λ0
2

2
,

или

−6B

W
cos

Λ0
3

2
� U < −12B

W
cos

Λ0
2

2
, cos

Λ0
3

2
> 2 cos

Λ0
2

2
, cos

Λ0
1

2
> cos

Λ0
2

2
,
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или

−12B

W
cos

Λ0
2

2
� U < −6B

W
cos

Λ0
3

2
, cos

Λ0
3

2
< 2 cos

Λ0
2

2
, cos

Λ0
1

2
> cos

Λ0
2

2
,

или

−12B

W
cos

Λ0
2

2
� U < −6B

W
cos

Λ0
3

2
, cos

Λ0
3

2
< 2 cos

Λ0
1

2
, cos

Λ0
1

2
< cos

Λ0
2

2
,

или

−6B

W
cos

Λ0
3

2
� U < −12B

W
, cos

Λ0
1

2
, cos

Λ0
3

2
< 2 cos

Λ0
2

2
, cos

Λ0
1

2
< cos

Λ0
2

2
,

то существенный спектр оператора 4H̃1
t является объединением двух отрезков:

σess
(
4H̃1

t

)
=

[
a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1

] ∪ [
c1 + e1 + z′′1 , d1 + f1 + z′′1

]
,

или
σess

(
4H̃1

t

)
=

[
a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1

] ∪ [
a1 + e1 + z′′2 , b1 + f1 + z′′2

]
,

или
σess

(
4H̃1

t

)
=

[
a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1

] ∪ [
a1 + c1 + z̃′′3 , b1 + d1 + z̃′′3

]
,

а дискретный спектр оператора 4H̃1
t пуст.

D. Если

−12B

W
cos

Λ0
1

2
� U < 0, или − 12B

W
cos

Λ0
2

2
� U < 0, или − 6B

W
cos

Λ0
3

2
� U < 0,

то существенный спектр оператора 4H̃1
t состоит из единственного отрезка

σess
(
4H̃1

t

)
=

[
a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1

]
,

а дискретный спектр оператора 4H̃1
t пуст.

Доказательство. При ν = 3 из теорем 5 и 7 следует, что если выполняется условие A теоремы 10,

то непрерывный спектр оператора H̃1
2Λ1

является отрезком
[
2A− 12B cos

Λ0
1

2
, 2A+ 12B cos

Λ0
1

2

]
,

дискретный спектр оператора H̃1
2Λ1

состоит из единственного собственного значения z′′1 , непре-

рывный спектр оператора H̃2
2Λ2

является отрезком
[
2A− 12B cos

Λ0
2

2
, 2A+ 12B cos

Λ0
2

2

]
, дискрет-

ный спектр оператора H̃2
2Λ2

состоит из единственного собственного значения z′′2 , непрерыв-

ный спектр оператора H̃3
2Λ3

является отрезком
[
2A− 12B cos

Λ0
3

2
, 2A+ 12B cos

Λ0
3

2

]
, дискретный

спектр оператора H̃3
2Λ3

состоит из единственного собственного значения z̃′′3 . Поэтому существен-
ный спектр оператора 4H̃1

t является объединением семи отрезков, а дискретный спектр оператора
4H̃1

t содержит не более одного собственного значения.
Если выполняется условие B теоремы 10, то лишь один из операторов H̃2

2Λ2
, H̃2

2Λ2
и H̃3

2Λ3
обла-

дает единственным собственным значением, а дискретные спектры остальных двух операторов
пусты. Поэтому существенный спектр оператора 4H̃1

t является объединением двух отрезков, а
дискретный спектр оператора 4H̃1

t пуст.
Остальные утверждение теоремы 10 доказывается аналогично. �

Теорема 11. Пусть ν = 3 и U > 0.
A. Если

U >
6B

W
cos

Λ0
3

2
, cos

Λ0
3

2
> 2 cos

Λ0
2

2
, cos

Λ0
2

2
> cos

Λ0
1

2
, cos

Λ0
1

2
> cos

Λ0
2

2
,
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или

U >
12B

W
cos

Λ0
1

2
, cos

Λ0
2

2
< cos

Λ0
1

2
, 2 cos

Λ0
1

2
> cos

Λ0
3

2
, cos

Λ0
3

2
< 2 cos

Λ0
2

2
,

или

U >
12B

W
cos

Λ0
2

2
, cos

Λ0
1

2
< cos

Λ0
2

2
, 2 cos

Λ0
1

2
> cos

Λ0
3

2
, cos

Λ0
3

2
> 2 cos

Λ0
1

2
,

то существенный спектр оператора 4H̃1
t является объединением семи отрезков:

σess
(
4H̃1

t

)
=

[
a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1

] ∪ [
a1 + c1 + z′′3 , b1 + d1 + z′′3

]∪
∪ [

a1 + e1 + z̃′′2 , b1 + f1 + z̃′′2
] ∪ [

a1 + z̃′′2 + z′′3 , b1 + z̃′′2 + z′′3
] ∪ [

c1 + e1 + z̃′′1 , d1 + f1 + z̃′′1
]∪

∪ [
c1 + z̃′′1 + z′′3 , d1 + z̃′′1 + z′′3

] ∪ [
e1 + z̃′′1 + z̃′′2 , f1 + z̃′′1 + z̃′′2

]
;

здесь z̃′′1 , z̃′′2 и z′′3 — собственные значения операторов H̃1
2Λ1

, H̃2
2Λ2

и H̃3
2Λ3

, соответственно.
Дискретный спектр оператора 4H̃1

t содержит не более одного собственного значения:

σdisc
(
4H̃1

t

)
=

{
z̃′′1 + z̃′′2 + z′′3

}
либо σdisc

(
4H̃1

t

)
= ∅.

B. Если
12B

W
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Λ0
2

2
< U � 6B

W
cos
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3

2
, cos

Λ0
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2
> 2 cos

Λ0
2

2
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1

2
< cos
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2

2
,

или
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W
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2
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W
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3

2
, cos
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3

2
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Λ0
1

2
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Λ0
1

2
> cos

Λ0
2

2
,

или
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W
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2
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W
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1

2
, cos
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1

2
> cos

Λ0
2

2
, cos

Λ0
3

2
> 2 cos

Λ0
2

2
,

или

12B

W
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2
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W
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1

2
, cos

Λ0
1

2
> cos

Λ0
2

2
, cos

Λ0
3

2
< 2 cos

Λ0
2

2
,

или

12B

W
cos

Λ0
1

2
< U � 12B

W
cos

Λ0
2

2
, cos

Λ0
1

2
< cos

Λ0
2

2
, cos

Λ0
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2
< 2 cos

Λ0
1

2
,

или

6B

W
cos
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3

2
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W
cos
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2

2
, cos

Λ0
1

2
< cos

Λ0
2

2
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Λ0
3

2
< 2 cos

Λ0
2

2
,

то существенный спектр оператора 4H̃1
t является объединением четырех отрезков:

σess
(
4H̃1

t

)
=

[
a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1

] ∪ [
a1 + e1 + z̃′′2 , b1 + f1 + z̃′′2

]∪
∪ [

c1 + e1 + z̃′′1 , d1 + f1 + z̃′′1
] ∪ [

e1 + z̃′′1 + z̃′′2 , f1 + z̃′′1 + z̃′′2
]
,

или

σess
(
4H̃1

t

)
=

[
a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1

] ∪ [
a1 + c1 + z′′3 , b1 + d1 + z′′3

]∪[
a1 + e1 + z̃′′2 , b1 + f1 + z̃′′2

] ∪ [
a1 + z̃′′2 + z′′3 , f1 + z̃′′2 + z′′3

]
,

или

σess
(
4H̃1

t

)
=

[
a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1

] ∪ [
a1 + c1 + z′′3 , b1 + d1 + z′′3

]∪
∪ [

c1 + e1 + z̃′′1 , d1 + f1 + z̃′′1
] ∪ [

c1 + z̃′′1 + z′′3 , d1 + z̃′′1 + z′′3
]
,
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а дискретный спектр оператора 4H̃1
t пуст.

C. Если
12B
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2
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то существенный спектр оператора 4H̃1
t является объединением двух отрезков:

σess
(
4H̃1

t

)
=

[
a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1

] ∪ [
c1 + e1 + z̃′′1 , d1 + f1 + z̃′′1

]
,

или
σess

(
4H̃1

t

)
=

[
a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1

] ∪ [
a1 + e1 + z̃′′2 , b1 + f1 + z̃′′2

]
,

или
σess

(
4H̃1

t

)
=

[
a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1

] ∪ [
a1 + c1 + z′′3 , b1 + d1 + z′′3

]
,

а дискретный спектр оператора 4H̃1
t пуст.

D. Если

0 < U � 12B

W
cos

Λ0
1

2
, или 0 < U � 12B

W
cos

Λ0
2

2
, или 0 < U � 6B

W
cos

Λ0
3

2
,

то существенный спектр оператора 4H̃1
t состоит из единственного отрезка:

σess
(
4H̃1

t

)
=

[
a1 + c1 + e1, b1 + d1 + f1

]
,

а дискретный спектр оператора 4H̃1
t пуст.

Теорема 11 доказывается аналогично теореме 10.
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Аннотация. Для линейной нестационарной сингулярно возмущенной системы с постоянным за-
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1. Введение. Сингулярно возмущенные системы с малым параметром при производной явля-
ются математическими моделями динамических систем, в которых реализуются одновременно
несколько взаимосвязанных подпроцессов с существенно различающимися темпами изменения
переменных (см. [11, 15, 22, 45, 49, 53] и ссылки в них).
В математической теории управления при решении задач анализа и синтеза для сингулярно

возмущенных систем возникают проблемы, обусловленные их многотемповостью. Например, это
проблемы, связанные с высокой размерностью и вычислительной жесткостью моделей в форме
дифференциальных уравнений с малым параметром при старшей производной, с зависимостью
от параметра условий наличия структурных свойств, а также законов управления и наблюдения
такими системами.
Исследование системы может упроститься, если она с помощью некоторого оператора пре-

образования может быть приведена к более простой форме (см. [14, 27]). Для многотемповых
систем такого упрощения можно достичь, если имеется возможность представить систему в фор-
ме с разделенными по темпам переменными. т.е. расщепить (декомпозировать) многотемповую
систему на независимые подсистемы в разных масштабах времени, описывающих движения с
различными скоростями. Проблема применения декомпозиционного подхода заключается в том,
чтобы установить условия на параметры исходной системы, при которых возможна точная или
асимптотическая декомпозиция сингулярно возмущенной системы и связанных с ней объектов,
построить соответствующие преобразования и исследовать их асимптотику и действие.
Для сингулярно возмущенной системы декомпозицию можно реализовать на основе метода

пограничных функций А. Б. Васильевой и В. Ф. Бутузова (см. [10]), метода интегральных много-
образий Н. И. Боголюбова и Ю. А. Митропольского (см. [9]), с помощью невырожденной замены
переменных Чанга (см. [38]).
Метод погранфункций позволяет выполнять декомпозицию сингулярно возмущенных систем

на основе описания движений с различными темпами в разных масштабах времени и асимпто-
тического разложения разделенных по темпам переменных. ОЁприменении метода погранфунк-
ций для решения задач теории управления сингулярно возмущенными системами см., напри-
мер, [11, 15, 16, 53] и ссылки там. Метод погранфункций для сингулярно возмущенных систем с
запаздыванием развивается в [63].
Метод интегральных многообразий реализует геометрический подход к декомпозиции. Он ос-

нован на существовании интегральных многообразий медленных и быстрых движений (см. [29]),
в силу чего фазовое пространство конечномерных двухтемповых систем может быть разложе-
но в прямую сумму двух интегральных многообразий. Асимптотические методы, основанные на
технике интегральных многообразий, развивались и применялись к сингулярно возмущенным си-
стемам управления в [28,29,40,41,44–47,61,63]. В алгебраической форме подход к декомпозиции
сингулярно возмущенной системы, основанный на методе интегральных многообразий, эквива-
лентен построению такого преобразования вектора состояний, что в терминах нового вектора
состояния динамика быстрых и медленных движений описывается независимыми друг от друга
подсистемами, а матрица сингулярно возмущенной системы преобразуется к квазитреугольно-
му и блочно-диагональному виду. При этом и само преобразование, и матрицы расщепленной
системы могут быть представлены в виде асимптотических разложений по малому параметру.
Взаимосвязь между некоторыми подходами к декомпозиции линейных разнотемповых систем
обсуждалась в [59].
В настоящей работе используется алгебраический подход к декомпозиции сингулярно возму-

щенных систем с помощью расщепляющего преобразования. Впервые невырожденное линейное
расщепляющее преобразование для нестационарной линейной сингулярно возмущенной системы
без запаздывания было предложено Чангом [38] и далее использовалось и развивалось в много-
численных исследованиях (см. [1, 12, 13, 20, 21, 26, 28, 29, 36, 38, 39, 42, 43, 48, 50, 57, 60–62, 67, 68] и
ссылки там).
Наличие запаздывания отражает объективное свойство инерционности систем, так или иначе

присущее любым реальным процессам, и приводит к моделям, описываемым функционально-
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дифференциальными уравнениями (см. [31]). Современные исследования по системам с запаз-
дываниям изложены в [30, 40, 45, 56, 60]. Сингулярно возмущенные системы с запаздыванием с
точки зрения декомпозиции изучены гораздо слабее. Присутствие запаздывания в модели опре-
деляет особенности и принципиальные трудности разработки методов декомпозиции, что связано
с бесконечномерностью пространства состояний систем с запаздыванием.
В отличие от систем без запаздывания, класс преобразований для систем с запаздыванием

включает функциональные (нелокальные по времени) преобразования. Вопросы построения пре-
образований для систем с запаздыванием изучались в [18, 24, 25, 37]. Вопросы исследования раз-
личных групп преобразований для нестационарных линейных систем изучались в [3, 4, 6, 14].
Свойства операторов сдвига исследовались в [2].
Для сингулярно возмущенных систем с запаздыванием расщепляющее преобразование стро-

илось в основном в случае малого запаздывания (см. [41, 46, 52, 57, 58]). Вопросы построения и
анализа расщепляющего преобразования для систем с немалым (фиксированным) запаздыванием
менее изучены.
Наличие «немалого» запаздывания в модели вносит особенности и принципиальные сложно-

сти как в разработку методов декомпозиции, так и в его результаты. Так, например, локальная
замена переменных из преобразования Чанга (см. [38]) при применении ее к сингулярно возму-
щенной системе с постоянным запаздыванием приводит лишь к частичной декомпозиции системы
(см. [51]); функциональные преобразования систем с запаздыванием могут привести к измене-
нию пространства решений (см. [18, 24, 25]); получение оценок значений параметра, при которой
справедливы аппроксимации, требует оценок для функциональных матриц; аппроксимации более
высокого порядка (например, второго порядка для решений сингулярно возмущенных систем без
запаздывания из [48]) не переносятся напрямую на сингулярно возмущенные системы с запаз-
дыванием из-за нелокального характера преобразований, выполняющих точную декомпозицию
таких систем.
Для стационарных сингулярно возмущенных систем с немалым запаздыванием расщепляющие

преобразования строились в [19, 44, 45, 47, 51]. Замена переменных в [19] приводит к изменению
оператора системы, асимптотический анализ преобразования не производился. В [44, 45] на ос-
нове асимптотической декомпозиции строятся аппроксимирующие подсистемы первого порядка
(медленная и быстрая); расщепляющее преобразование не строится. Для нестационарных син-
гулярно возмущенных систем с постоянным запаздыванием в обеих переменных расщепляющее
преобразование ранее не строилось.
В связи с этим возникают задачи построения и обоснования преобразования Ляпунова, обоб-

щающего преобразование Чанга на случай линейных нестационарных сингулярно возмущенных
систем с запаздыванием, получения аппроксимаций расщепляющего преобразования, расщеплен-
ной системы и решения исходной системы. Инвариантами преобразования Ляпунова являются
характеристическая матрица системы, структурные свойства управляемости, наблюдаемости и
стабилизируемости системы (см. [25]), класс системы (см. [5]), многие асимптотические характе-
ристики решений линейных систем (см. [23, с. 3]).
Ранее в работах автора [33,34,54,64–66] построено невырожденное расщепляющее преобразова-

ние, обобщающее преобразование Чанга на линейные стационарные, нестационарные сингулярно
возмущенные функционально-дифференциальные системы с конечным запаздыванием (как по-
точечным, так и распределенным) только в медленных переменных, стационарные сингулярно
возмущенные системы с запаздыванием на шкалах для D- и R-моделей. Доказывается оценка для
значений малого параметра, при которых справедлива аппроксимация расщепляющего преобра-
зования.
В настоящей работе, развивающей предыдущие работы автора, разрабатывается расщепляю-

щее преобразование для линейной нестационарной сингулярно возмущенной системы, содержа-
щей постоянное запаздывание в медленной и быстрой переменных состояния в уравнении мед-
ленной переменной. Используется погружение системы в семейство систем с запаздыванием в
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расширенном пространстве состояний, что позволяет расширить класс возможных замен пере-
менных. Операторный подход и представление оператора правой части системы в кольце фор-
мальных степенных рядов позволяют применять алгебраическую технику работы с матрицами
над кольцом формальных степенных рядов, алгебраические свойства оператора запаздывания.
В работе используются следующие обозначения.

R—поле вещественных чисел;
R
n — векторное пространство n-мерных векторов с элементами из R;

R
k×s—множество (k × s)-матриц с элементами из R;

C (T ;R)—кольцо непрерывных на T вещественных функций;
PC (T ;Rn)—пространство n-вектор функций, кусочно непрерывных на T ;
C̄ (T ;Rn)—пространство n-вектор функций, ограниченных и непрерывных на T ;
C1
(
T ;Rk×s

)
—множество непрерывно дифференцируемых (k × s)-матричнозначных функций;

R[μ, z]—кольцо всех полиномов от μ, z над кольцом R;
R[z]—кольцо всех полиномов от z над кольцом R;
Rj[z]—кольцо полиномов степени не выше j от z над кольцом R;
Rij [μ, z]—кольцо полиномов от двух переменных: переменной μ (степени не выше i) и z (степени
не выше j) над кольцом R;
R[[μ; z]]—кольцо формальных степенных рядов от двух переменных μ, z над кольцом R;
En — единичная (n× n)-матрица.

2. Исследуемая система. Постановка задач. Рассмотрим линейную нестационарную син-
гулярно возмущенную систему с постоянным запаздыванием по состоянию:{

ẋ(t) = A10(t)x(t) +A11(t)x(t− h) +A20(t)y(t) +A21(t)y(t− h),

μẏ(t) = A3(t)x(t) +A4(t)y(t), t ∈ T
�
= [t0, t1].

(1)

Здесь x—медленная переменная, y— быстрая переменная, x ∈ R
n1 , y ∈ R

n2 , μ—параметр, μ ∈
(0, μ0], μ0 � 1, h = const > 0— запаздывание, Aij(t), i = 1, 2, j = 0, 1, Ak(t), k = 3, 4, — матричные
функции подходящих размеров, элементы которых предполагаются достаточно гладкими (точная
гладкость указана ниже).
Далее запись f(·) означает реализацию заданной на T функции f(t) аргумента t, t ∈ T , рас-

сматриваемую как единое целое (элемент некоторого пространства функций, например, C(T ;R)).
При фиксированном μ ∈ (0, μ0] под состоянием системы (1) в момент времени t ∈ T понимаем

n-вектор функцию

zt(·, μ) �
=
(
x(τ, μ), y(τ, μ), τ ∈ [t− h, t]

) ∈ PC
(
[t− h, t];Rn

)
.

Таким образом, пространство состояний системы (1) — это PC
(
[t− h, t);Rn

)
.

С системой (1) связаны не зависящие от параметра μ вырожденная система и система погранс-
лоя, которые формально получаются из сингулярно возмущенной системы, если рассмотреть ее
отдельно в «быстрой» и «медленной» временных шкалах при μ = 0 (см. [35]).
Пусть A3(t), A4(t) продолжены влево на Th

�
= [t0 − h, t0]. Тогда для вырожденной системы при

справедливо представление{
ẋs(t) = As0(t)xs(t) +As1(t)xs(t− h), xs ∈ R

n1 , t ∈ T,
Asj(t) =: A1j(t)−A2j(t)A

−1
4 (t− jh)A3(t− jh), j = 0, 1, t ∈ T. (2)

Вырожденная система (2) представляет собой n1-мерную нестационарную систему с запаздыва-
нием в состоянии.
Система погранслоя, соответствующая (1), может быть получена, если рассмотреть систему (1)

в «растянутой» шкале времени: τ = (t− t0)/μ, и положить μ = 0:⎧⎨
⎩
d

dτ
yf(τ) = A4(t0)yf (τ), τ ∈ Tμ

�
=

[
0,
t1 − t0
μ

]
,

yf(τ) = y(t0 + μτ), yf ∈ R
n2 .

(3)
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Система погранслоя (3) является стационарной системой размерности n2 без запаздывания.
Далее будет установлена связь между исходной системой (1), ее вырожденной системой (2) и

системой погранслоя (3).

Постановка задач. Для системы (1) построить и обосновать преобразование Ляпунова, обоб-
щающее расщепляющее преобразование Чанга (см. [38]) на систему (1) и при всех достаточно
малых значениях параметра μ > 0 осуществляющее полную декомпозицию исходной двухтем-
повой системы на две независимые подсистемы меньших размеров, чем исходная: отдельно по
быстрой и медленной переменным. Построить асимптотику и исследовать действие асимптоти-
ческих аппроксимаций преобразования, установить связь между матрицами исходной системы и
асимптотическими аппроксимациями матриц расщепленной системы.

3. Операторная форма представления линейной нестационарной сингулярно возму-
щенной системы с запаздыванием. Представим правую часть системы (1) в операторной
форме. Для этого на множестве дифференцируемых функций введем оператор дифференциро-
вания p �

= d/dt и для заданного h ∈ (0,+∞) на множестве ограниченных функций — оператор
чистого запаздывания e−ph:

e−phx(t) = x(t− h), e−jphx(t) = x(t− jh),

e−phf(x)x(t) = f(t− h)e−phx(t) = f(t− h)x(t− h).
(4)

Корректность представления оператора чистого запаздывания в экспоненциальной форме дока-
зана в [55, утверждение 2.5].
Обозначим через Ai(t, e

−ph), i = 1, 2, ограниченные на T функциональные операторы

Ai(t, e
−ph) : PC([t− h, t];Rn1) → R

ni , Ai(t, e
−ph) = Ai0(t) +Ai1(t)e

−ph, i = 1, 2. (5)

Ограниченность на T операторов (5) следует из ограниченности на T матричных функций Aij(t),
i = 1, 2, j = 0, 1, и ограниченности оператора запаздывания e−ph на множестве ограниченных
функций (см. [2]). Тогда систему (1) можно записать в виде{

ẋ(t) = A1(t, e
−ph)x(t) +A2(t, e

−ph)y(t),

μẏ(t) = A3(t)x(t) +A4(t)y(t), t ∈ T. (6)

Определим блочную матрицу

A(t, e−ph) =

(
A1(t, e

−ph) A2(t, e
−ph)

A3(t) A4(t)

)
, (7)

и представим ее в виде
A(t, e−ph) = A0(t) +A1(t)e

−ph, (8)
где

A0(t) =

(
A10(t) A20(t)
A3(t) A4(t)

)
, A1(t) =

(
A11(t) A21(t)

0 0

)
. (9)

Класс блочных (n× n)-матричных операторов A(t, e−ph) вида (8), (9) обозначим через Ah.
Введем обозначение M = diag{En1 , μEn2} и по параметрам системы (1) определим соглас-

но (6)–(9) блочный (n× n)-оператор правой части системы (1):

Aμ = A(t, μ, e−ph) = M−1A(t, e−ph) =

(
A1(t, e

−ph) A2(t, e
−ph)

μ−1A3(t) μ−1A4(t)

)
. (10)

Множество операторов A(t, μ, e−ph) вида (10) обозначим Aμ.
Положим n = n1 + n2 и z′ = (x′, y′)′, где ′ — символ транспонирования. С учетом введенного

оператора (10) и представления (6) систему (1) можно записать в виде

ż(t) = A(t, μ, e−ph)z(t), z ∈ R
n. (11)

Отождествим систему (11) с матричным оператором Aμ = A(t, μ, e−ph) ∈ Aμ. Совокупность
всех таких операторов с непрерывными на T компонентами (т.е. систем вида (11), (10), (5) с
пространством состояний PC([t− h, t];Rn)) обозначим Σh.
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4. Расширение пространства состояний и погружение линейной нестационарной
сингулярно возмущенной системы с запаздыванием в семейство. Построим преобразо-
вание, выполняющее полную декомпозицию системы (1) на независимые подсистемы по темпам
изменения переменных. Одним из способов построения операторов преобразования для систем
дифференциальных уравнений является определение замены переменных.
В общем случае точечной заменой переменных нельзя привести линейную нестационарную

сингулярно возмущенную систему с запаздыванием к системе с разделенными движениями в
том же функциональном пространстве состояний. Это эквивалентно утверждению, что преоб-
разованиями из класса операторов без запаздывания нельзя в общем случае добиться полного
расщепления системы с запаздыванием. Продемонстрируем это на примере.

Пример 1. Рассмотрим линейную нестационарную сингулярно возмущенную систему с за-
паздыванием вида (1): {

ẋ(t) = −x(t) + x(t− h) + y(t− h),

μẏ(t) = −x(t)− y(t), x ∈ R, y ∈ R,
(12)

оператор правой части которой имеет вид

Aμ =

(−1 + e−ph e−ph

−1/μ −1/μ

)
. (13)

Будем искать невырожденную матрицу преобразований в виде

G =

(
g1 g2
g3 g4

)
, gi ∈ R, i = 1, 2, 3, 4. (14)

Применим преобразование (14) к системе (13) (см. [5, с. 42]). Тогда преобразованная матрица
системы имеет вид

G ∗Aμ =
1

μ(−g2g3 + g1g4)
×

×
(
g1(g2 − μ(1− e−ph)g4) + g3(g2 + g4μe

−ph) g22 + g24 μ e
−ph + g2g4(1− μ(1− e−ph))

−g21 − g23 μ e
−ph − g1g3(1− μ(1− e−ph)) −g1(g2 + g4) + μ g3(g2 − e−ph(g2 + g4))

)
.

Чтобы система расщеплялась, матрица преобразованной системы болжна быть диагональной.
Это равносильно тому, что при любых μ и z система уравнений{

g2(g2 + g4) + g4(g4 + g2)μz − g2g4μ = 0,

−g1(g1 + g3)− g3(g3 + g1)μz + g1g3μ = 0

разрешима относительно gi, i = 1, 2, 3, 4. Легко видеть, что это возможно только при g1 = g2 =
g3 = g4 = 0, что невозможно для невырожденной матрицы преобразований G.

Вместе с тем, для систем с запаздыванием естественно рассматривать классы преобразований,
порождаемые нелокальными заменами переменных, включающими запаздывание (см. [25, R1–
R4]). Однако можно показать, что в общем случае преобразованиями из того же класса, что
и оператор системы, т.е. преобразованиями с конечным запаздыванием, тоже нельзя добиться
полного расщепления.

Утверждение 1. Существуют такие линейные нестационарные сингулярно возмущенные
системы с запаздыванием, что преобразованием с конечным запаздыванием нельзя добиться
полного расщепления по темпам.

Для построения оператора преобразования, выполняющего полное расщепление системы (1) по
темпам изменения переменных, погрузим пространство состояний PC([t − h, t];Rn) системы (1)
в пространство PC((−∞, t];Rn) и будем искать оператор преобразования, порождаемый нело-
кальной заменой переменных в расширенном пространстве состояний.
Опишем процесс погружения.
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Предположения.
(i) Корни λ(A4(t)) характеристического уравнения det(λEn2 −A4(t)) = 0 матрицы A4(t) удо-

влетворяют неравенству Reλ(A4(t)) < −2γ < 0 для всех t ∈ T , γ = const > 0;
(ii) ‖A4(t)‖ � c2 для всех t ∈ T ;
(iii) ‖Ȧ4(t)‖ � β для всех t ∈ T .
Предположения (i)–(iii) гарантируют, что любая система из семейства быстрых подсистем,

связанных с (1), асимптотически устойчива (см. [35]). При этом из (i) следует, что detA4(t) 	= 0,
t ∈ T .
Погрузим класс Ah операторов (7) в класс Oh нестационарных (n× n)-матричных операторов

Oh(t, e
−ph), t ∈ T , вида

Oh(t, e
−ph) = A0(t) +A1(t)e

−ph, t ∈ T,
где Ai(t) ∈ C̄(T ;Rn×n)—произвольные (n×n)-матричные функции, непрерывные и ограниченные
на T . Таким образом, Oh — это подмножество кольца Rn×n[z], z = e−ph, R = C̄(T,R), (n × n)-
матричных операторов Oh(t, e

−ph) ∈ Oh с непрерывными ограниченными на T элементами из
кольца C̄(T ;R)[z], z = e−ph.
Наряду с Oh определим также класс Oμ зависящих от параметра нестационарных (n × n)-

матричных операторов вида

Oμ(t, μ, e
−ph) = M−1 ·Oh(t, e

−ph), Oh(t, e
−ph) ∈ Oh. (15)

Тогда определенное выше множество Aμ является подклассом класса Oμ, состоящим из завися-
щих от параметра блочных (n× n)-матричных операторов вида (10), (5).
Продолжим с T = [t0, t1] на (−∞, t1] матричные функции Ak(t), k = 1, 2, 3, 4, так, что они

ограничены, непрерывно дифференцируемы и A4(t) удовлетворяет предположению (i) для любого
t ∈ (−∞, t1]. Сохраним для них прежние обозначения.
Погрузим класс операторов Oμ, cодержащий оператор A(t, μ, e−ph) правой части системы (11),

в семейство классов Oμk, k = 1, 2, . . . , определенное следующим образом.
Для произвольных целых k, s, q > 0 определим класс Os×q

k зависящих от параметра нестаци-
онарных (s× q)-матричных операторов вида

Os×q
k (t, μ, e−ph) =M0(t, μ) +M1(t, μ)e

−ph + · · ·+Mk(t, μ)e
−kph, t ∈ T, (16)

где

Mj(t, μ) =
k∑

m=j

μmMm
j (t), j = 0, . . . , k,

Mm
j (t), m = 0, 1, . . . , j, — заданные (s×q)-матричные функции с ограниченными на [t0−kh, t0]∪T

элементами из кольца C̄([t−kh, t];R)[μ, z], z = e−ph; область определения и область значений суть

D(Os×q
k ) = PC([t− kh, t1];R

s), Im(Os×q
k ) = R

q.

Аналогично (15) определим для k = 1, 2, . . . классы Os×q
μk зависящих от параметра нестацио-

нарных (s × q)-матричных операторов вида

Os×q
μk (t, μ, e−ph) = M−1 ·Os×q

k (t, μ, e−ph), Os×q
k (t, μ, e−ph) ∈ Os×q

k . (17)

При k = 1, s = q = n имеем On×n
1 = Oh, On×n

μ1 = Oμ.
Введем также группу Os×q∞ зависящих от параметра нестационарных (s × q)-матричных опе-

раторов

Os×q
∞ (t, μ, e−ph) =

∞∑
j=0

∞∑
m=0

μmMm
j (t)e−jph, t ∈ T,

c ограниченными на (−∞, t1] элементами из кольца C̄((−∞, t1];R)[[μ, z]], z = e−ph, действующих
из PC((−∞, t];Rs) в Rq, и класс Os×q

μ∞ зависящих от параметра нестационарных (s×q)-матричных
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операторов Oμ(t, μ, e
−ph) вида

Os×q
μ∞ (t, μ, e−ph) = M−1 ·Os×q

∞ (t, e−ph), Os×q
∞ (t, e−ph) ∈ Os×q

∞ ;

область определения D(Os×q∞ ) = PC((−∞, t];Rs) и область значений Im(Os×q
k ) = R

q. При s =
q = n верхние индексы n× n в обозначениях операторов и их классов будем опускать, например,
On×n

μ∞ (t, μ, e−ph) = Oμ∞(t, μ, e−ph), On×n
μ∞ = Oμ∞.

В классах Ok, k = 1, 2, . . . , Oμ∞, O∞ операторов (16), (17) выделим подклассы Ak, k = 1, 2, . . . ,
Aμ∞, A∞ операторов вида (16), (17), для которых M0(t), M1(t) имеют вид (9) и Mj(t) ≡ 0, t ∈ T ,
j � 2.
Таким образом, на расширенном пространстве состояний PC((−∞, t];Rn) определены после-

довательности вложенных классов операторов такие что
Ah ⊂ Oh ⊂ · · · ⊂ O(k−1) ⊂ Ok ⊂ · · · ⊂ O∞,

Aμ ⊂ Oμ ⊂ · · · ⊂ Oμ(k−1) ⊂ Oμk ⊂ · · · ⊂ Oμ∞,
Aμ ⊂ Aμ2 ⊂ · · · ⊂ Aμ(k−1) ⊂ Aμk ⊂ · · · ⊂ Aμ∞,

Ak−1 ⊂ Ak ⊂ Ok, A∞ ⊂ O∞, Aμk ⊂ Oμk, Aμ∞ ⊂ Oμ∞.

(18)

Множество Σh систем (11) можно охарактеризовать как множество систем с оператором правой
частиAμ ∈ Aμ и пространством состояний PC([t−h, t];Rn). Наряду с Σh введем также множества
систем с пространством состояний PC((−∞, t];Rn): множество Σ∞ систем вида (11), где вместо
оператора Aμ используется оператор Aμ∞ ∈ Aμ∞, и множество Σ̃∞ систем вида (11), где вместо
оператора Aμ используется оператор Oμ∞ ∈ Oμ∞: Σ∞ ⊂ Σ̃∞.
Таким образом определено погружение множества Σh систем (11) в множество Σ̃∞ систем

вида (11) в расширенном пространстве состояний PC((−∞, t];Rn) с оператором Aμ∞ ∈ Aμ∞
вида (10), в котором элементы матричных блоков Ai0(t), Ai1(t), i = 1, 2, Aj(t), j = 3, 4, являются
функциональными матрицами с элементами из кольца C(T ;R)[[μ, z]], z = e−ph: Σh ⊂ Σ∞.

5. Нелокальная замена переменных и преобразование линейной нестационарной
сингулярно возмущенной системы с запаздыванием. Для системы из Σ∞ с оператором
правой части из Aμ∞ построим расщепляющее преобразование. Рассмотрим в O∞ подмноже-
ство G нестационарных (n × n)-матричных невырожденных при каждом t ∈ (−∞, t1] унимоду-
лярных операторов G(t, μ, e−ph) с элементами из кольца C̄1(T ;R)[[μ, z]], z = e−ph. Определим
произведение G1(μ, e−ph) ·G2(μ, e−ph)(t) двух элементов G1(t, μ, e−ph) и G2(t, μ, e−ph) поточечно
на T , т.е. (

G1(μ, e−ph) ·G2(μ, e−ph)
)
(t) = G1(t, μ, e−ph) ·G2(t, μ, e−ph).

С целью сокращения записей аргументы (t, μ, e−ph) у операторов далее иногда будем опускать.

Утверждение 2. Совокупность G является группой относительно введенной операции
умножения.

Доказательство. Для доказательства надо проверить выполнение трех аксиом:
(a) Для всяких трех элементов G1, G2, G3 верно равенство (G1 ·G2)G3 = G1(G2 ·G3).
(b) Существует такой элемент I ∈ G, называемый единицей, что I ·G = G ·I для любого G ∈ G.
(c) Всякий элемент G ∈ G имеет обратный G−1 ∈ G, для которого GG−1 = G−1G = I.

Из правил умножения матриц и свойств кольца формальных степенных рядов (коммутативное
кольцо с единицей) следует выполнение первых двух аксиом. В качестве I берем единичную
матрицу: I = En. Поскольку для обратимости матрицы над кольцом полиномов необходимо и
достаточно, чтобы она была унимодулярна, с учетом невырожденности G(t, μ, e−ph) при всех
t ∈ (−∞, t1], преобразование (22) невырожденное, откуда следует выполнение требований аксио-
мы (c). �
Группу G можно рассматривать как группу обратимых линейных нелокальных преобразова-

ний. Определим действие GOμ∞ → G∗Oμ∞ группы G операторов преобразования на множестве
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Oμ∞ следующим (сплетающим) равенством:

G ∗Oμ∞ = G−1Oμ∞G−G−1Ġ
�
= Oξη ∈ Oμ∞ (19)

для любых Oμ∞ ∈ Oμ∞, G(t, μ, e−ph) ∈ G. Всякое преобразование G(t, μ, e−ph) ∈ G индуциру-
ет определенное на пространстве PC((−∞, t];Rn1+n2) нелокальное (по времени) преобразование
переменных состояния системы из Σ̃∞ следующим образом:(

x(t)
y(t)

)
= G(t, μ, e−ph)

(
ξ(t)
η(t)

)
, ξ(t) ∈ R

n1 , t ∈ (−∞, t1], (20)
(
ξ(t)
η(t)

)
= G−1(t, μ, e−ph)

(
x(t)
y(t)

)
, η(t) ∈ R

n2 , t ∈ (−∞, t1]. (21)

Тем самым соотношение (19) определяет действие группы G на множестве систем Σ̃∞, которое
является преобразованием системы с оператором Oμ∞, в систему с оператором G ∗Oμ∞ = Oξη.
Это действие разбивает множество всех систем Σ̃∞ на орбиты. Для фиксированной системы
Oμ∞ ∈ Σ̃∞ подмножество G∗Oμ∞ множества On×n, состоящее из всехG∗Oμ∞, когдаG пробегает
G, называется орбитой системы относительно группы G.
Две системы O1

μ∞ и O2
μ∞, лежащие в одной орбите, называются алгебраически эквивалентны-

ми (см. [17, с. 357]). Необходимым и достаточным условием эквивалентности является выполне-
ние равенства O1

μ∞ = G ∗O2
μ∞ при каком либо G ∈ G.

Определим оператор K(t, μ, e−ph) вида

K(t, μ, e−ph) =

(
En1 μH(t, μ, e−ph)

−L(t, μ, e−ph) En2 − μL(t, μ, e−ph)H(t, μ, e−ph)

)
, (22)

где L(t, μ, e−ph) ∈ On2×n1 , H(t, μ, e−ph) ∈ On1×n2 —операторные матрицы подходящих размеров:

L(t, μ, e−ph) ∈ R[[μ, z]], R = C((−∞, t1];R
n2×n1),

H(t, μ, e−ph) ∈ R[[μ, z]], R = C((−∞, t1];R
n1×n2),

K(t, μ, e−ph) ∈ R[[μ, z]], R = C((−∞, t1];R
n×n);

здесь z = e−ph.

Утверждение 3. Оператор K(t, μ, e−ph) (см. (22)унимодулярный и обратимый и определяет
преобразование при всех μ > 0, всех t ∈ T и любых матриц L и H. При этом справедливо
представление

K−1(t, μ, e−ph) =

(
En1 − μH(t, μ, e−ph)L(t, μ, e−ph) −μH(t, μ, e−ph)

L(t, μ, e−ph) En2

)
. (23)

Доказательство. Несложно проверить, что detK(t, μ, e−ph) ≡ 1 для всех μ > 0, t ∈ T , L, H ,
что согласно определению подтверждает унимодулярность матрицы преобразования. Поскольку
для обратимости матрицы над кольцом полиномов необходимо и достаточно, чтобы она была
унимодулярна, то преобразование (22) невырождено. Непосредственным вычислением устанав-
ливается (23). Из невырожденности следует, что преобразование (22), (23) является преобразо-
ванием подобия для любого значения μ, для любых матриц L и H (т.е. принадлежит классу
преобразований R2 при c = 1, k = 0; см. [25]). �

Утверждение 4. Для любых матричных операторов L(t, μ, e−ph) и H(t, μ, e−ph) оператор
K(t, μ, e−ph) принадлежит группе G (см. (22)).

Чтобы переменные в преобразованной системе (19) были разделены по темпам— отдельно по
медленным и быстрым переменным, необходимо и достаточно, чтобы матрица Oξη (см. (19))
имела блочно-диагональный вид. Выясним условия на оператор (22), при которых это верно
для системы из Aμ∞ ⊂ Oμ∞. Для этого получим уравнения, которым должны удовлетворять
матричные операторы H(t, μ, e−ph), L(t, μ, e−ph) из оператора преобразования (22).
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Продифференцируем (21) в силу системы (1) и выполним замену переменных (20) с G = K
(см. (22)). В результате система (1) преобразуется в эквивалентную систему

ξ̇(t) =
[
A1 −A2L−H

(
A3 −A4L+ μLA1 − μLA2L+ μL̇

)]
ξ(t)+

+
[
μ
(
A1 −A2L

)
H −H

(
A4 + μLA2

)− μḢ +A2−

− μH
(
A3 −A4L+ μLA1 − μLA2L+ μL̇

)
H
]
η(t),

μη̇(t) =
[
A3 −A4L+ μLA1 − μLA2L+ μ L̇

]
ξ(t)+

+
[
A4 + μ

(
A3 −A4L+ μLA1 − μLA2L+ μ L̇

)
H
]
η(t), t ∈ (−∞, t1].

(24)

Чтобы медленные и быстрые переменные состояния системы (24) были полностью разделены,
матричные операторы L(t, μ, e−ph), H(t, μ, e−ph) выбираются из условия равенства нулю в систе-
ме (24) коэффициентов при медленных переменных ξ в уравнении для быстрых переменных η
и наоборот. Тогда матричные операторы L(t, μ, e−ph) и H(t, μ, e−ph) должны удовлетворять для
всех t ∈ (−∞, t1] следующим матричным операторным дифференциальным уравнениям Риккати:

μ L̇(t, μ, e−ph) = A4(t)L(t, μ, e−ph)−A3(t)−
− μL(t, μ, e−ph)

(
A1(t, e

−ph)−A2(t, e
−ph)L(t, μ, e−ph)

)
, t ∈ (−∞, t1], (25)

− μ Ḣ(t, μ, e−ph) = H(t, μ, e−ph)A4(t)−A2(t, e
−ph) + μH(t, μ, e−ph)L(t, μ, e−ph)A2(t, e

−ph)−
− μ

(
A1(t, e

−ph)−A2(t, e
−ph)L(t, μ, e−ph)

)
H(t, μ, e−ph), t ∈ (−∞, t1]. (26)

Таким образом, разрешимость уравнений (25),(26) определяет возможность расщепления систе-
мы (1), а вид решений системы (25), (26) — класс расщепляющих преобразований (22).

6. Асимптотика оператора преобразования и расщепленная линейная нестационар-
ная сингулярно возмущенная система с запаздыванием. Обозначим через O(μ) вектор-
функцию f(t, μ) на [a, b] (размерность ясна из контекста), компоненты которой fi(t, μ) таковы,
что для каждого t ∈ [a, b] существуют такие константы μ∗ > 0, c > 0, что для всех μ ∈ (0, μ∗] верно
неравенство ‖fi(t, μ)‖ � cμ, где ‖ · ‖— евклидова норма. Следующее утверждение устанавливает
условия разрешимости уравнений (25), (26), а также асимптотику операторов преобразования
K(t, μ, e−ph) (см. (22)).

Теорема 1. Пусть элементы матричных функций Aij(t), i = 1, 2, j = 0, 1, Ai(t), i = 3, 4,
определены, ограничены и непрерывно дифференцируемы с ограниченными производными на
(−∞, t1], а также предположения (i)–(iii). Тогда существует такое μ∗ ∈ (0, μ0], что для
всех μ ∈ (0, μ∗] существуют ограниченные непрерывно дифференцируемые (с ограниченны-
ми на (−∞, t1] производными) непрерывно зависящие от μ матричные функции L(t, μ, e−ph),
H(t, μ, e−ph), удовлетворяющие дифференциальным матричным уравнениям (25), (26).

Более того, если элементы матричных функций Aij(t), i = 1, 2, j = 0, 1, Ai(t), i = 3, 4,
непрерывно дифференцируемы k раз на (−∞, t1], k = 1, 2, . . . , то при t ∈ (−∞, t1] для L, H
верны асимптотические представления

L(t, μ, e−ph) =

k−1∑
m=0

μmLm(t, e−ph) +O(μk),

H(t, μ, e−ph) =

k−1∑
i=0

μmHm(t, e−ph) +O(μk),

(27)
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где члены асимптотических рядов (27) находятся по итерационной схеме:

Lm+1(t, e−ph) = A−1
4 (t)

(
Lm(t, e−ph)A1(t, e

−ph)−

−
m∑
j=0

Lm−j(t, e−ph)A2(t, e
−ph)Lj(t, e−ph) + L̇

m
(t, e−ph)

)
,

Hm+1(t, e−ph) =

(
A1(t, e

−ph)Hm(t, e−ph)−A2(t, e
−ph)

m∑
i=0

Li(t, e−ph)Hm−i(t, e−ph)−

−
m∑
i=0

H i(t, e−ph)Lm−i(t, e−ph)A2(t, e
−ph)− Ḣ

m
(t, e−ph)

)
A−1

4 (t), m = 0, 1, . . . ,

(28)

с начальными условиями

L0(t, e−ph) = A−1
4 (t)A3(t), H0(t, e−ph) = A2(t, e

−ph)A−1
4 (t). (29)

Кроме того, для любого целого m � 0 матричные функции Lm(t, e−ph), Hm(t, e−ph) из (28), (29)
могут быть представлены в виде конечных сумм:

Lm(t, e−ph) =
m∑
j=0

Lm
j (t)e−jph, Hm(t, e−ph) =

m+1∑
j=0

Hm
j (t)e−jph, (30)

где Lm
j (t), Hm

j (t), Lm(t, z) ∈ Rm[z], R = C((−∞, t1];R
n2×n1), Hm(t, z) ∈ Rm+1[z], z = e−ph,

R = C((−∞, t1];R
n1×n2), вычисляются по рекуррентным формулам

Lm
j (t) = A−1

4 (t)

(
j∑

s=j−1

Lm−1
s (t)A1,j−s(t− sh)−

−
m−1∑
k=0

k∑
s=0

1∑
r=0

Lk
s(t)A2r(t− sh)Lm−k−1

j−s−r

(
t− (r + s)h

)
+ L̇m−1

j (t)
)
, (31)

Hm
j (t) =

(
1∑

s=0

A1s(t)H
m−1
j−s (t− sh)−

−
1∑

k=0

m∑
i=1

m−1∑
s=0

A2k(t)L
i−1
s (t− kh)Hm−i

j−k−s

(
t− (s + k)h

)−

−
m∑

n=1

n∑
k=0

m∑
s=0

Hn−1
k (t)Lm−n

s (t− kh)A2,j−k−s

(
t− (s+ k)h

) − Ḣm−1
j (t)

)
A−1

4 (t− jh), (32)

Hm
j (t) ≡ 0, если j < 0 или m < 0 или j > m+ 1,

с начальными условиями

L0
0(t) = A−1

4 (t)A3(t), Lm
j (t) = 0, если j < 0 или m < 0 или j > m, (33)

H0
0 (t) = A20(t)A

−1
4 (t), H0

1 (t) = A21(t)A
−1
4 (t− h). (34)

Доказательство. Представление системы Aμ ∈ Σh в операторном виде (11) как системы, опре-
деленной над Ah = Rn×n[z], z = e−ph, R = C(T ;R), и определенное в разделе 5 погружение ее
во множество систем над кольцом O∞ = Rn×n[[μ, z]], z = e−ph, R = C((−∞, t1];R), позволяет
применять для доказательства существования решения L, H (см. (27)) схему из [48, с. 212].
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Будем искать решение L уравнения (25) в виде формального степенного ряда по μ с коэффи-
циентами, являющимися полиномами от символа оператора запаздывания e−ph:

L(t, μ, e−ph) =

∞∑
m=0

μm
m∑
j=0

Lm
j (t)e−jph. (35)

Для доказательства (28) подставим представление (35) в уравнение (25). Далее, выполняя преоб-
разования с учетом начальных условий для Lm

j (t) (см. (29)) и определяющих и алгебраических
свойств (4) оператора запаздывания и приравнивая в полученных уравнениях коэффициенты
при одинаковых степенях μ и e−ph, получаем матричные уравнения для нахождения коэффици-
ентов разложения (35), которые решаются последовательно и однозначно в силу справедливости
предположения (i). Отсюда получаем (29), (28) и (30). Ограниченность на (−∞, t1] матричных
операторов Lm(t, e−ph), Hm(t, e−ph), m = 0, 1, 2, . . . , и их производных следует из (29) и (28) и
ограниченности Aij(t), i = 1, 2, j = 0, 1, Ai(t), i = 3, 4, их производных и ограниченности e−ph.
Представления (31)–(32) доказываются по индукции с учетом определяющих и алгебраических

свойств (4) оператора запаздывания e−ph и используют гладкость матриц системы (1).
Для доказательства асимптотической аппроксимации (27) k-го порядка запишем (35) в виде

L(t, μ, e−ph) =

k−1∑
m=0

μmLm(t, μ, e−ph) + μk+1Rk(t, μ, e−ph), (36)

и докажем ограниченность остаточного члена Rk. Подставляя (36) в уравнение (25), получаем
дифференциальное уравнение для остаточного члена Rk. Например, для k = 1 имеем:

μṘ1 = A4R
1 − L̇

0 −L0(A1 −A1L
0)+

+ μ
(
L0A2R

1 −R1A1 + R1L0A2L
0 + μR1A2R

1
)
, (37)

откуда следует интегральное уравнение для R1.
Далее, используя принцип сжимающих отображений, устанавливаем существование единствен-

ного ограниченного на T решения R1 уравнения (37), что доказывает аппроксимацию (27) для L.
Из непрерывности и ограниченности правой части (37) следует непрерывная дифференцируе-
мость R1 и ограниченность μṘ1, что доказывает справедливость оценки (27). Из представле-
ния (36) для L и доказанной выше ограниченности производных правой части следует непрерыв-
ная дифференцируемость L на (−∞, t1] и ограниченность ее производной.
Аналогично с использованием (35), (26), (29), (4) доказывается существование и представление

решения H(t, μ, e−ph) уравнения Сильвестра (26) в виде формального степенного ряда по пара-
метру μ с коэффициентами, являющимися полиномами по оператору запаздывания с требуемыми
свойствами и оценками. При этом решение уравнения (26) ищем в виде формального степенного
ряда по μ с коэффициентами, являющимися полиномами от оператора запаздывания e−ph:

H(t, μ, e−ph) =
∞∑

m=0

μm
m+1∑
j=0

Hm
j (t)e−jph. (38)

Теорема 1 доказана. �
Подставляя (30) в (25), (26), группируя и приравнивая члены при одинаковых степенях μ и

e−ph, убеждаемся в справедливости следующего утверждения.

Следствие 1. Компоненты Lm
j , j = 0,m, Hm

j , j = 0,m+ 1, m = 0, 1, . . . , из (35), (38) удо-
влетворяют уравнениям

L̇m−1
j (t) = A4(t)L

m
j (t)−

j∑
s=j−1

Lm−1
s (t)A1,j−s(t− sh)+

+
m−1∑
k=0

k∑
s=0

1∑
r=0

Lk
s(t)A2r(t− sh)Lm−k−1

j−s−r

(
t− r + s)h

)
, m = 1, 2, . . . , j = 0,m,
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A4(t)L
0
0(t)−A3(t) = 0,

− Ḣm−1
j (t) = Hm

j (t)A4(t− jh) −
1∑

s=0

A1s(t)H
m−1
j−s (t− sh)+

+
1∑

k=0

m∑
i=1

m−1∑
s=0

A2k(t)L
i−1
s (t− kh)Hm−i

j−k−s

(
t− (s + k)h

)
+

+
m∑

n=1

n∑
k=0

m∑
s=0

Hn−1
k (t)Lm−n

s (t− kh)A2,j−k−s

(
t− (s+ k)h

)
,

H0
0 (t)A4(t) = A20(t), H0

1 (t)A4(t− h) = A21(t).

Следствие 2. При выполнении условий теоремы 1 для достаточно малых μ ∈ (0, μ0] в груп-
пе G существует преобразование Ляпунова вида K(t, μ, e−ph) (см. (22)), которое преобразует
систему Aμ (см. (1)) в систему из Oμ∞ с блочно-диагональной матрицей

Aξη = diag
{
Aξ(t, μ, e

−ph), μ−1Aη(t, μ, e
−ph)

}
, (39)

полностью разделяя быструю и медленную динамики:

K−1AμK −K−1K̇ = Aξη(t, μ, e
−ph).

Доказательство. Так как матричные операторы Lm(t, e−ph), Hm(t, e−ph), m = 0, 1, 2, . . . , и их
производные ограничены на (−∞, t1], то из вида (22) оператора K(t, μ, e−ph) и (23) обратного
оператора K−1(t, μ, e−ph) следует ограниченность на (−∞, t1] оператора K(t, μ, e−ph), обратного
к нему K−1(t, μ, e−ph) и его производной K̇(t, μ, e−ph):

‖K(t, μ, e−ph)‖ � α1, ‖K−1(t, μ, e−ph)‖ � α2, ‖K̇(t, μ, e−ph)‖ � β.

Отсюда имеем

sup
t∈(−∞,t1]

(
‖K(t, μ, e−ph)‖+ ‖K−1(t, μ, e−ph)‖+ ‖K̇(t, μ, e−ph)‖

)
� α1 + α2 + β,

откуда следует, что преобразование (22) является преобразованием Ляпунова. �

Следствие 3. Для любой системы Aμ (см. (1)) из Σ∞ при выполнении условий теоремы 1
для всех достаточно малых μ ∈ (0, μ0] в орбите относительно группы невырожденных пре-
образований G имеется система с блочно-диагональной матрицей Aξη ∈ Σ∞ вида (39), где
Aξ(t, μ, e

−ph) ∈ On1×n1, Aη(t, μ, e
−ph) ∈ On2×n2 представимы в виде асимптотических рядов по

параметру μ. При этом преобразование G ∈ G, приводящее систему (11) к системе с блочно-
диагональной матрицей (39), имеет вид (22), где L, H представимы в виде асимптотических
рядов (27) по параметру μ.

Теорема 2. Пусть выполнены предположения теоремы 1. Тогда существует такое μ∗ > 0,
что в результате замены переменных (20) с G(t, μ, e−ph) = K(t, μ, e−ph) (см. (22), (25), (26)) для
всех μ ∈ (0, μ∗] система (1) преобразуется в алгебраически и асимптотически эквивалентную
систему из множества Σξη ⊂ Σ̃∞ с разделенными движениями вида

Σξη :

{
ξ̇(t) = Aξ(t, μ, e

−ph)ξ(t), ξ ∈ R
n1 ,

μη̇(t) = Aη(t, μ, e
−ph)η(t), η ∈ R

n2 ,
t ∈ T, (40)

где
Aξ(t, μ, e

−ph)
�
= A1(t, e

−ph)−A2(t, e
−ph)L(t, μ, e−ph),

Aη(t, μ, e
−ph)

�
= A4(t) + μL(t, μ, e−ph)A2(t, e

−ph).
(41)
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При этом зависящие от параметра μ и оператора запаздывания e−ph матричные операторы
из (40) ограничены на (−∞, t1] и могут быть представлены в виде асимптотических рядов по
малому параметру μ:

Aξ(t, μ, e
−ph) =

∞∑
m=0

μmAm
ξ (t, e−ph), Aη(t, μ, e

−ph) =

∞∑
m=0

μmAm
η (t, e−ph), (42)

где

Am
ξ (t, e−ph) =

m+1∑
j=0

Am
ξj(t)e

−jph, Am
η (t, e−ph) =

m∑
j=0

Am
ηj(t)e

−jph, (43)

и матричные функции Am
ξj(t), A

m
ηj(t) вычисляются итеративно по матричным функциям си-

стемы (1):

A0
ξj(t) = A1j(t)−A2j(t)L

0
0(t− jh), j = 0, 1;

Am
ξj(t) = −

1∑
i=0

A2i(t)L
m
j−i(t− ih), m � 1, j = 0,m+ 1,

A0
η0(t) = A4(t), A0

ηj(t) = 0, j 	= 0,

Am
ηj(t) =

1∑
i=0

Lm−1
j−i (t)A2i(t− (j − i)h), m � 1, j = 0,m,

(44)

Доказательство (40) следует из (24) с учетом (25), (26). Алгебраическая эквивалентность исход-
ной и преобразованной систем вытекает из утверждения 3. Из (24)–(26) следует, что невырож-
денная замена переменных (22) преобразует систему (1) в расщепленную систему (40). Так как
матричные операторы Aμ (см. (10)) и Aξη (см. (19)) лежат в одной орбите действия группы G
на множестве Oμ∞, то они кинематически подобны, а значит, системы (1) и (40) асимптотически
эквивалентны (см. [7, 8]).
Выражения из (41) получаются непосредственно из (19) с учетом (10), (22), (23). Доказатель-

ство представления (42) для Aξ(t, μ, e
−ph) получим из (41), (26) с учетом (35), (38) и определяю-

щих и алгебраических свойств оператора запаздывания. Имеем:

Aξ(t, μ, e
−ph) =

1∑
j=0

A1j(t)e
−jph −

1∑
i=0

A2i(t)e
−iph

∞∑
m=0

μm
m∑
j=0

Lm
j (t)e−jph =

= μ0
1∑

j=0

(
A1j(t)−A2j(t)L

0
0(t− jh)

)
e−jph −

∞∑
m=1

μm
m+1∑
j=0

1∑
i=0

A2i(t)L
m
j−i(t− ih)e−jph,

откуда справедливы выражения (44) для Am
ξj(t). Аналогичным образом доказываются выраже-

ния (44) для Am
ηj(t).

Ограниченность матричных операторов (41) следует из ограниченности операторных матриц
из правой части (41) с учетом теоремы 1. Теорема 2 доказана. �

7. Аппроксимации расщепляющего преобразования и расщепленной линейной
нестационарной сингулярно возмущенной системы с запаздыванием. При любом це-
лом неотрицательном k рассмотрим в Ok совокупность Gk невырожденных при каждом t ∈ T
операторов G(t, μ, e−ph). Для любого k = 1, 2, . . . справедливы включения Gk ⊂ Gk+1.
Наряду с расщепляющим преобразованием K(t, μ, e−ph) (см. (22)) для любого k = 1, 2, . . .

определим действующие на множестве Oμ∞ его асимптотические аппроксимации — операторы
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K [k](t, μ, e−ph) ∈ G2k−1 вида

K[k](t, μ, e−ph) =

⎛
⎜⎜⎝

En1 μ
k−1∑
m=0

μmHm(t, e−ph)

−
k−1∑
m=0

μmLm(t, e−ph) En2 − μ
k−1∑
m=0

μmLm(t, e−ph)
k−1∑
n=0

μnHn(t, e−ph)

⎞
⎟⎟⎠ , (45)

где Hm(t, e−ph, Lm(t, e−ph) определены в (28):

K[k](t, μ, e−ph) ∈ R2k−1,2k−1[μ, z], z = e−ph, R = C((−∞, t1];R
n×n).

Утверждение 5. Для любого целого k � 1 оператор K[k](t, μ, e−ph) вида (45) является уни-
модулярным и обратимым для всех μ > 0 и t ∈ T . При этом справедливо представление
(
K [k]

)−1
(t, μ, e−ph) =

=

⎛
⎜⎜⎝
En1 − μ

k−1∑
n=0

μnHn(t, e−ph)
k−1∑
m=0

μmL(t, e−ph) −μ
k−1∑
m=0

μmHm(t, e−ph)

k−1∑
m=0

μmLm(t, e−ph) En2

⎞
⎟⎟⎠ . (46)

Доказательство. Поскольку detK [k](t, μ, e−ph) ≡ 1 для всех k � 1, матрица K [k](t, μ, e−ph) уни-
модулярна. Так как для обратимости матрицы над кольцом полиномов необходимо и достаточно,
чтобы она была унимодулярна, этим доказано первая часть утверждения. Представление (46)
доказывается непосредственным вычислением. �
Для любого k = 1, 2, . . . действие оператора преобразования K [k] (см. (45)) на оператор Aμ

системы (11) определим согласно (19) с заменой G на K [k]:

K [k] ∗Aμ =
(
K [k]

)−1
AμK

[k] − (K [k]
)−1

K̇
[k]
. (47)

В дальнейшем нам понадобится следующее представление преобразования K [k](t, μ, e−ph)
(см. (45)), вытекающее из (45) и (28):

K[k](t, μ, e−ph) =
2k−1∑
j=0

K
[k]
j (t, μ)e−jph, K

[k]
j (t, μ) =

(
K

[k]
j11(t, μ) K

[k]
j12(t, μ)

K
[k]
j21(t, μ) K

[k]
j22(t, μ)

)
, (48)

где K [k]
jsr(t, μ)— (ns × nr)-матричные нестационарные операторы, s = 1, 2, r = 1, 2. В частности,

для k = 1, 2 имеем:

K
[k]
j11(t, μ) = δ0jEn1 , K

[k]
j12(t, μ) =

k∑
m=max{1,j}

μmHm−1
j (t), K

[k]
j21(t, μ) = −

k−1∑
m=j

μmLm
j (t),

K
[k]
j22(t, μ) = δ0jEn2 −

k∑
m=max{1,j}

μm
k−1∑
n=0

min{n,j}∑
i=n+j−m

Ln
i (t)H

m−n−1
j−i (t− ih)−

− δ2kμ
3

1∑
i=max{j−2,0}

L1
i (t)H

1
j−i(t− ih), k = 1, 2,

(49)

где δij — символ Кронекера. Из (48), (49) следует

K
[1]
0 (t, μ) =

(
O(1) O(μ)
O(1) O(1)

)
, K

[1]
1 (t, μ) =

(
0 O(μ)
0 O(μ)

)
, K

[2]
0 (t, μ) =

(
O(1) O(μ)
O(1) O(1)

)
,

K
[2]
1 (t, μ) =

(
0 O(μ)

O(μ) O(μ)

)
, K

[2]
2 (t, μ) =

(
0 O(μ2)
0 O(μ2)

)
, K

[2]
3 (t, μ) =

(
0 0
0 O(μ3)

)
.

(50)
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Следствие 4. Справедливо представление

(
K[k]

)−1
(t, μ, e−ph) =

2k−1∑
j=0

K̄
[k]
j (t, μ)e−jph, K̄

[k]
j (t, μ) =

(
K̄

[k]
j11(t, μ) K̄

[k]
j12(t, μ)

K̄
[k]
j21(t, μ) K̄

[k]
j22(t, μ)

)
, (51)

где K̄ [k]
j (t, μ) выражены через (28).

В частности, для k = 1, 2 верно

K̄
[k]
j11(t, μ) = δ0jEn1 −

k∑
m=max{1,j}

μm
1∑

n=0

min{n,j}∑
i=n+j−m

Hm−n−1
j−i (t)Ln

i

(
t− (j − i)h

)−

− kμ3
1∑

i=max{j−2,0}
H1

j−i(t)L
1
i

(
t− (j − i)h

)
, k = 1, 2,

K̄
[k]
j12(t, μ) = −

k∑
m=max{1,j}

μmHm−1
j (t), K̄

[k]
j21(t, μ) =

k−1∑
m=j

μmLm
j (t),

K̄
[k]
j22(t, μ) = δ0jEn2 , k = 1, 2, 3, . . . .

(52)

Из (51) и (52) следует

K̄
[1]
0 (t, μ) =

(
O(1) O(μ)
O(1) O(1)

)
, K̄

[1]
1 (t, μ) =

(
O(μ) O(μ)
0 0

)
, K̄

[2]
0 (t, μ) =

(
O(1) O(μ)
O(1) O(1)

)
,

K̄
[2]
1 (t, μ) =

(
O(μ) O(μ)
O(μ) 0

)
, K̄

[2]
2 (t, μ) =

(
O(μ2) O(μ2)

0 0

)
, K̄

[2]
3 (t, μ) =

(
O(μ3) 0

0 0

)
.

(53)

Утверждение 6. В общем случае для k = 1, 2, . . . преобразование K[k](t, μ, e−ph) (см. (45))
системы (11) приводит лишь к аппроксимативной декомпозиции в следующем смысле: блочная
матрица преобразованной системы, полученной в результате преобразования (45), имеет диа-
гональные блоки, являющиеся O(μ)-возмущением диагональных блоков Aξ, Aη матрицы (39)
расщепленной системы (40) и внедиагональные матричные блоки, элементы которых имеют
порядок малости не менее O(μ).

Доказательство. Проведем доказательство для случая k = 1 (для k > 1 доказательство прово-
дится аналогично). Имеем из (45):

K [1](t, μ, e−ph) =

(
En1 μH0(t, e−ph)

−L0(t, e−ph) En2 − μL0(t, e−ph)H0(t, e−ph)

)
, (54)

(
K [1]

)−1
(t, μ, e−ph) =

(
En1 − μH0(t, e−ph)L0(t, e−ph) −μH0(t, e−ph)

L0(t, e−ph) En2

)
, (55)

Подставим в (47) значение k = 1, оператор Aμ (см. (7)), а также (54) и (55) (для сокращения
записей аргументы (t, e−ph) опускаем):

K [1] ∗Aμ =

(
En1 − μH0L0 −μH0

L0 En2

)(
A1 A2

μ−1A3 μ−1A4

)(
En1 μH0

−L0 En2 − μL0H0

)
−

−
(
En1 − μH0L0 −μH0

L0 En2

)(
0n1 × n1 μḢ

0

−L̇
0 −μL̇0

H0 − μL0Ḣ
0

)
. (56)

Выполняя операции над матрицами с учетом (30), (31), (33), (32), (34) получаем:

K [1] ∗Aμ = diag
{
En1 , μ

−1En2

}×
×
(
A1 −A2L

0 − μH0A4L
1 μ

(
H1A4 −A2L

0 + μH0A4L
1
)
H0

−μA4L
1 A4 + μ2

(
L0A2 + μL0(A1 −A2L

0)H0
)
)
. (57)
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Сравнение равенства (57) с (40), (41) с учетом ограниченности Lm,Hm завершает доказательство
утверждения. �
Из сравнения (57) с представлением матриц вырожденной системы (2) и системы погранслоя

(3) вытекает справедливость следующего утверждения.

Следствие 5. Диагональные блоки матрицы преобразованной системы, полученной в резуль-
тате преобразования K[1](t, μ, e−ph), являются O(μ)-возмущением матриц вырожденной си-
стемы (2) и системы погранслоя (3), а элементы внедиагональных матричных блоков матрицы
преобразованной системы имеют порядок малости не менее O(μ).

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1 и матрицы системы (1) дифференцируемы
достаточное число раз. Тогда для любых k = 0, 1, 2, . . . существует такое μ∗ > 0, что для
всех μ ∈ (0, μ∗] расщепленная система (40) асимптотически аппроксимируются с точностью
до O(μk+1) системой

ξ̇k(t) =

k∑
m=0

μm
m+1∑
j=0

Am
ξj(t)ξ

k(t− jh), t ∈ T, (58)

d

dτ
ηk(τ) =

k∑
m=0

μm
m∑
j=0

Ãm
ηj(τ)η

k(τ − jh̃), τ ∈ Tμ, τ =
t− t0
μ

, h̃ =
h

μ
, (59)

где ξk ∈ R
n1, ηk ∈ R

n2, матричные функции в (58)–(59) рассчитываются по формулам (44) и

Ãm
ηj(τ) =

m∑
r=j

τm−r

(m− r)!
A

r(m−r)
ηj (t0). (60)

Доказательство. Прежде всего из (42), (43) имеем представление расщепленной системы (40):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ξ̇(t) =

∞∑
m=0

μm
m+1∑
j=0

Am
ξj(t)ξ(t− jh),

μη̇(t) =

∞∑
m=0

μm
m∑
j=0

Am
ηj(t)η(t− jh).

(61)

Из ограниченности операторов L, H (см. (22) и (19)) следует ограниченность матриц (41) систе-
мы (40). Правая часть системы (58) получается путем исключения членов порядка выше O(μk)
из правой части первой системы (61).
Чтобы получить представление (59), перепишем вторую подсистему (61) в быстрой («растяну-

той») шкале времени τ = (t− t0)/μ:

d

dτ
η(τ) =

∞∑
m=0

μm
m∑
j=0

Am
ηj(μτ + t0)η(τ − jh̃). (62)

Введем новую функцию η̃(τ) = η(μτ + t0), τ ∈ Tμ. Тогда из (62) получаем

d

dτ
η̃(τ) =

∞∑
m=0

μm
m∑
j=0

Am
ηj(μτ + t0)η̃(τ − jh̃). (63)

В предположении достаточной гладкости матричных функций Am
ηj(μτ + t0) представим их в виде

степенных рядов по μ :

Am
ηj(μτ + t0) =

∞∑
r=0

μr
τ r

r!
A

m(r)
ηj (t0). (64)

Подставим разложения (64) в (63) и выполним преобразования. С учетом ограниченности мат-
ричных функций Am

ηj(t), исключая в выражениях получившейся системы члены, порядок малости
которых выше O(μk), получаем представление (59). Теорема 3 доказана. �
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Замечание 1. Требования на гладкость матриц системы (1) в теореме 3 таковы, чтобы обес-
печить существование производных матриц Am(r)

ηj (t) до нужного порядка.

Из (48)-(53) вытекает следующее утверждение.

Утверждение 7. В условиях леммы 1 для достаточно малых μ > 0 верно асимптотическое
представление (

K [k]
)−1

AμK
[k] − (K[k]

)−1
K̇

[k]
= Aξη(t, μ, e

−ph) +O(μk)

и справедливо равенство

M
(
K̄

[k]
j M−1A0(t− jh) + K̄

[k]
j−1A1(t− (j − 1)h) + ˙̄K

[k]
j

)
K

[k]
i−j(t− jh) =

=

(
Aξ(t, μ, e

−ph) +O(μk) O(μk)

O(μk) Ãη(t0, μ, e
−ph̃) +O(μk)

)
�
= MA

[k]
ξη (t, μ, e

−ph), (65)

A
[k]
ξη = M−1 diag

{
A

[k]
ξ ,A

[k]
η

}
.

Из (45) с учетом (30) и утверждения 5 получаем следующее утверждение.

Следствие 6. В отличие от преобразования K (см. (22)), которое является преобразовани-
ем с бесконечным запаздыванием (см. (35), (38)), при любых фиксированных k = 1, 2, . . . пре-
образование K [k](t, μ, e−ph) (см. (45)) является преобразованием с конечным запаздыванием и
принадлежит классу невырожденных преобразований R2 (см. [25]).

Известно (см. [25]), что преобразования этого класса сохраняют управляемость, наблюдаемость
и стабилизируемость системы.

Замечание 2. В общем случае асимптотические приближения K(k)(t, μ, e−ph) порядка O(μk)
расщепляющего преобразования K(t, μ, e−ph) (см. (22)), которые получаются, если в представле-
ние (22) подставить асимптотические ряды (27) после необходимых алгебраических преобразова-
ний отбросить в матричных блоках члены порядка выше O(μk), не будут являться унимодуляр-
ными.

Для подтверждения рассмотрим асимптотическое приближение первого порядкаK(1)(t, μ, e−ph)
преобразованияK(t, μ, e−ph) (см. (22)), которое получается, если в представление (22) подставить
асимптотические ряды (27) и отбросить в матричных блоках члены порядка выше O(μ):

K(1)(t, μ, e−ph) =

(
En1 μH0

−L0 − μL1 En2 − μL0H0

)
.

Пусть n1 = n2 = 1. Тогда detK(1)(t, μ, e−ph) = 1 +m2L1(t, μ, e−ph) 	= 1 при L1(t, μ, e−ph) 	= 0, что
подтверждает справедливость замечания.

Утверждение 8. Для любого k � 1 при условии достаточной гладкости и ограниченности
производных матриц системы (1) преобразования K[k](t, μ, e−ph) вида (45) являются преобразо-
ваниями Ляпунова.

Доказательство. При k = 1 из (30)–(34), непрерывной дифференцируемости и ограниченности
матриц исходной системы следует существование непрерывной производной элементов матрицы
K [1](t, μ, e−ph), ограниченность их и их производных. Для k > 1 это следует при условии боль-
шей гладкости и ограниченности матриц исходной системы. Кроме того, для любого k � 1 из
утверждения 5 имеем detK[k](t, μ, e−ph) ≡ 1. Таким образом, для рассматриваемых преобразова-
ний (45) выполнены все требования, и они являются преобразованиями Ляпунова. �
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8. Примеры. Продемонстрируем на примерах построение асимптотических аппроксимаций
расщепляющего преобразования (45) и расщепленной системы (58)–(59).

Пример 2. Пусть система (1) имеет вид{
ẋ(t) = −t x(t) + x(t− h)− sin(t)y(t) + y(t− h), x ∈ R,

μẏ(t) = −x(t)− y(t), y ∈ R, t ∈ T = [0, 10].
(66)

Выпишем параметры систем (1), (66):

n1 = n2 = 1, t0 = 0, t1 = 10,

A10 = (−t), A11 = (1), A20 = (− sin(t)), A21 = (1), A3 = (−1), A4 = (−1),

A0(t) =

(−t − sin(t)
−1 −1

)
, A1(t) =

(
1 1
0 0

)
,

A(t, e−ph) =

(−t+ e−ph − sin(t) + e−ph

−1 −1

)
, Aμ =

(−t+ e−ph − sin(t) + e−ph

−1/μ −1/μ

)
.

Для системы (66) выполнены условия теоремы 1. Согласно (29) рассчитываем

L0(t, e−ph) = 1, H0(t, e−ph) = sin(t)− e−ph.

Согласно (48), (46) получаем

K
[1]
0 (t, μ) =

(
1 − μ sin(t)

−1 1− μ sin(t)

)
, K

[1]
1 (t, μ) =

(
0 −μ
0 μ

)
,

K [1](t, μ, e−ph) =

(
1 μ(sin(t)− e−ph)

−1 1− μ(sin(t)− e−ph)

)
,

(
K [1]

)−1
(t, μ, e−ph) =

(
1− μ(sin(t)− e−ph) −μ(sin(t)− e−ph)

1 1

)
.

Система (66) удовлетворяет условиям теоремы 3. Асимптотическая аппроксимация первого по-
рядка совпадает с вырожденной системой (2) и системой погранслоя (3), которые для систе-
мы (66) имеют вид ⎧⎨

⎩
ẋs(t) = (−t+ sin(t))xs(t), t ∈ T,

d

dτ
yf (τ) = −yf (τ), τ ∈

[
0,

10

μ

]
.

Пример 3. Пусть система (1) имеет вид{
ẋ(t) = −t x(t) + x(t− h) + y(t− h), x ∈ R,

μẏ(t) = −x(t)− y(t), y ∈ R, t ∈ T = [0, 5h].
(67)

Параметры системы (1), (67):

n1 = n2 = 1, t0 = 0, t1 = 5h,

A10 = (−t), A11 = (1), A20 = 0, A21 = (1), A3 = (−1), A4 = (−1).

Для системы (67) выполнены условия теоремы 1. Согласно (31) рассчитываем

L0
0(t) = 1, H0

0 (t) = 0, H0
1 (t) = −1, L1

0(t) = t,

L1
1(t) = 0, H1

0 (t) = 0, H1
1 (t) = −t, H1

2 (t) = −1, t ∈ T.
Согласно (48), (46) получаем

K [1](t, μ, e−ph) =

(
1 −μ e−ph

−1− t μ 1 + μ e−ph

)
,
(
K[1]

)(−1)
(t, μ, e−ph) =

(
1 + μ e−ph μ e−ph

1 + t μ 1

)
,

K [2](t, μ, e−ph) =

(
1 −μe−ph − μ2e−2ph − tμ2e−ph

−1− tμ 1 + μe−ph + μ2(e−2ph + 2te−ph) + μ3(te−2ph + t2e−ph)

)
,
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(
K [2]

)(−1)
(t, μ, e−ph) =

=

(
1 + μe−ph + μ2(e−2ph + 2te−ph) + μ3(te−2ph + t2e−ph) μe−ph + μ2(e−2ph + te−ph)

1 + tμ 1

)
.

Система (67) удовлетворяет условиям теоремы 3. Асимптотическая аппроксимация первого по-
рядка совпадает с вырожденной системой (2) и системой погранслоя (3) для системы (67) и имеет
вид ⎧⎨

⎩
ẋs(t) = −t xs(t), t ∈ T,

d

dτ
yf (τ) = −yf(τ), τ ∈

[
0,

5h

μ

]
.

(68)

Заметим, что в отличие от исходной системы (67) ее вырожденная система и система погранс-
лоя (68) являются системами без запаздывания.
Система асимптотической аппроксимации второго порядка (58), (59) расщепленной системы

для (67) имеет вид ⎧⎪⎨
⎪⎩
ξ̇[2](t) = −tξ[2](t)− μ(t− h)ξ[2](t− h), t ∈ T,

d

dτ
η[2](τ) = −η[2](τ) + μη[2](τ − h

μ
), τ ∈

[
0,

5h

μ

]
.

9. Заключение. Разработанный метод декомпозиции по темпам изменения переменных ли-
нейной нестационарной сингулярно возмущенной системы с запаздыванием использует алгебра-
ический подход представления динамической системы с запаздыванием как системы над кольцом
полиномов от оператора запаздывания, технику погружения системы в семейство систем в расши-
ренном пространстве состояний над кольцом формальных степенных рядов, нелокальную замену
переменных и асимптотические методы.
В результате применения к системе (1) построенного преобразования Ляпунова (22) получается

полностью расщепленная по темпам изменения переменных система с бесконечным запаздыва-
нием с «затухающей» памятью (40), (42), которая алгебраически и асимптотически эквивалентна
исходной системе (1) в расширенном пространстве состояний. При этом расщепленные подсисте-
мы (40), в отличие от исходной системы (1), имеют регулярно зависящую от параметра правую
часть (42), и могут рассматриваться как регулярные возмущения не зависящих от малого пара-
метра вырожденной системы (2) и системы погранслоя (3).
Построенное преобразование (22),(27)–(29) и его асимптотические аппроксимации (45) могут

использоваться для анализа устойчивости, управляемости, наблюдаемости системы (1), асимп-
тотических характеристик её решений. Декомпозиция позволяет получать условия структурных
свойств системы при всех достаточно малых значениях параметра из аналогичных условий для
связанных с ней не зависящих от малого параметра подсистем меньшей размерности — вырож-
денной системы (2) и системы погранслоя (3), разрабатывать робастные законы управления и
наблюдения.
Итерационные схемы (31)–(34) можно использовать для расчета асимптотических аппрокси-

маций (45) любого порядка компонент расщепляющего преобразования (22), (27) и матриц (41)
преобразованной системы (40), построения систем (58), (59) с разделенными по темпам изменения
переменным, асимптотически аппроксимирующих двухтемповую систему (1).
Полученные результаты без принципиальных изменений распространяются на системы ви-

да (1) со многими соизмеримыми запаздываниями. Исследование связи между решениями ис-
ходной системы (1) и преобразованных систем (40), (58)–(59) является предметом дальнейших
исследований автора.
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с помощью некоторого унимодулярного преобразования и обобщает ранее рассмотренные по-
ля. Приведены полные наборы как первых интегралов, так и инвариантных дифференциальных
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1. Примеры интегрирования систем третьего порядка

1.1. Введение. Как известно (см. [14,15,83], нахождение достаточного количества тензорных
инвариантов (не только автономных первых интегралов) облегчает исследование, а иногда поз-
воляет точно проинтегрировать систему дифференциальных уравнений. Например, наличие ин-
вариантной дифференциальной формы фазового объема позволяет уменьшить количество тре-
буемых первых интегралов. Для консервативных (в частности, гамильтоновых) систем этот факт
естествен, когда фазовый поток сохраняет объем с гладкой (или постоянной) плотностью.
Сложнее (в смысле гладкости инвариантов) дело обстоит для систем, обладающих притяги-

вающими или отталкивающими предельными множествами. Для таких систем коэффициенты
искомых инвариантов должны, вообще говоря, включать функции, обладающие существенно
особыми точками (см. также [1, 25, 81]).
Наш подход состоит в том, что для точного интегрирования автономной системы порядка m

надо знать m− 1 независимых тензорных инвариантов. При этом для достижения точной инте-
грируемости приходится соблюдать также ряд дополнительных условий на эти инварианты.
Важные случаи интегрируемых систем с малым числом степеней свободы в неконсервативном

поле сил уже рассматривались в работах автора [26,37,68]. Настоящее исследование распростра-
няет результаты этих работ на более широкий класс динамических систем. При этом в указанных
работах акцент был сделан на нахождение достаточного количества именно первых интегралов.
Но, как известно, иногда полный набор первых интегралов для систем не существует, зато до-
статочное количество инвариантных форм может быть обеспечено.
Для систем классической механики понятия «консервативность», «силовое поле», «диссипа-

ция» и др. вполне естественны. Поскольку в данной работе изучаются динамические системы на
касательном расслоении к гладкому многообразию (пространству положений), уточним данные
понятия для таких систем.
Анализ «в целом» начинается с исследования приведенных уравнений геодезических, левые ча-

сти которых при правильной параметризации представляют собой записи координат ускорения
движения материальной частицы, а правые части приравнены к нулю. Соответственно, величи-
ны, которые подставляются в дальнейшем в правую часть, можно рассматривать как некоторые
обобщенные силы. Такой подход традиционен для классической механики, а теперь он естествен-
но распространяется на более общий случай касательного расслоения к гладкому многообразию.
Последнее позволяет, в некотором смысле, конструировать «силовые поля». Так, например, введя
в систему коэффициенты, линейные по одной из координат (квазискоростей) касательного про-
странства, получим силовое поле с диссипацией разного знака (в зависимости от знака самого
коэффициента).
Хотя словосочетание «диссипация разного знака» несколько противоречиво, тем не менее, бу-

дем его употреблять, учитывая при этом, что в математической физике диссипация «со знаком
«плюс» — это рассеяние полной энергии в обычном смысле, а диссипация «со знаком «минус» —
это своеобразная «подкачка» энергии (при этом в механике силы, обеспечивающие рассеяние
энергии, называются диссипативными, а силы, обеспечивающие подкачку энергии, — разгоняю-
щими).
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Консервативность для систем на касательных расслоениях можно понимать в традиционном
смысле, но мы добавим к этому следующее. Будем говорить, что система консервативна, если она
обладает полным набором гладких первых интегралов; это говорит о том, что она не обладает
притягивающими или отталкивающими предельными множествами. Если же такие множества
имеются, то будем говорить, что система в той или иной области фазового пространства обладает
диссипацией определенного знака. Следствием этого является тот факт, что система обладает
хотя бы одним первым интегралом с существенно особыми точками.
В данной работе силовое поле разделяется на так называемые внутреннюю и внешнюю части.

Внутреннее поле характерно тем, что оно не меняет консервативности системы, тогда как внешнее
может вносить в систему диссипацию разного знака. Заметим также, что вид внутренних силовых
полей заимствован из классической динамики твердого тела (см. [8, 9, 19]).
В данном разделе 1 приведены первые интегралы, а также инвариантные дифференциальные

формы классов однородных по части переменных динамических систем третьего порядка, в кото-
рых может быть выделена система с одной степенью свободы на своем двумерном многообразии.
При этом силовое поле разделяется на внутреннее (консервативное) и внешнее, которое обладает
так называемой знакопеременной диссипацией. Внешнее поле вводится с помощью некоторого
унимодулярного преобразования и обобщает силовые поля, рассматриваемые ранее.

1.2. Некоторые примеры из плоскопараллельной динамики твердого тела, взаимо-
действующего со средой. Рассмотрим плоскопараллельное движение симметричного твердого
тела с передним плоским торцом (одномерной пластиной) в поле силы сопротивления в условиях
квазистационарности (см. [8,19]). Если (v, α)—полярные координаты вектора скорости некоторой
характерной точки D твердого тела (D—центр пластины), Ω— значение его угловой скорости,
I, m—инерционно-массовые характеристики, то динамическая часть уравнений движения тела
(в том числе и в случае аналитических функций Чаплыгина; см. [8,19]), при котором касательные
силы воздействия среды на пластину отсутствуют, примет следующий вид:

v̇ cosα− α̇v sinα− Ωv sinα+ σΩ2 =
Fx

m
,

v̇ sinα+ α̇v cosα+Ωv cosα− σΩ̇ = 0,

IΩ̇ = yN

(
α,

Ω

v

)
s(α)v2,

(1.2.1)

где Fx = −S, S = s(α)v2, σ > 0, v > 0. Первые два уравнения (1.2.1) описывают движение центра
масс на двумерной евклидовой плоскости E2 в проекциях на систему координат Dx1x2, связанную
с телом. При этом Dx1— срединный перпендикуляр к пластине, проходящий через центр масс
C симметричного тела, а Dx2— ось, выбранная вдоль пластины. Третье же уравнение (1.2.1)
получено из теоремы об изменении кинетического момента.
Таким образом, фазовым пространством системы (1.2.1) третьего порядка является прямое

произведение R1
+ × S

1 × so(2) части двумерного цилиндра на алгебру Ли so(2).
Если же рассматривается более общая задача о движении тела при наличии некоторой следя-

щей силы T , проходящей через центр масс и обеспечивающей во все время движения выполнение
равенства (V C — скорость центра масс, см. также [35,40, 43])

V C ≡ const, (1.2.2)

то в системе (1.2.1) вместо Fx должна стоять величина, тождественно равная нулю, поскольку
на тело будет действовать неконсервативная пара сил: T − s(α)v2 ≡ 0, σ = DC. Очевидно, что
для этого нужно выбрать величину следящей силы T в виде

T = Tv(α,Ω) = s(α)v2, T ≡ −S. (1.2.3)

Случай (1.2.3) выбора величины T следящей силы является частным случаем возможности от-
деления независимой подсистемы второго порядка после некоторого преобразования системы
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третьего порядка (1.2.1). Действительно, пусть выполнено следующее условие на величину T :

T = Tv(α,Ω) = τ1

(
α,

Ω

v

)
v2 + τ2

(
α,

Ω

v

)
Ωv + τ3

(
α,

Ω

v

)
Ω2 = T1

(
α,

Ω

v

)
v2.

Систему (1.2.1) можно переписать в виде

v̇ + σΩ2 cosα− σ sinα

[
v2

I
yN

(
α,

Ω

v

)
s(α)

]
=

1

m

[
T1

(
α,

Ω

v

)
v2 − s(α)v2

]
cosα,

α̇v +Ωv − σ cosα

[
v2

I
yN

(
α,

Ω

v

)
s(α)

]
− σΩ2 sinα =

1

m

[
s(α)v2 − T1

(
α,

Ω

v

)
v2
]
sinα,

Ω̇ =
v2

I
yN

(
α,

Ω

v

)
s(α).

(1.2.4)

Введя далее новые фазовую переменную и дифференцирование по формулам

Ω = n1vω, 〈̇〉 = n1v
〈′〉 , n1 > 0, n1 = const,

приведем систему (1.2.4) к следующему виду:

v′ = vΨ(α, ω), (1.2.5)

α′ = −ω + σn1ω
2 sinα+

[
σ

In1
yN (α, n1ω) s(α)

]
cosα− T1 (α, n1ω)− s(α)

mn1
sinα, (1.2.6)

ω′ =
1

In21
yN (α, n1ω) s(α)− ω

[
σ

In1
yN (α, n1ω) s(α)

]
sinα+

+ σn1ω
3 cosα− ω

T1 (α, n1ω)− s(α)

mn1
cosα, (1.2.7)

Ψ(α, ω) = −σn1ω2 cosα+

[
σ

In1
yN (α, n1ω) s(α)

]
sinα+

T1 (α, n1ω)− s(α)

mn1
cosα. (1.2.8)

Видно, что в системе третьего порядка (1.2.5), (1.2.7) может быть выделена независимая подси-
стема второго порядка (1.2.7), которая может быть самостоятельно рассмотрена на своем двумер-
ном фазовом цилиндре. В частности, при выполнении условия (1.2.3) только что рассмотренный
прием выделения независимой подсистемы второго порядка также возможен.
Система (1.2.5), (1.2.7) содержит динамические уравнения движения твердого тела. При от-

сутствии силового поля (формально при s(α) ≡ T1 (α, n1ω) ≡ 0) она примет вид

v′ = vΨ(α, ω), Ψ(α, ω) = −σn1ω2 cosα, (1.2.9)

α′ = −ω + σn1ω
2 sinα, ω′ = −ωΨ(α, ω). (1.2.10)

1.2.1. Случай отсутствия зависимости момента неконсервативных сил от угловой скорости.
Подобно выбору аналитических функций Чаплыгина (см. [8, 19]) динамические функции s и yN
примем в следующем виде:

s(α) = B cosα, yN

(
α,

Ω

v

)
= y0(α) = A sinα, A,B > 0, v �= 0, (1.2.11)

убеждающем нас в том, что в рассматриваемой системе отсутствует зависимость момента некон-
сервативных сил от угловой скорости (имеется лишь зависимость от угла α). Тогда благода-
ря условиям (1.2.2), (1.2.11) преобразованная динамическая часть уравнений движения (систе-
ма (1.2.5), (1.2.7)) примет вид аналитической системы

v′ = vΨ(α, ω), (1.2.12)

α′ = −ω + b sinα cos2 α+ bω2 sinα,

ω′ = sinα cosα− bω sin2 α cosα+ bω3 cosα,
(1.2.13)

Ψ(α, ω) = −bω2 cosα+ b sin2 α cosα.
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Безразмерный параметр b и постоянную n1 выберем следующим образом: b = σn0, n20 = AB/I,
n1 = n0.
Итак, система (1.2.12), (1.2.13) может быть рассмотрена на части фазового трехмерного ци-

линдра W1 = R
1
+{v} × S

1{α mod 2π} × R
1{ω}.

Теорема 1.1 (см. [10, 82]). Система (1.2.12), (1.2.13) обладает полным набором первых ин-
тегралов (один из которых является аналитической функцией, а второй—трансцендентной
функцией фазовых переменных ), выражающихся через конечную комбинацию элементарных
функций.

Здесь необходимо привести важное замечание. Дело в том, что с точки зрения теории элемен-
тарных функций полученный первый интеграл является трансцендентным (т.е. не алгебраиче-
ским). В данном же случае трансцендентность понимается в смысле теории функций комплекс-
ного переменного, когда у функции, после ее формального продолжения в комплексную область,
имеются существенно особые точки, соответствующие притягивающим и отталкивающим пре-
дельным множествам рассматриваемой динамической системы.

1.2.2. Случай зависимости момента неконсервативных сил от угловой скорости. Дальней-
ший пример посвящен случаю движения при наличии зависимости момента действующих сил
от угловой скорости. Поэтому введем такую зависимость. Отметим, что данная точка зрения
поможет нам вводить эту зависимость и для трехмерных, и для многомерных тел.
Пусть x = (x1N , x2N )—координаты точки N приложения неконсервативной силы (воздействия

среды) на одномерную пластину, Q = (Q1, Q2)—компоненты силы S воздействия среды, не зави-
сящие от угловой скорости. Будем вводить зависимость функций (x1N , x2N ) = (xN , yN ) от угловой
скорости лишь линейным образом, поскольку само данное введение априори не очевидно (см. [8]).
Итак, примем следующую зависимость: x = Q+R, где R = (R1, R2)— вектор-функция, содер-

жащая угловую скорость. При этом зависимость функции R от угловой скорости — гироскопиче-
ская:

R =

(
R1

R2

)
= −1

v

(
0 −Ω
Ω 0

)(
h1
h2

)
. (1.2.14)

Здесь (h1, h2)—некоторые положительные параметры (ср. [8]). Применительно к нашей задаче,
поскольку x1N = xN ≡ 0, имеем x2N = yN = Q2 − h1Ω/v.
Подобно выбору аналитических функций Чаплыгина (см. [8, 19]) допустим равенство Q2 =

A sinα, A > 0, а динамические функции s и yN примем в следующем виде:

s(α) = B cosα, yN

(
α,

Ω

v

)
= A sinα− h

Ω

v
, A,B, h = h1 > 0, v �= 0, (1.2.15)

убеждающем нас в том, что в рассматриваемой системе присутствует также еще и дополнитель-
ный демпфирующий (а в некоторых областях фазового пространства и разгоняющий) момент
неконсервативной силы (т.е. присутствует зависимость момента от угловой скорости).
Тогда, благодаря условиям (1.2.2), (1.2.15) преобразованная динамическая часть уравнений

движения (система (1.2.5), (1.2.7)) примет вид аналитической системы

v′ = vΨ(α, ω), (1.2.16)

α′ = −ω + b sinα cos2 α+ bω2 sinα− bH1ω cos2 α,

ω′ = sinα cosα− bω sin2 α cosα+ bω3 cosα+ bH1ω
2 sinα cosα−H1ω cosα,

(1.2.17)

Ψ(α, ω) = −bω2 cosα+ b sin2 α cosα− bH1ω sinα cosα.

Безразмерные параметры b, H1 и постоянную n1 выберем следующим образом: b = σn0,
n20 = AB/I, H1 = Bh/In0, n1 = n0.
Итак, система (1.2.16), (1.2.17) также может быть рассмотрена на части фазового трехмерного

цилиндра W1 = R
1
+{v} × S

1{α mod 2π} × R
1{ω}.
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Теорема 1.2. Система (1.2.16), (1.2.17) обладает полным набором первых интегралов (один
из которых является аналитической функцией, а второй—трансцендентной функцией фазо-
вых переменных ), выражающихся через конечную комбинацию элементарных функций.

Здесь необходимо повторить важное замечание. С точки зрения теории элементарных функций
полученный первый интеграл является трансцендентным (т.е. не алгебраическим). В данном же
случае трансцендентность понимается в смысле теории функций комплексного переменного, ко-
гда у функции, после ее формального продолжения в комплексную область, имеются существенно
особые точки, соответствующие притягивающим и отталкивающим предельным множествам рас-
сматриваемой динамической системы, хотя рассматриваемые первые интегралы являются дей-
ствительными функциями.

1.3. Системы при отсутствии внешнего поля сил. Проиллюстрируем предлагаемый в ра-
боте подход на примере систем третьего порядка. Пусть v, α, z —фазовые переменные в гладкой
динамической системе, правые части которой — однородные полиномы по переменным v, z с ко-
эффициентами, зависящими от α следующим образом:

v̇ = a(α)v2 + b(α)vz + c(α)z2,

ż = d(α)v2 + e(α)vz + f(α)z2,

vα̇ = g(α)v2 + h(α)vz + i(α)z2.

(1.3.1)

Тогда, выбирая новую независимую переменную q (dq = vdt, d/dq = 〈′〉, v �= 0), а также новую
фазовую переменную Z (z = Zv), перепишем систему (1.3.1) в следующем виде:

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = a(α) + b(α)Z + c(α)Z2, (1.3.2)

xα′ = g(α) + h(α)Z + i(α)Z2, Z ′ = d(α) + e(α)Z + f(α)Z2 − ZΨ(α,Z); (1.3.3)

при этом уравнение (1.3.2) на v отделяется, что дает возможность рассматривать два оставшихся
уравнения в качестве системы (1.3.3) с одной степенью свободы на двумерном фазовом многооб-
разии N2{Z;α}.
Особняком стоит случай некоторой усеченной системы, когда выполнены тождества

d(α) ≡ e(α) ≡ f(α) ≡ 0.

Тогда система (1.3.2), (1.3.3) имеет естественный аналитический первый интеграл

z = vZ = const . (1.3.4)

Для точной интегрируемости усеченной системы (1.3.2), (1.3.3) нужно найти еще один первый
интеграл, независимый с (1.3.4).
В данном разделе мы ограничимся следующим важным частным случаем системы (1.3.2), (1.3.3)

третьего порядка:

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = −b0Z2Δ̃(α)f1(α), Δ̃(α) =
dΔ(α)

dα
, Δ(α) =

δ(α)

f1(α)
, (1.3.5)

α′ = f1(α)Z + b0Z
2δ(α), Z ′ = −ZΨ(α,Z), (1.3.6)

b0 � 0—параметр, f1(α), δ(α)—некоторые гладкие функции. Будем рассматривать систему
(1.3.5), (1.3.6) как систему при отсутствии внешнего поля сил.
Система (1.3.5), (1.3.6) имеет более общий вид, чем система (1.2.9), (1.2.10), взятая из динамики

твердого тела. В частности, они совпадают при Z = ω, b0 = σn1, δ(α) = sinα, f1(α) ≡ −1.

1.3.1. Полный набор гладких первых интегралов.

Предложение 1.1. Система (1.3.5), (1.3.6) имеет два гладких (автономных ) первых инте-
грала

Φ0(v;Z;α) = v2(1 + 2b0ZΔ(α)) = C0 = const,

Φ1(v;Z) = vZ = C1 = const .
(1.3.7)
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Рис. 1. Поле направлений для фазового портрета системы (1.3.9).

Доказательство. Чтобы убедиться в верности предложения 1.1, достаточно продифференциро-
вать функции Φ0 и Φ1 в силу системы (1.3.5), (1.3.6). �
Другими словами, независимая подсистема (1.3.6) на многообразии N2{Z;α} имеет рациональ-

ный (см. [13, 16]) по Z (автономный) первый интеграл вида

Φ(Z;α) =
1 + 2b0ZΔ(α)

Z2
= C = const, (1.3.8)

который не имеет существенно особых точек. В силу этого подсистема (1.3.6) также не имеет
притягивающих или отталкивающих предельных множеств, позволяющих говорить о наличии
в системе диссипации того или иного знака. Таким образом, внутреннее гладкое силовое поле
(зависящее от параметра b0 > 0) в системе (1.3.5), (1.3.6) не нарушает консервативности системы.

1.3.2. Некоторые фазовые портреты. 1. Приведем фазовый портрет системы (1.3.6), для на-
чала слегка преобразовав ее. Правая часть обращается в нуль при Z = 0. Таким образом, вся
ось абсцисс {(α,Z) ∈ R

2 : Z = 0} состоит из неизолированных положений равновесия систе-
мы (1.3.6).
Несколько изменим правую часть за счет ее сокращения на величину Z (изменив тем самым

скорость движения вдоль фазовых траекторий). Таким образом, фазовые характеристики оста-
лись на своем месте, при этом ось абсцисс перестала быть «сотканной» из неизолированных
положений равновесия. Рассматриваемая система примет вид

α′ = f1(α) + b0Zδ(α), Z ′ = b0Z
2Δ̃(α)f1(α). (1.3.9)

Для функций δ(α) = sinα, f1(α) ≡ −1 поле направлений для фазового портрета системы (1.3.9)
представлено на рис. 1. Здесь по горизонтали изменяется переменная α, а по вертикали — пере-
менная Z.

1.3.3. Инвариантные дифференциальные формы. Зададимся вопросом поиска инвариантных
дифференциальных форм (для начала фазового объема) для интегрируемости системы (1.3.5),
(1.3.6).
Может показаться излишним нахождение инвариантных дифференциальных форм после на-

хождения полного набора (а именно, двух) первых интегралов рассматриваемой системы, по-
скольку она уже интегрируема в квадратурах (точно интегрируема). Но, как известно (см. [2,14]),
не всегда можно найти полный набор первых интегралов, а полный набор инвариантных диффе-
ренциальных форм фазового объема может быть найден независимо от первых интегралов, что
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также будет свидетельствовать о точной интегрируемости системы. Другое дело, что из полно-
го набора функционально независимых дифференциальных форм фазового объема можно будет
получить некоторые первые интегралы.
Для начала сделаем вспомогательную замену независимого переменного t на τ по форму-

ле d/dt = f1(α)d/dτ и будем по-прежнему штрихом обозначать производную по τ . Систе-
ма (1.3.5), (1.3.6) примет вид

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = −b0Z2Δ̃(α), (1.3.10)

α′ = Z + b0Z
2Δ(α), Z ′ = −ZΨ(α,Z). (1.3.11)

Для поиска функции ρ(v;α,Z), которая определяет искомую инвариантную внешнюю диффе-
ренциальную форму

ρ(v;α,Z)dv ∧ dα ∧ dZ, (1.3.12)

подсчитаем дивергенцию векторного поля w(v;α,Z) системы (1.3.10), (1.3.11) в евклидовых ко-
ординатах:

divw(v;α,Z) = 3b0Z
2Δ̃(α).

Тогда составная система уравнений характеристик для поиска решения линейного уравнения

div
[
ρ(v;α,Z)w(v;α,Z)

]
= 0 (1.3.13)

в частных производных будет состоять из системы (1.3.10), (1.3.11) и следующего добавочного
уравнения:

ρ′ = −3b0Z
2Δ̃(α)ρ. (1.3.14)

Как отмечалось, система (1.3.5), (1.3.6) (а поэтому и (1.3.10), (1.3.11)) имеет два гладких пер-
вых интеграла (1.3.7). Для получения дополнительного первого интеграла составной системы
уравнений характеристик нетрудно получить следующее соотношение:

dρ

dZ
=

−3ρ

Z
, (1.3.15)

что немедленно дает необходимый первый интеграл:

Φρ(ρ;Z) = ρZ3 = Cρ = const . (1.3.16)

Теперь нетрудно найти общее решение уравнения (1.3.13):

ρ =
F0[Φ0,Φ1]

Z3
, (1.3.17)

и убедиться, что функции

ρ1(Z) =
1

Z3
, ρ2(v) = v3 (1.3.18)

являются примерами функции ρ(v;α,Z), определяющей инвариантную внешнюю дифференци-
альную форму фазового объема (1.3.12) для системы (1.3.10), (1.3.11). Здесь F0[Φ0,Φ1]—произ-
вольная гладкая функция двух аргументов, при этом Φ0, Φ1—два независимых первых интегра-
ла (1.3.7).
Заметим, что все найденные в разделе 1.3.3 инвариантные внешние дифференциальные формы

для систем (1.3.10), (1.3.11) позволяют выписать соответствующие дифференциальные формы
и для систем (1.3.5), (1.3.6). Для этого все найденные формы нужно поделить на f1(α) (т.е.
вернуться к старой независимой переменной t).



80 М. В. ШАМОЛИН

1.4. Добавление внешнего силового поля и гладкость первых интегралов. Теперь пе-
реходим к некоторому усложнению, добавляя следующим образом в систему (1.3.10), (1.3.11)
(лишь в уравнение на Z ′) внешнее гладкое силовое поле F (α) при наличии внутреннего (b0 > 0):

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = −b0Z2Δ̃(α), (1.4.1)

α′ = Z + b0Z
2Δ(α), Z ′ = F (α)− ZΨ(α,Z). (1.4.2)

Может создаться впечатление, что система осталась консервативной (это действительно имеет
место при b0 = 0, т.е. при отсутствии внутреннего поля); консервативность подтвердилась бы
наличием в системе двух гладких (автономных) первых интегралов.
Действительно, при некотором естественном условии у системы (1.4.1), (1.4.2) существует глад-

кий первый интеграл вида

Φ1(v;Z;α) = v2(Z2 − F1(α)) = C1 = const,
dF1(α)

dα
= 2F (α), (1.4.3)

структура которого напоминает интеграл полной энергии. Но дополнительного гладкого (во всем
фазовом пространстве) первого интеграла система (1.4.1), (1.4.2), вообще говоря, не имеет. Более
того, если, в частности, F (α) = Δ(α)Δ̃(α), то дополнительный интеграл является трансцендент-
ной функцией фазовых переменных (т.е. имеет существенно особые точки, означающие наличие
в системе притягивающих или отталкивающих предельных множеств; см. предложение 1.2, а
также [23,27]).

Предложение 1.2. Если F (α) = Δ(α)Δ̃(α), то система (1.4.1), (1.4.2) имеет два независи-
мых первых интеграла (один, вообще говоря, трансцендентный и один гладкий):

Φ0(v;Z;α) = v2
(
1 + b0ZΔ(α) +

b0
2

(
Z2 −Δ2(α)

)
ln

∣∣∣∣Z +Δ(α)

Z −Δ(α)

∣∣∣∣
)

= C0 = const, (1.4.4)

Φ1(v;Z;α) = v2(Z2 −Δ2(α)) = C1 = const . (1.4.5)

Доказательство. Чтобы убедиться в справедливости предложения 1.2, достаточно продифферен-
цировать функции (1.4.4) и (1.4.5) в силу системы (1.4.1), (1.4.2) при условии F (α) = Δ(α)Δ̃(α).
�
Более того, из вида первого интеграла (1.4.4) ясно, что притягивающие и отталкивающие пре-

дельные множества системы (1.4.1), (1.4.2) могут быть найдены из системы недифференциальных
равенств Z = 0, Δ(α) = 0. В данном случае первый интеграл (1.4.5) является частным случаем
интеграла (1.4.3).

1.5. Системы со знакопеременной диссипацией. Модифицируем далее систему (1.4.1),
(1.4.2), где будут присутствовать уже два ключевых параметра b0 � 0, b1 �= 0, введя внешнее
гладкое силовое поле. Таким образом, будем рассматривать следующую систему:

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = −b0Z2Δ̃(α) + b1F (α)Δ(α), (1.5.1)

α′ = Z + b0Z
2Δ(α) + b1F (α)f(α), f(α) =

μ−Δ2(α)

Δ̃(α)
, (1.5.2)

Z ′ = F (α) − ZΨ(α,Z), (1.5.3)

где μ > 0. При этом коэффициенты консервативной составляющей (внутреннего) силового поля
содержат параметр b0, а неконсервативной составляющей (внешнего) поля — параметр b1.
Напомним, что система (1.5.1), (1.5.2) фактически является «образом» следующей системы

при замене d/dt = f1(α)d/dτ независимой переменной:

v′ = vΨ(α,Z), Ψ(α,Z) = −b0Z2Δ̃(α)f1(α) + b1F (α)δ(α), (1.5.4)

α′ = f1(α)Z + b0Z
2δ(α) + b1F (α)f (α)f1(α), (1.5.5)

Z ′ = F (α)f1(α) − ZΨ(α,Z). (1.5.6)
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Выше мы ввели подобное поле (см. раздел 1.4), добавив коэффициент F (α) в уравнение на Z ′ си-
стемы (1.4.1), (1.4.2), и убедились, что полученная система, вообще говоря, не будет консерватив-
ной. Консервативность наблюдается при дополнительном условии b0 = 0 (отсутствие внутреннего
силового поля).
Будем рассматривать одновременное присутствие двух силовых полей в системе, положив

b0 > 0, b1 �= 0. Рассматриваемая система на прямом произведении числового луча R
1
+{v} и

касательного расслоения TM1{Z;α} приняла вид (1.5.1), (1.5.2). Как будет видно далее, только
что было введено составное силовое поле со знакопеременной диссипацией (или с диссипацией
переменного знака) с помощью некоторого унимодулярного преобразования.
Система (1.5.4), (1.5.5) имеет более общий вид, чем система (1.2.12), (1.2.13), взятая из дина-

мики твердого тела, и, в частности, при Z = ω, b0 = −b1 = b, δ(α) = sinα, F (α) = −Δ(α)Δ̃(α),
f1(α) ≡ −1 они совпадают.

1.5.1. Первые интегралы и инвариантные дифференциальные формы.

Теорема 1.3. Если выполнено условие F (α) = λΔ(α)Δ̃(α), λ ∈ R, то система (1.5.1), (1.5.2)
обладает полным набором из двух независимых первых интегралов: одного гладкого и одного,
вообще говоря, трансцендентного, т.е. имеющего существенно особые точки. Кроме того, она
обладает двумя инвариантными внешними дифференциальными формами, независимыми меж-
ду собой, но зависимыми с первыми интегралами.

Доказательство. Действительно, пусть выполнено условие F (α) = λΔ(α)Δ̃(α); тогда

F (α)f (α) = λΔ(α)
(
μ−Δ2(α)

)
,

d

dα

[
F (α)f (α)

]
= λΔ̃(α)(μ − 3Δ2(α)).

Напомним, что в процессе исследования системы (1.3.5), (1.3.6) (при переходе к систе-
ме (1.3.10), (1.3.11)) была сделана замена независимой переменной: d/dt = f1(α)d/dτ . Это зна-
чит, что инвариантные внешние дифференциальные формы (1.3.12) (например, ρ1(Z) = 1/Z3,
ρ2(v) = v3), найденные для системы (1.3.10), (1.3.11), позволяют выписать инвариантные диф-
ференциальные формы, например,

ρ1(α,Z) =
1

f1(α)Z3
, ρ2(v;α) =

v3

f1(α)
(1.5.7)

для системы (1.3.5), (1.3.6).
Более того, вычисление с некоторым множителем ρ(v;α,Z) дивергенции векторного поля

W1(v;α,Z) первоначальной системы есть не что иное, как вычисление дивергенции векторного
поля ρ(v;α,Z)W1(v;α,Z) преобразованной системы после замены ρ(v;α,Z)d/dt = d/dτ незави-
симой переменной t в первоначальной системе.
Используем для вычисления дивергенции векторного поля w1(v;α,Z) системы (1.5.1), (1.5.2)

со знакопеременной диссипацией функцию ρ2(v) = v3 (полученную ранее для систе-
мы (1.3.10), (1.3.11) без внешнего поля сил). Имеем:

div
[
v3w1(v;α,Z)

]
= v3b1λμΔ̃(α).

Тогда составная система уравнений характеристик для поиска решения линейного уравнения

div
[
ρ(v;α,Z)w1(v;α,Z)

]
= 0 (1.5.8)

в частных производных будет состоять из системы (1.5.1), (1.5.2) (правая часть которой умножена
на функцию ρ2(v) = v3) и следующего добавочного уравнения:

ρ′ = −v3b1λμΔ̃(α)ρ. (1.5.9)

Системе (1.5.1), (1.5.2) можно поставить в соответствие уравнения

dZ

dα
=
λΔ(α)Δ̃(α) + b0Z

3Δ̃(α)− b1λZΔ
2(α)Δ̃(α)

Z + b0Z2Δ(α) + b1λΔ(α)(μ −Δ2(α))
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или
dZ

dΔ
=

λΔ+ b0Z
3 − b1λZΔ

2

Z + b0Z2Δ+ b1λΔ(μ−Δ2)
, (1.5.10)

а также
dρ

dα
=

−b1λμΔ̃(α)ρ

Z + b0Z2Δ(α) + b1λΔ(α)(μ −Δ2(α))
,

или
dρ

dΔ
=

−b1λμρ
Z + b0Z2Δ+ b1λΔ(μ−Δ2)

. (1.5.11)

Введя новую однородную переменную u, Z = uΔ, уравнениям (1.5.10), (1.5.11) можно поставить
в соответствие следующие соотношения: сначала

Δ
du

dΔ
+ u =

λ+ b0u
3Δ2 − b1λuΔ

2

u+ b0u2Δ2 + b1λ(μ−Δ2)
,

а затем

Δ
du

dΔ
=

λ− b1λμu− u2

u+ b0u2Δ2 + b1λ(μ −Δ2)
,

Δ
dρ

dΔ
=

−ρ[b1λμ]
u+ b0u2Δ2 + b1λ(μ −Δ2)

.

(1.5.12)

Первое уравнение из (1.5.12) (приводящееся к линейному неоднородному) позволяет выписать
первый интеграл (вообще говоря, с существенно особыми точками) независимой системы (1.5.2)
(а значит, и для независимой системы (1.5.5)). Действительно, справедливо следующее уравнение
Бернулли:

dΔ

du
=

(u+ b1λμ)Δ + (b0u
2 − b1λ)Δ

3

λ− b1λμu− u2
, (1.5.13)

которое заменой p = 1/Δ2 приводится к линейному неоднородному:

dp

du
=

2(u+ b1λμ)p+ 2(b0u
2 − b1λ)

u2 + b1λμu− λ
. (1.5.14)

Последнее уравнение имеет линейный по p первый интеграл (вообще говоря, с существенно осо-
быми точками) следующего вида:

pΨ0(u)−
∫
ϕ(u)Ψ0(u)du = C = const,

Ψ0(u) = exp

{
−
∫

2(u+ b1λμ)du

u2 + b1λμu− λ

}
, ϕ(u) =

2(b0u
2 − b1λ)

u2 + b1λμu− λ
.

(1.5.15)

Тогда полученный первый интеграл независимой системы (1.5.2) в первоначальных переменных
имеет следующий структурный вид:

Θ1(Z;α) = G

(
Δ(α),

Z

Δ(α)

)
= C1 = const . (1.5.16)

У системы (1.5.1), (1.5.2) имеется также гладкий первый интеграл следующего вида (для про-
стоты при b0 = −b1):

Θ0(v;Z;α) = v2
(
1 + 2b0ZΔ(α)− b20μZ

2
)
= C0 = const . (1.5.17)

Второе уравнение из (1.5.12), в свою очередь, позволяет получить функцию ρ(v;α,Z), кото-
рая определяет инвариантную дифференциальную форму объема. Действительно, из уравне-
ний (1.5.12) следует, что справедливо соотношение

dρ

du
=

−ρ[b1λμ]
λ− b1λμu− u2

, (1.5.18)

откуда получаем еще одно инвариантное соотношение:

ρ · exp
{
b1λμ

∫
du

λ− b1λμu− u2

}
= Cρ = const . (1.5.19)
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Рис. 2. Относительно грубый портрет системы со знакопеременной диссипацией.

Рис. 3. Относительно негрубый портрет системы со знакопеременной диссипацией.

Рис. 4. Относительно грубый портрет системы со знакопеременной диссипацией.
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Таким образом, общее решение линейного уравнения (1.5.8) в частных производных примет
следующий вид:

ρ = exp

{
−b1λμ

∫
du

λ− b1λμu− u2

}
· F [Θ0,Θ1] , (1.5.20)

где F [Θ0,Θ1]—произвольная гладкая функция двух аргументов; при этом Θ0,Θ1—два первых
интеграла (1.5.17), (1.5.16) соответственно.
В частности, в качестве двух функционально независимых решений линейного уравнения

(1.5.8) в частных производных можно взять следующие функции:

ρ1(v;Z;α) = exp

{
−b1λμ

∫
du

λ− b1λμu− u2

}
·Θ0(v;Z;α), (1.5.21)

ρ2(Z;α) = exp

{
−b1λμ

∫
du

λ− b1λμu− u2

}
·Θ1(Z;α), (1.5.22)

где u = Z/Δ(α). Отсюда, в частности, следует, что одним из возможных вариантов инвариантной
дифференциальной формы объема для системы (1.5.1), (1.5.2) является следующая форма:

ρ(v;α,Z)dv ∧ dα ∧ dZ = v3 exp

{
−b1λμ

∫
du

λ− b1λμu− u2

}
dv ∧ dα ∧ dZ, u =

Z

Δ(α)
. �

Заметим, что все найденные в разделе 1.5.1 инвариантные внешние дифференциальные формы
для систем (1.5.1), (1.5.2) позволяют выписать соответствующие дифференциальные формы и для
систем (1.5.4), (1.5.5). Для этого все найденные формы надо поделить на f1(α) (т.е. вернуться к
старой независимой переменной t).

1.5.2. Некоторые фазовые портреты. 2. Приведем фазовые портреты системы (1.5.5), которая
получена из системы (1.5.2) и в которой возвращена независимая переменная t (ранее была про-
изведена ее замена d/dt = f1(α)d/dτ , см. выше; штрих для обозначения производной сохранен).
При этом три различных топологических типа портретов приводятся для функций δ(α) = sinα,
f1(α) ≡ −1, F (α) = −Δ(α)Δ̃(α), μ = 1. Эти три типа фазовых портретов системы (1.5.5) пред-
ставлены на рис. 2–4 (ω ↔ Z, см. также [69,84]).
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